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方 程 组 的 数 值 解

上海科学技术大学 郭本瑜 九江炼油厂 郭本琦

已有许多方法计算
一

方程组 〔, ,

但很少能证明它的误差估计
,

其主要困

难是难于处理非线性项和压力密度比 文献
,

们 曾采用人工状态方程计算
,

郭本瑜则

结合 中的方法来计算
,

并证明了隐式格式的稳定性
,

但尚未证明此类显式格式的收

敛性
,

亦未能由此推出 尸 的收敛性 求解
一

方程组的另一个方法是直接计算

一个关于 尸的 方程
,

为方便计
,

仅以下列二维方程为例

、,
直

矛
口口

,

口
, ,

二二二 二二二 十 二二二
口 夕

鲤 十 丝 十 丝
己 口 夕

一 , 甲

一 乡甲
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‘尹‘
·‘,少

,口

右

钟 一 丝丝 一 丝丝 、

汀 夕

其中
,

分别是 二 ,

方向的分速度
, , 是粘性系数

,

六
, ,

是已知函数 不妨

假定
, ,

的初值及边值是已知的

本文继续推广 中的结果
,

构造了几类易于计算的格式
,

并且推广了 中的一个非

线性不等式
,

从而解决了严格误差估计

用
, 了 分别表示空间和时间方向的网格步长

, 兄 订尸 ,

是网格点
, 人 是所要

求解的 网格区域的内点集合
, 人 是其边界 阳 的 或 。都表示 。 ’

, ,

左动
,
而 而

一 即 及
, 留二 , 。 , 。 , 。 ,, 。‘。, △留 等意义如同 又定义【, ,

留 ,

艺
, 。 口

, 。 , 一 阳 , 留 , 。二 , 留 ,

〔 六

。 一 艺 留 , 。
〔 凡

其中
,

分别是
,

方向坐标值最小的内点集合
,

留 一 留 军 留

引理 设 。 的 是非负网格函数
, , , ,

是正常数
,

试 是 的非负连续函数
,

当 。 , 簇 成 左一 时
,

泛函
留
认 一 留 ,

⋯
, 留认 一 簇 留认 一

, 左 留 ,

⋯
, 。 友 李 幻。 左

那末
,

若
如 , 镇 户 一

,
·

如
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且当
、 , 、 里 时

,

即 友 。 二

艺 。 ,

注记 若

昭 左
。

即 友 镇 丛型
。 , 。

留 、 竺

华
。,

旦通 、 。 一 。 。 、
‘ ‘

留仅 一 一 。 女一 留认

其中 , 劝 是非负网格函数
, ,

充分小
,

并存在常数
,

使得 口 十 簇 二
,

则可取
二 ,

, ,

工 一 , 。

一
, ‘ ‘ 。气似 十

因此当 粤
。一 、了 十 。

·

、时
,

留 友 钱 夕。 ‘ 。

仇注记 若注记 中 蕊
, ,

一 占 ,

的
,

矶 是
犷 的连续函数

,

因此若 了 蕊
,

,

其中 石, , ,

是常数
,

是

适当小
,

以致 了。 。己‘“。几 簇 时
,

又

二二二

—
,

了 。 ,

‘ 一 ‘ 七 。 ,

一 二尸

从而

其中

阳 左 , ‘几了

求解式 的两层格式是
“ ,

十 。 , “ , 。 一 二 △ “ 十 。 “ , 十 凡 一 , , 而 义
。 , 。 , “ , 。 一 二 △ 。 丁 。 , , 了

, 。 罗

△尸 币 “ , 。 , 尺 。 尽
。 ,

蕊 是非负参数
,

孚表示集合 , 一 左
,

左一
, ,

⋯
,

小
, 。 一 。 一 。 、 一卜 ‘ , “ 一 。 ,

阳 , “ , 。 一 ‘。“ 留 。 , 一 , ‘。 一 。。

若
, “ 。

则
, , , 。 一 。 , 。 , , 。 一 。

这实际上模拟了下列守恒律
,

因此会有较好的数值结果

婴 婴、
。、 、, 一 婴 。擎、、 、, 一 。

丫
“ 口 份 “

以 寿 友
,

莎 友
, ‘ 表示误差

,

并记 及,

莎
, 。 , 寿 ’ 莎
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。, ’ 在, 莎
‘ ,

等等

。 左 若。
,

一 。 反 ’ ,

艺
。 , 。‘

了一
‘

子 莎,

定理 若格式 中
, 二 , 。

粤或 , 万挂一
,

则存在正数
艺 , 护又上 艺 一 叮夕

和
,

使得当 。
且

。一 。 ,

艺 艺 了
, , 人, ·

该

时
, 。 劝 猫

,

成 口
,

其中
,

是仅与 构
, , , , 。 , 几和

, 。 及其一阶差商绝对值

上界 有关的正常数 若 尸 ,

则
。

任意

证明 显然有误差方程

寿
,

莎
,

句 一
‘ 森, 。 寿, 。十莎 “ , ,

莎 一 △ 寿十 , 端 十凡 入
’
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在,
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,

式莎
, 。 寿, , 十动

。 ,

在,

动 一 , △ 莎 认 笋, 几
△歹 子寿,

动 了
, 一 币 寿,

句 十 功 “ ,

莎 十 功 寿, ,
孔

计算 寿 城
, ,

寿
,

莎
,

歹 莎 ‘
,,

位
,

莎
,

声
,

即可仿 得

、 一 ,·
,

一 ·

一 力 叮 — — — 汀 已,

, , 竺、
。 , , 一 。 , 。 一了一 。 。 一。 毛 友 。

其中

仿照

, ,

是与
,

无关的正数
, 。 , 。 是适当待定的正参数

,

反 ·’提
。

生 、
。 , 。 ,

牛
。 ‘

,。
, 。 , , ,

了
, , 。,

多
‘口

「 中的方法适当地选择 和
,

并把上式在 , 方向求和
,

即得

。 、 。 ,

、 、 。 , 二

答、
, 。

乙

十 艺 救
。

又由式 的第三式得

其中

从而

一 卢, 一 ,
,

子, 卢
·

‘ ,
,

,,,,‘镇

兴
。

,,‘ , , ,
,

, , ,

“ 。

一毛悬
, 声

·

子, ,‘ 臀
“
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, , ,,‘成 俨掣业 十 ,‘已 ,“ ‘,·“卜
‘阴 。“人,,

把上式代人式
,

即得
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丁 一。 友 后。
,

一 、 。 左 一
“ 一 、 、‘。 友

, 。 友一 ’

成 , 二

艺
。 , ‘

, ,

人

, 。 了 片一 百 。 尹

石

工口

了,、、
、

。 , ‘ 一“

艺

到此只要适当选择
。 ,

并应用引理注记
,

在其中 拟 孟、
, 。 。 圣

,

由此可知
,

若
, , 尸适当光滑使式 的逼近精度至少为

,

敛
,

且
寿 ’ 莎 , 入

,

声
, 一 。 人,

求解式 的三层格式可构造如下
,

其中 是正参数

则格式 收

“ ,

十 尸 十 “ , “ , 。 一 二 △“ 十 外

。‘

矢认 十 。 , “ , 。 一 , △。 十 如

△ 一 中 “ , 。 十 九
,

,

早

男

瞬

人人

定理 若在格式
’

中
, , ,

川 是常数
, 。 提 生 几

丁

那末存在正数 丁。
和

,

当 毛 几
,

厂一 十 阮 护 护 时
,

左 孟。
, 。 左一 簇 对 、

’ 。盯

人 ,

则
。

任意

日
一广 —丁

则 一 日。 簇
,

类似于定理 得生扮证明 记 一

。 。 一 。孟 ’ , 一
丁“ 妙 刀

孟

等
, , 。 , , 一 注 。 圣

一 口。 ’

圣、一日。 。 , ’一口。 。 ’ 丁 一

些 ￡,泊。用 丁 日
奢月

一
。‘。 ’

成 反 。

月 同定理 今取 脚
,

一卜 。 一 又妙
则对 ‘ 求和后上式左端第

, ,

项的

厂
·

。一

中若其

和非负 余下的证明仿定理 但在应用引理时
,

取 却 妇 一 。 劝 赫
,

十 。 左一 ,

求解式 的 刃 格式是

。 十 。 。 。 , 。 一 , ,

△。 一 叮 。 一

。 风 一 人
, 。 邵

。 ,

十 汀 。 ,

△ 拭
“

, , 一 △。 一 些 “ 刃 十 如
左

, 。 、,

一 了
, 人 孚

为 享

其中 留 依一定规律取 一 即 。
却歹,, 多夕二 , 留 ,,

一 阳 , 翻 , , 留 二‘ 留 , ‘ ,

等等

定理 若在格式 中 二 。,

证明 可仿定理 得

、 兰
,

则定理 结论亦真

。 。 一 。川
, 理望 , 。 , , , 。 二 一 。【圣一 刀 。 圣



第 期 郭本瑜等
, 。 一 方程组的数值解

一 坦
。 ,

月 。 一 亡三塑 , 。‘

成 反 。

其中 岌 。 同前 左端最后二项和不超过 竺 。 , 十竺、
。 ,

今取阴 一 全丝里二卫
一 一

一 凡妙

那末上式右端第
, ,

项的和非负
,

余下的证明同定理

求解式 的 格式可构造为
“ 一 “

立
“ 。 , 。 一 竺 轰 。二

巡 一
, 尺 。 旱

一下一 个 万
、“ 一 “ ,

、 乡 「 ‘

“ 一 万
“ , 下 “ , ’

,

孚一一处十

岁 一 立
。 。 ,

“ 一 万
“ ” 十 夕行 十 鱼 ,

孚

,

孚鱼十
刀 任 一

一 月一

—火夕 州尸 夕

丁

△ 一 中
, 。 、,

, “ 一 万
“ 行 下 “ , ’

。 旱

其中
。 , 阳 、 一 “ 留 。

留 , 。 一 即 。 , 一 。 。 ,

一一留
一

一一

则
。 , 。 , 洲 ,

, ,
, 。

从而模拟了守恒律 若只需计算若干时刻的 尸值
,

则可用【 中方法计算涡度值 杏和流函

数 价
,

然后由下式计算

二 尸 一
目

旦业 、旦业 、一 卫生 丫
,

‘ “

对于三维问题也可建立与定理 一 类似的结果 进一步的结果可见 仁
,

显然本文

把 【 中相应二维格式的广义稳定性指标改进为 毛 若采用 【 中的逆风法计算式
,

格式也收敛
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