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关于弹性扁壳边界补充条件周题
‘

裴 文 瑾
建筑工程部西北工业建筑设计院

文献【 曾提出了确定四边简支矩形底扁壳边界应力函数的计算公式
,

此公式实为文

献〔川所称的四边简支情形的补充条件 文献〔 在提出扁壳的广义变分原理的同时
,

利

用此原理解决了许多扁壳边界问题
,

导出了比较广泛的扁壳边界补充条件
,

其结果我们曾

在实际工作中有效地应用过 现在本文提出一个求扁壳边界补充条件的结构力学方法
‘ ,

此法简明
、

值观
,

而且适用于各种边界情形

关于壳体的全部边界条件 包括补充条件
,

必须把壳体与支承它的边绿构件及其

他有关支承一同考虑 例如四边简支建筑扁壳
,

壳体本身通常通过边绿构件及四角点处

的柱子与地基或其他结构联系
,

壳体的水平刚度一般比四角点处柱子的水平刚度大得多
,

故壳体应是后面附表的情形 只有当支承壳体的柱子或其他结构的水平刚度甚大
,

以致

能保证 或几乎能保证 壳体四角点无相对位移时
,

才能是后面附表的情形 这两种情

况虽然都是四边简支
,

但补充条件是不同的 也就是说
,

由于客观上存在着壳体及支承
’一

它

的结构水平刚度的差异
,

所以就决定了在确定扁壳边界条件时
,

必须同时考虑壳体及达绿

构件的支承情况 因此
,

文献【
,

」关于四边简支情况的结果
,

使用时必须符合附表恰形

的支承情况
具有一定自由度的结构系统

,

可以用虚位移原理毫无遗漏地找出作用于此系统 卜诸

力的关系 独立的
,

这些关系的个数与自由度数 目相同 支承壳休的边绿构件是一个结

构系统
,

壳休除角点 包括边界条件突变处 外的边界条件
,

常常不能完全反映边缘构件上

力的全部关系
,

这种考虑边绿构件自由度而得到作用于其上的力 与壳体连接及不与壳体

连接的所有力 的关系
,

称为力的补充条件 还可写成考虑边绿构件变形位能的更一般的

变分式
,

因后面未用到
,

故略去
边绿构件的支承有时是超静定的

,

它们通过边绿构件与壳体联系
,

必须考虑壳休的变

形方能确定这些超静定系统的内力
,

由考虑壳体变形而补充的条件
,

称为变形的补充条

州

以
一

二二二种补充条件构成了补充条件的全部
, 由此可知

,

在考虑具体间题时
,

先考虑边

绿构件的 自由度及超静定性
,

求得补充条件的数 目
,

便可避免补充条件遗漏情况的发叮一

由于整个壳体结构的刚性位移并不影响内力分布
,

可设壳体底平面内至少有三根不

交于一点的连杆与之连系 将能表示各边界两端无相对移动的边界 例如固定
、

简支等

看成连杆结构系统
,

用结构力学方法郎可求得其自由度数
。 节点数 目的两倍减去达杆

数目 及与整个壳体结构连系的外部连杆超过三个的数 目 御 这时
,

补充条件的个数为

” 多年 月 , 日收到
, 本文所采用的符号及壳体内力方向与文献 及常见资料相同
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” 御

例 边简支 为明确起见
,

暂设为七边
,

有三根外连杆

将边绿构件看成七根杆子的连杆系统
,

其自由度数
一 一

,

叱 为
,

故 一 一 这 斗个补充条件

可由每一角点连杆为水平铰接之条件用虚位移原理求出各边

之剪力合力 一勒 的任意四个独立关系式而得 如果多术

了 超过 斗个
,

必是自然满足的
,

故是无用的 需注意的是
,

每一个补充条件只能从每一角点为铰接的特性出发
,

而不能

用 个力 厂匀 的总体平衡关系
,

因为总体平衡关系已包含

在壳体的基本方程中了

例 前例中有两个边换成一个自由边和一个固定边

边界 一 两端相对位移不能 由自由边限制
,

故不能看成是连杆 个节点共有自由度
斗个

,

连杆有 根
,

故 , , 一 一 一 乡 又
, 一 。,

故 刀 一

但由壳体简支边法向应力为零
,

可知边界 一 绕点 无限

制
,

自能表示节点 为铰接的特性
,

故有一个补充条件是自然

满足的
,

郎只需求 个补充条件就行了

例 后面附表情形 乡

因除角点外边界上无边绿构件
,

故无自由度
,

郎 , ,

又 。
,

故 。 一

现在叙述补充条件的求法 这个方法对任意形状壳底

均适合
,

但为简便及符合绝大多数实际问题需要起见
,

着重就

矩形底清形进行了推导和编制了补充条件表

值角坐标系中原有位置关系为值角关系的三点
, , ,

, , , , , ,

此三点产生位移后之位置为
, , 、 ,

盆
,

珑
,

宝
,

如果位移与原来三点相互间的尺度相比甚为微

小
。

则

、、,
,︸︸了、
‘、『 一 日一 立 二里 生二 全

如果 勺
, , 朴 , , ,

, 口 , 去 , ,

三点
,

则

三点为矩形壳体之

, 一 夕 一
,

一 路 一

将式 代入式 得
。 , , 、 ,

一 口 一 — 龟 —
夕一

,

— —

牛夺别当 ’一 时
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口 、厂
“ , , “

口 、, 一占
,

二洲 十 夕 花户 尹 一

卷

匀
户吸吸

由熟知的壳体应力与位移关系不难得

厂。
。 ‘一 一 。。 ‘ 上 〔

‘ 。 , 二
、 ,

、二丁一 “ 一 一 一二二几一 万一
一
龟 ‘ 久 夕川“ 少 龟 一三兀 下万一 甲

口 ‘ 五 军 七

, , 、 , ,

口,中 占 ,

了口, 一 卜一
十 代 又尺夕川少 召 一

—
万厂 全一 一 夕 、下 一

,

五 口 口劣

劲
’一

认 一 一宁器 珠一六
·

六备饰
十

备枷 ,卜
一

宁
·

瓷
“

一嘟
‘一“ 一‘ ,

·

涤
一“

树
子

劲
一

认 一 一宁剖
二 ·

珠
, 川

十 · ·

六会饰
十

影如川付
‘一“ 一

宁剖
占十

占 珠
, 留 ‘ ·

六备护
,

分枷
, 一 ”

一 石左
二 , ,

·

例 矩形底三边简支一边自由

由前知需两个补充条件 因壳体外部多余两个连杆
,

故补充条件表示位移的特征
,

郎

艺 保持值角及点
,

无相对位移 由公式
,

将 一
“
及 的简支条件‘

八八 ’’

图

一
「「

、
,

、

一 及自由边

瓷
一 代入

,

得

一

宁剖
· 十 · 夕

六备护
甲 十 毛
剖付

‘ 一“

十 一

宁剖
乡 右 ·

除备切
,

箭
“一 ‘· 占 “一‘

· ”一办 一
·

‘

又 , 一 之点
,

无相对位移
,

郎

芡六斋
’一

认 一

式 和 郎所求之补充条件

例 四边固定
,

有三根外连杆

根据公式 得 一
,

自只需一个补充条件
,

又由

一 知补充条件系表示力的特征
,

且可用虚位移原理求出 当壳体产生一可能位移

于
、

刀

△一

曰‘
二

业、
一“ 一伽

二

业、抽
, 一

“

帆
,

、 一
」
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将应力表为应力面数
,

经分部积分后得
甲 ‘ ,

, 甲 。, 。 一 中
,

一 甲
,

尸尸‘声声 , 哟哟

飞飞 咬 ,

上上里亚
‘

, 十

力劝两尹

此自口所求之补充条件
例 四边简支

,

考虑柱子的水平刚度
,

支承情况

见图 点 。 ,

为一弹簧
,

弹簧系数为
,

点 。 ,

的

的位移为 由式 得
。 ,

。, ,一 , , ’ ,
,

, 、

止逐 一 止
,

兰兰
一

一 止
‘ 、 一

, 又 曰
。 口丫 一 。

又由虚位移原理得
一 “

一里里丫
刃 一 ‘ 、

。

将式 与 代入式
,

郎得争
、

充条件
己 ‘

口,‘, ,钊
,

丁
, 口甲 “

。

二
一

二立 一艺二上二 一 嘴一 二一二二一【 十口 口
一 万 口

「 口
。

口。 飞
’

“

二 子
一 甲 甲 左

,

苍生 十一 ’

人 口
’

“ 口万 」

,

「 口
, 二 二 一力

十 子二子
一 甲 左长竺 十一

口夕
’

一

例 七边简支
,

有七根外连杆
,

补充条件为 其意义为图中每虚线两端无相对位移

￡,

击 一
,

其中线积分路线
, ,

分别为 扫 , 、, , , ,

自口各
,

点之连线
, ‘ 为沿各

,

之长度坐标
,

又

一六 一
·

卜 “一
,

留 一 , , ,

。 二 , 水 , ,

左
,

友
二

友 , , 友
, ,

一
, ,

一
, 夕

例 七边 自由
,

每角点有两根外连杆
,

补充条件为

秘
‘犷

其中 , ,

分别为
, 二 , 、,

, , ,

意义同前例

,

、 , 沁 , 印 , 夕、, ” , “ ,

推导矩形底的补充条件有时亦可用表示壳体内部的应变积分式如式
,

但矩形底

扁壳用直角坐标更便于计算
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附表 矩形底扁壳边界补充条件

产哗角—
沐

卜黔 儿斋
’一

认 一 。

曰
一 」去半会 ⋯

· 十 ·

价 去备
甲
、

,

鲁
‘一“

一止韶竺督
‘ “

丁
·

去备
甲 · , ·

剖
“· ’一“ 一 。

〔注 上式与 、 一 ,“嘿
留 。 、

“ 为某一角点之 , ,

其他三角点 , 一 。一致

“ 口气力 、,动
, 。

八 一下 落一 , “ 万 一
工口

户十

车耳

爪命令
十 左刁

’一“

一
以裔 尸

“
一
。

一

概
竺
鲁信
二 ·

户愉会
二 ’, 十‘·

祭 付一
“ 一

气
兰
瓷

十 。

去备 、恶井
十 右

丈场
留、 ’一 ”一 。

拭去令 枷
’一“

一
一

气
里
餐

· · ,

除备
, , , 左·

翻
, ‘一“

十 一

豁会了
“ 十 ‘

愉备
场 盎黔

十

十 “ 左
工 了‘“· ’一“ 一 。

斋
, 一 ’“一

。

只
一

曰

丫 。 二 二 、 留 、 , , 粉 了 。,沪 ”二 。沪 叭
。

、一布不 飞厂甲 岁 代 毛丁 , “ , 不于厂一 、, 三贾了甲 ‘ 一万二丁 一 甘
乙 ,‘ 口万 口工 , ‘ ,声 口人 甘再 甘 ,

燮坚 、夕
一。、、 一 。

口

斋
’一“

一
。

宽除豁
‘一

’‘““ , 一 。

盯一早感
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续 上 表

一 一

一
一 一 一

去令
, 留 ‘一‘、, 一 。

一工击竺鲁
, · ,

“ , ,

愉备
二 · ,

奥黔
, ’一‘ 一 “

粤 李 ,

, 口

角点 口 , , 夕竺 。

口

一

么竺会
十

去备
,

协 ‘剖“
一

森竺斋
‘ · ”‘ 一

沪 ‘
, , ,

, , 一 沪
,

一 , ‘
,‘ , 二

沪 “
· ,

一百了 , 巨 下一 丫
户

毛 口

口 ,

召 , 、

矛一工土竺 二生
力 刃

· ·

犷
,左· , 留 , · ,

除备
二 , , 十 夕瓮

竺 、, 一
‘

丁生森半票 罗
云 石 少

二

卉冬
二 , , 二

粤三自沙飞
, 一石 一 。

‘ 石“ 乙 月 。 口 ,

同情形 之第一条件

户了 护沪 二 二
‘

‘ 讥 。

卜长下 畏福 左, 留 》
、 ,

’ 、

〔才寒、
了

夕一

同情形 之第一条件

同情形 之第一条件

户 护 , 二 、
‘ 二“ 人

。 万 万妥『
一「 代 ,‘ “ 尹 一

或一蒸一蒸一蒸一风一风一国一国一国一曰一阵
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续 卜 表
州

同情形 之第一条件

曰 除令
, · 一。、,

愉器
, 留 一己 ,

,

〔
“

仁些已、,
一。、二

口 即

狱翻
’一 ’“ 一 。

厂除令
‘一 ”’‘一

‘,

丁一 」兰里
一旦望

百 口

· ·

义左
· , · , ·

又
夕

贵备
, · ,

鲁竺
、, ‘ 一“

山 丁
” 沪

几 、 二丫 尸 一 , 二 砚

七 口

乡 ”

如。
十 占

别去备
二 ”

鬓默 “ 厂
”一 ”

味令
友一 ’一 ’‘
一

只旦耳

同情形 弓之第一条件

犷除令
十伽 厂

’

一
。

去令 “一
‘ “ , 一 。

沪 ‘
】 ’ 卯 ‘。

, ”’一 , ‘
, , 一 沪 “ ’

戴
四。点任取一点

器

瞬
一‘。

, 。

一
‘
一
’

一 ,‘。
,‘’

一 ’
“ ”’一 。

霎蒸
角 · 。

, 。或 “
, 。 , 一

合
一 。

麟
沪 ‘

, , 沪 ‘“
, , 一 , ‘

,吞, 一 , ‘“
, ’

口沪 〔 , 乙,

口夕
一 犷
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续 上 表

一 一一 一一 一一
一

一卯 ‘
· , 沪 ‘“

, , 一 沪 ‘
, 西, 一 沪 ‘

, ’

犷去令 一 ’一 ”“

一
。

角点
,

或 。 , , 里里
即

犷除令
’一‘

一
‘

晋
〔“ ’“’ 一 ,

卜
。

角点 召 , , 里里
口 口

同情形 之第一及第二条件

, ‘
· ’ , ‘

, , 一 沪 ‘
,石 , 一 沪 ‘

】 ,

拭去杂
十
枷

” 一 。

了
·

〔责备
,

备 一 」
‘·

犷
,“一
“· ’一 ’一 “

犷去令
,一 ’‘ ’‘
一
”

同情形 之第一条件
‘

哥
‘”’”’ 一 , 一 。

曰

一一一一

“日﹄
甲

鲤
夕

口沪

伪

‘“’”’ 一 ,

、。, 。 ,

。 , 。 , ,

一乙

,

。

几、

黑
口 ,

”

鲁
《。, 。 , ,

‘

会
。 , 。、 ,

卜
护沪 二

,

八厂忆
八飞万不

了 ’ 叭 , 一 “ ‘

一
同情形 之第一条件
。沪 二 ‘ , 乙,

夕 一百 甲 , 岁 苦
。 吃 一 ,

犷愉令
“ 一 ”、 一

燮燮骂一旦旦娜皿瞬一风一娜
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葬军 狱去韶 伽
’一

认

愉令 一 ·, 乙、了

口沪 二
,

飞犷 , 「 甲
口工 气 ,

沪

伪
十 卯

口 ,

,

乙

召 ,

甲 山
左 三甲 甲
口 备

叉愉令
‘尹

’一

认 一 ”

。

旦巴
口 ,

口 ,

沪 山 一 , 二 ,

八 儿 盯

一牛犷厂 甲了竺
, 、

、 占 、一万产 一百 , 「 气犷 一互叶 , “ 洛 一 一气不下一一
, 二“ 。 子 工二“ 口 口 ,

望巴
夕布

角 氛
, , 一更己 二

尤口

不去要
, 留 一。、夕 一 。

卢 ” 宜二邢 门 ,

同情形书 之第一
、

二条件

同情形 书 之第一
、

二条件

〔
·

李业
二留 、

, 一乙、厂 一 。

七力 口 门 一

同情形 之第一条件

了 口,辛 二 , 二乙 , 门

、 一
二
冬 , 止李 升 舜, 留

一

人 口夕
’ ‘ 一

〔
,沪 二 ‘ 、“ 。

才 , ‘、

、 百 ‘二 宾共升 为。留 , 二
百人 尤书

一

角点 一 ,
,

斋
一 。

众去令
十
伽

’一

认 一

去令
“一 一

。扩一
。

一泽簿簿飞磷镌一羚
︷当沁
。解,︸听汤﹃︸翻目叫︸川今一价,﹄一臼碍卜阳积一配︸幽杏“
阴介角训﹃曲︸份

。

︸丫卜自引‘‘吸叨小︸口,,习,云

粼
同情形 之第一条件
了

。甲 二 , ‘“
,

一二一 丫 一, 。一
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续 上 表

“

卫竺匕
口 瑞
犷愉令

“一 ’一 ”“
一
。

同情形 之第一条件

犷味令 枷 尸一
”

去守
‘一 ’一 ”‘
一
”

义愉令
‘尹 一

‘

、 一

同情形 之第一
、

二
、

三条件
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