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具有任惫阴口截面的中长柱壳的
应力状态和解法分类

高玉 臣 黄克智
清 华 大 学

本文用渐近方法对闭 口 中长柱壳的应力状态进行了分类
,

井且给出了各种可能边界条件

下的合理求解步骤 最后
,

为了说明问题
,

给出了一个例子

符
,

夕为无量纲坐标
,

沿母线
,

声沿周线

号
, 为弧长

,

击 ,

命 为曲

率半径 , 犷

一矛
代表 的尺度量级

,

我们可根据方便而任意选择 为壳长

奥 一 一共一
, 左为壳体厚度 为杨氏模量

一

斌 尺

凡 为膜力
,

负
,

为内矩

, 为 比 , , , ,

从 为横向力
,

风 为广义

横向力 双
, 及 。 , 及 , 为位移 。 , 。 , 。为应变分量 及 , 尺 , 令 为中

面曲率变化量 “‘令
· “‘

令
· “‘

令为面载荷
一 为量级等号

,

表 示左右端量级相

同

引 言

柱壳的特点在于长度 可 能 远 远大于横断 面 的 尺 度 当 》
, 时 确切些说是

又一丢 ,

应力状态已不能分为纯弯和无矩 这时再谈是否允许纯弯就是没有意义 的

了
,
因为郎使在两端加上种种限制

,

一般说来壳内仍然会产生遍布全身的弯曲应力 不只

是在两端的狭窄地带 这种壳体称为中长壳
,
它的应力状态除包合沿长度方向缓慢变化

的半无矩状态外
,

通常两端还会有边界效应 边界效应和半无矩两种应力状态的具体比

重决定于两端的边界条件和外载 弄清这种中长柱壳的应力状态特点和寻求筒捷可靠的

求解步骤
,

不只是对较长的壳体计算有意义
,

而且这些结果可直接应用到不太长的壳体的

稳定性问题中去

本文将以量级分析 取小参数 又为量级标准 为基础
,

对各种边界条件下的中长壳求

年 月 日收到

例如
,

在圆柱壳受外压或扭转作用时的稳定性问题中
,

失稳形态沿轴向的波长远远大于沿周向的波长
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解步骤进行讨论

在一般壳体问题中
,

为 了方便
,

常把求解分为两步 第一步是考虑到面载荷求解非齐

次微分方程 而边界条件可以改换或放松为对我们最方便的形式 第二步是解没有面载

荷的齐次问题 而其边界条件则应弥补和修正第一步求解之不足 第一 步应从哪儿开始
,

要由间题的特点来决定 例如
,

当 犷 时
,

总是希望先求无矩解
,

让它和面载平衡 而

在我们的问题中
。

一 ,
·

凡一告,

如前所述
,

无矩和纯弯解分不开
,

所以就希望先求半无矩状

态
,

让它和面载平衡 第二步则希望借助于边界效应来弥补边界条件之不足 至于这样做

法的可能性问题
,

则需通过下面的研究给出回答

一
、

基 本 方 程

一 第一类型基本方程

功 力的平衡

鱼丛
口

旦丘

口
,

—
月一 户 一

,

浮

生业挂 丛 一 。
,

口口

卫丛 生垫丝
口 口月

。

一 一
二卜 户 刀 一

力矩的平衡

卫旦卫 鲤 一
口 口夕

刀

十

厂一口一口

弹性关系
一

水。。 一

口

月 一

方案

、卫七

⋯
一 沪

。 , 。 ,
。

一
一
下一一甲不又￡ 一 刀 ￡ ,

一 万
一

一二
, , 一

二 ’

尸一十田

一不下万
一

, ‘
又

一 护
丁上不
一 岁

一

二 、 ,

护
刀

、少斗
曰气

、,‘、了百

斗 几护 关系

口
忍‘ 一丽

, “ ,
口沙 阳
一 —

一

十 —口夕

己“ ,

白

—
,

十

—
,

口

伪一孤一十
。

瓦乎
叫

,

口 夕‘阳 口 ,

一 二不了 十 苏 万 一
。

卢
一

祥 少 ’

口 。
二二

—

一口 卵
因为在 凡 一

—
十

仁 十 刀

护 丁

—
—甲

凡 丁

十 刀 犷 十 刀
这项一般可以略去

,

所以我们以后
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通常只让意量 、一
, 一

一兰 二刊‘

二 第二类型基本方程

为了比较量级时方便起见
,

我们从平衡方程和协调方程出发
,

只把
, , ‘ , 、 ,

众 ,

丁看成独立未知量

平衡方程

叭一

器
十

器
尸 一 ,

一

器
一

卜

器 书念
叹、耸器

。 ·

、

一 兰
,

叭

丝 十
一 沪 爵

十

小一
口了

,

口
寸一

——
寸一

——
, 口 口 一 妙 , 口夕

一 王,

一

协调方程

、‘

,

‘

、,‘刀
「

, , 、
日

乙又 一卜

—
”

口
一 —

又 ,

一
夕

,一一一击一即沂一加

一 , 了 一 二 口

口 口月

口
,

嘴一

— 一
月
汀 十 鱼 一 。

些撇恤彻鱼解

二
、

变化指数的确定
、

一 , 一 , , 、

。一
, ,

一
,
一

,

一 了二 一
、 , 卜

一
。 , ,二

, , 。 ,
」
二‘ 、 二人

、

。

门、 〕汉愿考年牙
水 步巧乙目习 」二 叮一甲厂诀丝刀 花叹沱讨

, 了珍芝火 屯仆一川又廿习 ’龙艺
。

义 下一
口

,

弓

又一无 ,

。一 、, 。 口 。一 、,

九 ‘ , 肠 气万 一 九

。一 。

, ,

—
’

一 几

口口
代表任一物理量

,

乞
,

左称 为 变化指

当壳体充分薄
,

郎 又充分小时
,

友
,

左只有以下几种情形才能满足方程 多 和

。一即数

的量级协调要求 而对每种情形
,

应力状态又具有 自己的特点

左一 及 一

由方程 多 和 前二式各项同量级的要求
,

分别得到
了 , 了 丁 , 、 二 二

进
一

步可分为两种情况来讨论
如果在方程 第三式中各项同量级

,

那么
, 二 ,

这称为无矩应力状态

如果在方程 助第三式中各项同量级
,

那么
,

戚
,

这称为纯弯应力状态

左
,

左妻
,

且 左 一 左一 左
由方程 匀和 前二式各项同量级的要求

,

分别得到
, 一 护 一 又,左 , 一 妙 又左 ,
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由方程 弓 和 的第三式各项同量级的要求
,

分别得到
、 凡, 一 了 凡“, , , 一 犷

,‘,

所以
,

左、 当 左一 时称为简单边界效应

友 左
,

自口左一 左一 反

由方程 匀和 的前二式各项同量级的要求
,

分别得到

凡左 一 几,左 , 一 又左一
又友二

由方程 匀和 的第三式量级协调的要求
,

分别得到
、 几, 一 凡“, 。

一 丁 又一 “, ,

所以
,

友 左

反 时
,

左 特殊情况 左
、一 一 时

,

左 一 。
,

这称为半无矩应 力

状态

反 时
,

左一
,

这称为广义边界效应

左 时
,

友 特殊情况 左, 一 时
,

左一
,

这称为扁壳

前面得到的变化指数 乞
,

左的 工
, ,

三种类型包括了所有可能的情况 因为 夜

是不可能在实际中遇到的 此外
,

从 左一 十 毛 还可以看出
,

当 左 一 时
,

不可能满足所有方程中各物理量同量级的要求 因为 畏李
,

所以方程中还会有一些量

可以略去
,

因而问题还能进一步简化

前面讨论了会
·

命

、

中长柱壳渐近方程的推导

的各种可能量级 对每种情况
,

基本方程可以分别得到简化

我们用的方法是将各物理量按小参数 护 。 由每种情况具体决定 的幕级数展开
,

然后在

方程中比较 护 各次幕的系数
,

于是得到各次渐近方程 限于篇幅
,

我们只对中长柱壳中

遇到的应力状态进行讨论 闭 口 中长柱壳
,

由于其长度特点 又一晋, ,

决定了它只能有

以下两种应力状态

一 筒单边界效应 友
,

夜

令

夸一 又一去
, 一 口 取 , 一

,

一 了里 又 孟 尸 弓 ⋯
, 告 ⋯

,

, 一 又 呈 ⋯
, 。 一 理十 ⋯

, 。 一 绍 ⋯
,

一 后 。
”

⋯
, 二 , 又一 心 ⋯

, ‘ 一 耀 ⋯
一 犷靛俨 一

, ‘ 双‘全 ⋯
,

一 又 翌

一 权 一
, 一 靛 至 ⋯

,

风 一 又气凡早十 ⋯
,

从 一 凡 雌 ⋯
,

。 一 户 “ 。 十 ⋯
, , 几 沪 十 ⋯

, 留 一 。。十 一
,

、 后 川 ⋯
,

一 川 ⋯
, 二

一 呈 ⋯
,

代入方程 一 井比较 又各慕的系数
,

我们有 第一次近似

科川
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力的平衡

竺呈
毋

口占‘,

口刃

口 呈
口写

斗
一

川 一 。
,

旦一 。
,

卷

乌一充兰 乳

兮一互一垮天一天天一口口一日一‘

力矩的平衡

、、尹、、了、、了

⋯
勺、厂、

、

气了

、了口‘早
口杏

口 皇
花斤

一

早
,

口

己占 一 早

弓单性关系

心 、翌一
,

一 万一一尸 气艺乏
— 刀

、早一 招
,

必 一 昭一 ’

‘空一 不二手
,

哪 一
、呈
一 妙

,

丁。

,

儿何关系

口。‘,

。互
’一一

浏一“一七﹄一口
一一

口 夕
,呈 一 下 石了

,

昭
、产 当

口 刀

一 一 百矛
,

型 十
口刃

一
口 留

互口刃
‘

我们这里只做第一次近似
,

因为第二次近似只引起 凡级小量的修正
,

而这种修正已

和薄壳原始方程的误差同级了 当然
,

对于非柱壳二级近似将是必要的
,

因为
’

乞引起的修

正为 舫 级小量

二 半无矩 友 一
,

夜

合

弃一 ‘ 、告
, 一 夕

,

取 、 一
,

, 一 全 又 ⋯
, ‘ 一 、合 十 ⋯

,

一 又 皇 ⋯
,

一 心 ⋯
, 。 一 绍十 ⋯

。 。 一 又权。
“ 十 ⋯

,

、 , 一 超 ⋯
,

一 厂丫谓 ⋯
,

一 犷封砂 ⋯
,

, 一 又 呈 ⋯
, ‘ 一 凡 呈十 ⋯

,

一 声
。

⋯
,

万 , 一 叠 至 ⋯
,

所 一 殡 可早 ⋯
,

一 、 皇 ⋯
,

‘ 一 一晋 ⋯
。 。 一 厂 沪 ⋯

, 阳 一 厂 。
。十 ⋯

,

一 户 ⋯
,

一 又 旦 ⋯
,

一 凡 乳 ⋯
, ⋯

一

代入方程 一 并比较 又各次慕的系数
,

我们有 第一 次近似

力的平衡
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夕

门

一一

,
二

十。

·

群
,

十 旦 十皿

一垮了一夸一场欣一。欣一欣
﹄

动一。

力矩的平衡

影 群
一 、

, ·

群
一 乳

卜 一行恭拼
一

孟 钓
弹性关系

、、了、夕‘,勺、︶‘
、、

、‘之,

、卫、‘性

, 。

一 万二兀弃、
匕 卞 乡

。全 , 。全一 。
, 名呈

一 义一止
盗兰

,

仁 十 ,

‘卜 丁二不
三峨

几何关系

呈
一 五不不户

,

丁。

,

一一
,一﹄﹄﹄
一口口

口互
鱼巴 型 一
刃

口

刀

蒯一笼一口 留

互
’

口 。‘, 口 夕‘,

军 一 石一二 十 下 —刀
一

刃

,

丁。
口留

口蜜口刃

二级近似只引起 凡级小量的修正
,

不必去做

四
、

筒单边界效应的解

第三节 一 的解已经有一般的显表达式
,

为了以后使用方便
,

我们这里再给出更为适

用的形式 我们假定没有面载荷 被其他应力状态平衡掉了
,

这样便可把第三节 一 的

方程组化为只有 。的一个合参数的常微分方程
口今留 留

——
州一 —一 , ‘ 夸

资 乙

刃可看成是参数
,

成 刃《 ,

刃 斗

这里省略了标志第一次近似的上标 。
,

量也都省去上标
, 的解有四个独立画数

必 一“‘ 夸
,

必 一“ 。 夸
,

这里
,

、一 、 一 夕逗亘 。

丫 ,
·

因为以后我们只做第一次近似 此后所有的

李
, “‘ 杏

,

价 “右 夸
,

必 刃 一
, , , 斗
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但是对壳体的每一端
,

只有向内部衰减的解才是我们所需要的 所以
,

对 夸一 。一端

就采用 ,
,

中,

所对应的解 对 互一
, 一端

, 一 又一去 则采用 仍
, 必、所对应的解

,

并且把

若改为 夸一

在求得 了川的四个独立函数之后
,

很容易写 出相应的其他量 边界条件中用到的

〔丸
,

。 对应的解

川 一 沪
, 不“ 。。 ““

,

留一 一 价
,

尹“‘ 士 。 夸 互
,

之 。

口岁
一 一 一 , ‘ , 一 士 仙

,

千 ‘ 夸
,

口 , ,

口与”
一 一 , ‘

芡
, 一 必, , , 干““ 士 砖 一 若

,

时
、 一立 些

刃

不 言 士
、 ,

了 , 一 干

丫丁二丁
口

口刀
价

, 千“ 夸
,

一令
·干“ 士一““一 ‘ ““

,

一淤粉箭
价

, ·千“ ‘二“
·

必 , 对应的解

⋯
阳 一 价

, 斗 ·干 ·‘ ‘· “
,

留一
必

, 马 干 ·‘

一“
干 ‘· “

·

留

口互

口 夕

口互

一 一 , , 一 干 ,必
, 、 千 ‘ 夸

,

一 一 , , 可, 必
, 、。干“ 。 爹士

,

入 李 鱼
。干 · 。 土 。 。 。 。

犷 」
斗弓

一 士
口

‘ ,

口 ,
,

夕

必
, 干 ‘ 夸

,

“ 二二二
全左里己 。‘

、‘

夸士

了 一
, , , 口

价
,

夸
,

千宫右 夸一一一,

为了比较童级时方便起见
,

我们对 。的四个独立面数再给出另外一种等价的写法
,

同

时也给出边界条件中用到的其他量的相应式子

礼 对应的解
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期
一 一

一
一

一

。 子
, , 干“‘ 士 夸

, 旦竺 一 一 子
, 。 干“ 夸

,

留

口舀

口留

口互

一 一 护 一 ,

子
, 。 。干 ‘ 参干 若

,

一 一 。 ,

可, 一 土 子
, 。 干“ ,

一 士冬 坠 ⋯
‘
一

,

口刃 、

了、
甲 一

二 ,

口 丫 二 。。 ,

一二一下 中
, “ ’

戈
刃
‘

占干 互
,

“ 二二二
士坐丝旦。干

、‘。 ,

妙

夕

下于 井于
丫 一 万
李 〔子

,

。不 ‘ 一 。。 。杏士 。 。 杏
刃

礼 所对应的解
。 一 子

, ·干·‘

一“
干 ‘二“ ,

·

留
一 干 , ·必

, 。‘ ·‘

一 “
,

日 夕

口互

留

口互

一 一 沪

一 一 刀 ,

风 一

子
、 干砖 。 杏士 杏

,

一 子
, 、 干“ , 畜

,

,

、

砖
。

熟 和
一 — —

、

—
一

刃 犷

一
一

丫 一
二

一 兰些己 。干砖

日

己刀
子

, 干“‘ 。 歹士 占
,

二二二二 夸
,

尹

” 日
“ 一 甲 , 一 ,

可
子

, 。 干“‘ 。 士 。 登

对壳体的每一端
,

从上面给出的解的四种形式中任取两个都是独立的
,

至于到底取哪
两个配合使用

,

要看具体边界条件的提法而定 例如
,

对于简支端
,

取 六
, ,

扔
,

配合

将是方便的
,

因为在边界上 必
,

中的 ‘ , 一 。,

而 必 , 中的
‘。 一 叭 对于固定端

,

取

〔价,

, 几
,

配合将是方便的
,

因为在边界上 九 , , 中的 。 一
·

而 入
,

刃中的
留
一 。

,

五
、

半无矩状态的解

从第三节 二 的各式中消去其余未知量
,

便可得到只舍 “ 的偏微分方程 称为预解方

程
“

,

—互, 一 沪
口口“ 十

,
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其中
,

磨 ⋯
一里

尹

旦生二 十立 阵 旦红二
一

丫 犷 」 口刃 己刃 」

护 口

口夸口刃

口〔,
,

。

毋如
,

弓

一 石萝 一

如果从这里求得了
“ ,

那么就不难利川第三节 二 中各式求出其他量
, 一粤

, 、

一
”

件
十 加 十

、众 ,

雪 创自

一 ‘

李
、

粉
。 口刃

。。 ,了 , , 女 。
,

多

万 一 一上一立 岛
。 ,

一 刀 日,了
了 一

。
口

一 卫 口刃

· 。

这里
,

少 「
‘

口‘⋯
一

刁 「 ⋯占‘ 戈二
“

少

—
—

‘

卜 一一一

一丫 己刀 」 口刀 」
’

不多
,

勺

但是由于预解方程本身过于复杂
,

不用说直接求解和讨沦解的性质很困难
,

就连应该

提哪些边界条件也是不清楚的 因为半无矩状态仅是全体应力状态的一部分
。

所以不能满

足全部边界条件 这样就迫使我们采用分离变量法

一 分离变量法
、

方程的通解

首先着特征值问题
口。 , ,了 一 “ “

·

不
甲 刃 满足所有的周期性条件

弓的

朋
《 ⋯ 一黑

, 一

兰 ⋯ 兰 阵兰 ⋯
一

。。

刃‘ 丫 」 刃 刃 」

由于 夕是 自共扼算子
,

所以 口的特征值为实数 口的平方 口口 也是 自共扼算子
,

的特征值是 胭的特征值的平方
,

所以 磨女 的特征值应该是正数或零

把特征值记为
。、 由小及大排列

,

其相应的特征画数记为 叭
, ,

一
, 。

·

应该指出
, 叮 也是特征值 我们把它记为 吻

。

而 且仅有三个特征函数

而 民

, 落

甲。, , 俘〕。 , 甲。 一
, 多

这里
,

是断面内的无量纲直角坐标
, ,

代表对形心惯性主轴的其正直角坐

标

为了方便
。

我们假定 哟
,

是已经正交化了的
,

空
。 ‘。友‘ 一

,

当 卜一 , , , 一 “ 铸 日寸
·

, 一 。
, , , ,

⋯ , 一 , 。

⋯
, , ‘ ,

左一 。
, , , ,

⋯ 一
, ,

⋯
,

帆
,

因为提的是周期性条件
,

所以‘ 的特征函数 只要充分光滑 都是 。。 的待征函数
,

再利用 。特征函数的完备

性
,

不难证明此论断
,



期 高玉臣
、

黄克智 具有任意闭 口截面的中长柱壳的应力状态和解法分类

这里 刃
。表示 刃的最大值

,

郎绕一周的值

现在我们来看方程 乡 的解 由于 口口 的特征画数是完备的
,

所以 刃的任意一个充

分光滑的周期函数都可按 甲
,

展开 〔‘

一 。
,

丁 长它 户
,

一
,

刃

日
,

便都可按 甲
,

我们假定 凡
,

凡
, 。

都是充分多次光滑 的 函 数
,

展为级数

口刃

另 , 夸 甲 ,了 ,

一 万 夕参 尸
, , 口 尸 ,

口刃
艺 夸 甲 , , , 乡

这里撇号
,

表示对 夸求微商

显然
,

合 头, 一 瓜 一 。 是可以的

由级数 弓 的后二式又可得到

一
。

夸 艺 汝中
, , ,

多
刀

日一场一尸 一 蜜 艺 犷必
, ,

这里 , 了 一 , 了 除 。
。

外都是周期、数

二一 二 二
。 口

、 。 切 二 。 , , 、 ,

划丁 厂 牛
‘

了一 、犷厂 刁 书 、足 司期困瓷之
, 川

向

以口刀

罗一 二 弓

将级数 , 代入式 , ,

有

尸 一 乞 , , , 、〕, , 。 、, 一 竹
, 一 爹一介 乡

合

便得到

。 一 艺 。、
,

夸 沪、
, ,

叮万

下一一丫三“ 匀 个 片 , 一
— 刀

乡

对于零特征值情形
‘

毋 凡 一

, 十

一

一
, , ,

峋了 一

身脚箭
一

加
一 ‘,「二“, 一 二“, 一 ‘,“叹

多

对于非零特征值情形
‘

差
, 一

十 、,‘ 、, , , 一 。
,

,

这里 勺心
探

一 刀
’ 所以

“行 一

身
条球 卜拭

、。热 一 」
夕 奋 一 犷盯 一 穿杏 了

。
,

这里

、、夕亏上了‘

、,

拼、互 一 ‘、夸
·

群、参
, 群 夸 一 群 蜜。 拌、夸 ‘ 夸 产 ,若

,

群 夸 一 群 夸
·

群 杏
, 产考 一 产 夸 科店 一 拜店

·

产 夸
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矗
、 ,

晶
、 。,

一 乙, 产 ,杏
,

弓

一 ,‘ , 群 ,互
,

鑫
‘ 了“, 一 。

万‘ ,乙了。
,

晶
,￡。

一
,、斗 。

利用式 弓 容易得到

了
’

一 艺丁 甲 , ,

。 一 万 。汀认
, 。。

刃

,

艺“‘’中‘ 十 凡 “”
多

这里 币
。

丫

丫 尸
, ·

刃

当 寸
,

梦 艺 以扩
一‘

左一

一 「 一 罗互 一 少‘, 〕‘
·

多

此处
, ,

特别当 了一 时
,

由式临 可得

了
’

黔一 艺 梦一‘

友一

一
、
‘雪 弓

左一
一 理一 理

, 多 斗

而由于 叭 一 刃

砂 一 一 艺 呱夸
“一“

左

不满足周期条件
,

所以要求 三 。
,

注意到式 弓
,

便得到

乱一 己, 一

产 一 一 艺 疏护
交

夸一 杏
,

多 力

‘ 乙 一 旦
‘
雪 一 少雪 杏

, ,
月

这里的 夕
,

因为 甲乙一

当 护 寸
,

对 一 艺 以球 。
、
约
一 【。 “一 “” 雪 一 犷雪 一 分 杏

, 多

劝 一 一 艺 以 ’
拼“ 一 ,不 ‘

。 。 夸一 互 , ‘ 一 夕‘ 一

一 川 奋一 月烤 一 玲

、一身
乌

加
‘

抓减
·

‘

爹一 百 」

, 一 夕雪 一 扩 雪 弓 〔,

其余各量不列举
容易看出

,

采用了式 之后
,

第三节 二 中各方程除 了第二个平衡方程以外全佩

得到满足 而第二个平衡方程变为
” 口

狱 ’一
。

砷
口

,

一不丁万一 叼一
考 一 妙

“ “ ·

一山

一 铲
口马 , 。 刀 日

口刃

。 , 多
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这里
。 , 、

口 口 , 、

品 又 ⋯ —
了 一 , , 二 弋

⋯刃 丫

口
月
——

又
犷 刃

乡

再利用式 , ,

及
,

便得到
, , , 、 , , , 、 , , , , 卜 、 , , , 、 ,

八 、 、

。 又 一 ‘ 刃 一 ‘ 石 刃 十 了气 十 了砍 十 一厂 , 下“ “ 夕。又刃夕一
— 夕

一

一
燕奢

轰’’ 卜 《
、「所 一 言, ,

·

、 , 一 、卜 ‘, ,呀甄

一
燕身

务 “ ,、 一

粼
“一“ ’‘

‘ 〔, ,

卜 ,犷 卜 ,“ 〕‘ 丁纬
“ “ , 了, 一 ”

·

”
·

, ,

合 巾 , , 一 上 岛口 , 、 毋弃 毋 一
。。 ,

井且注意到式
,

和 。
,

有

、 。 一 一 “ 。

一 沪
岛胭 。

。 刃 一

一 艺 。儿上卿。
口了

, ,

‘

‘碍一燕 艺 务、琴
’ 。 ,畜

。 , 、 。。
才 。一 , “

「“, “, 一 ,夕 , 一 ,分‘ , , 。一 乡

此方程对 约 妇 有解的充分必要条件 是

、

、己

任‘、

,

一一

吕

成 夸

名
,

十 约 十 斌约 一 艺 全
。。’’。“ , 、 欠

一

左

‘ 「云 。一 〕
·

「,、, 一 ,、 一 ,。 、 。

。卜 燕客
·。‘、

,

一 卜
声乙 ,

一 方 〕 。。 一 。。

产 , 杏一 杏 仗 一 犷仗 一

,

夸 夸 茂

并且最后求得
、 。 。

,

。 ,

一 夕 尸 一 “
万
卞 夕 口 十 山 七方甲了

,

一

这里 一 夕
, 日

拼

会一
“ 一

贵
·

而 ‘
· ” , 沙 为任意常数

·

至此
,

半无矩状态的全部方程得到满足

方程 几场均 功 二 武公 有解的充分必要条件是
。 。 、 一 。

, 。

, 丈二一 又刃 刀
“ ,

。, ’

斋
“ 刀 ,‘刀一 。

·
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二 边 界条件
、

积分常数的确定

前面求得的解在满足了所有方程之后
,

中还 有积分常 数 孟
,

端
,

端
,

以
,

端
,

‘备
。

益
, 。合

, ‘条 铸 。
,

左一
, , , 斗 ,

此外
夕

中还有新的积分常数 西
, 占 , 乙 ,

中有

凡 为 了确定它们
,

必须利用边界条件 在做出严格证明之前
,

我们还不知道半无矩

状态到底能满足哪些边界条件 但是我们知道
,

从量级 卜看
,

半无矩状态的面向物理量是

占优势的
,

所以我们 自然会料想对它提面向边界条件 下面就列出面向边界条件的可能

提法
,

并证明解的存在性

边界条件的提法

对壳体的每
‘

端
,

面向边界条件有四种提法
,

郎给定
,

以 ‘ , , 。

斗 ,

这样
,

两端配合起来
,

面向边界条件共有
一卜种提法 ①

“ 。
一
“ 。 。 ② 、一

,

③ 。 , 一 、
。

④
。

一
。 ,

⑤ 一
。 ,

⑥ ,

一
。 ,

⑦ 一
,

⑧ 一
。

⑨

乙 一
。 ,

⑩ 一几 为了讨论方便
,

我们把这些边界条件全都化为对 “ 的边界条
。 , 、 口‘ 口 口 日 。 。 口

件 因为
“ 一 ‘ ,

竺 一
, 二二竺一 一 竺生 一

, 二荟竺 一 止 口
·

岛
。 一 二竺

一

口占
一

口梦 口叼
一 ’

口护 一 少
一

口互
,

自
, 、

,
, , 、 , , , , , 、

茸
十

一

舜
卢
’ 月 ,

所以这是可“昌的
·

一七﹄口
︸

八口
,无

一

沦在两端给定的是 “
, , 。 。 中的哪 一个

,

我们都认为给定的是

。歹“
, 。畜
进

一

步把 及其微商在两端的给定值按 甲
、,

展开

、
,

,

、

,
一,

儿‘司
。一 艺 甲 , ,

口 一 二
一

万丁 一 山 矛甲 。
,

口考 牡

艺云公甲
, ,

一

一 艺云, 甲
, ,

润

雄匹盯

再利用
“
及其微商在 杏一 和 杏一 的表达式

,

比较 叭
,

的系数
,

便得到
一

系列方程

组

务的确定
, 笋

了 铸 的情形
,

对固定的
, 了,

利用面向边界条件便得到 条左一
, , 。 斗 的 方程

组 如果注意到式 多 和 , 的特点
,

首先由 夸一 。处的边界条件可以确定两 个常

数
,

而留下的另两个积分常数则由 登一 处的边界条件确定 我们不难直接验证
,

对所有
一 一
种面向边界条件而言

,

确定后二常数的方程组的系数行列式 二阶 永远 不为雾 所以

肛 等 永远有解
一

巨唯 一
‘备

, , ,

和
。

的确定

与 从 斗 的情况不同
,

这里的常数并不是在 “ 及其各次微商中全出现
,

所以要

确定它们必须直接利用
。 , , , 打

在边界 上的给定值 此外
,

这些常数也并不是对所有

可能的面向边界条件提法都存在 团准一 在各种 面向边界条件下建立确定这些常数的方
程组

,

然后再由方程组讨论解的存在性
,

这并不困难 但是为了避免赘述
,

我们只要指出

以 卜事实便够
一

了
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本段所讨论的常数都具有明显的意义 例如
,
街 相应于材料力学中杆的拉伸问题

,

因而其中有两个常数 端 和 乱 俨 和 , 相应于材料力学中梁的弯曲间题 挠度
,

因而

其中包舍八个常数 热
, ,

豁
,

端
。

乱
,

此
,

缸
,

缸 最后
。

约 相应于杆的扯转问题
,

而其中的 代表 自由扭转
,

代表绕轴线的刚体转动

注意 在确定本段的常数时
,

如果位移边界条件提得太少
,

而力的边界条件提得太

多
,

那就必须 且只需 刚休平衡条件得到满足时才能有解
,

而且此时会有相应的任意刚体

位移出现

注意 如果两端同时出现位移边界条件
。 ,

那么一般说来还要考虑 自由扭转所对应

的位移
, 。 , 。 这是因为

,

如果只考虑半无矩状态 的位移
,

那么由式 , 约及 获

得到
”” 。 一

哗, 石
是断面面积 但是靠一个常数 未必能对两端给定的

,

值同时使

这个条件满足 当然
,

如果位移中需要计入 自由扭转
,

那么 自由扭转的 与半无矩状态的

相比
,

将是 犷 级的量了

六
、

中长壳求解步骤

我们把第五节中的解称为应力状态
,

它分布于壳体内部 此外
,

在端头还可能有

边界效应 价
, ,

必
, ,

子
, ,

必
, ,

我们把它们统一记为 价 现在就讨论如何把

价 和 ‘ 迭加起来使所有边界条件满足
,

同时还分析
,

在不同边界条件下
,

应该按怎样

的步骤求解这些应力状态

第五节证明了状态 的存在性 从那里可以看出
,

只要刚体平衡条件不受破坏
,

我们总可以求出 使之与面载荷平衡且满足面向边界条件 但是我们还不能断言 对

一切问题都可以先着手解 这是因为 一般不能满足非面向边界条件 为了满

足非面向边界条件
,

必须借助于 价 来修正 只有这种修正不会破坏原来已经满足了的

面向边界条件时
,

先着手解 才是合理的

一 各物理量中所要保留的应力状态

因为 和 必 的能否分步求解
,

以及求解的次序
,

都决定于边界条件
,

所以必须先

分析 和 价 中的量在边界条件中的作用 为了不使问题过于烦琐
,

我们暂时仅限于

讨沦非面向边界条件为齐次的情形
,

郎在边界上给定的非面向物理量全部是零的情形

下面就对每端的十六种可能的边界条件分别讨论
,

以 夸一 。一端为例
。。

从 自口在此端给定
。。

从

将 ,

求微商两次便得到
不

舀“

将 , 。,

和 , 。“
求微商四次

,

再利用 止丝 一
专

一 劫一 生 件刁 户 。

书 便得
才 别

言
么

岁 ‘

言
‘

一

六
。

釜
· “ 一 ·“ 、 , , 一 。二、 ,

一
六

。

番
, 厂一‘ “ 一 一

“ 、 ,二 一
厂
“ , ·、
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取 价 和 子 为边界效应的独立应力状态 由于非面向边界条件是齐次的
,

所以
,

‘ 、中 子 和 同量级
,

介 中 必 和 同量级 再利用式 禾 便知
。 ,

中只要
,

而 必 和 必 是高阶小量
了
’ ,

取 , , 和 子 中 子 和 同级
,

风 中 价 和 同级
, 了

·
, , 。
中只要

,

。 ,
’

贡、

取 子 不 子 。
’

中 子 和 同级
,

凡 中 子 和 同级
, 丁 , 。
中只要

、 。。留
,

凡

取 必 和 子
,。‘ 中 子 和 同级

,

介, 中 子 和 同 级
, “ , 。 中 只 要

匀 几 ‘ 风
取 子

,

必, ‘ , 中 子 和 同级
。

从 中 价
, 和 同级

, , ,

中只要 ‘

因 子 中
。

边界 一
。 ‘ 凡

取 子
,

小 、中 子 和 同级
,

凡
、中 价 不, 同级

, “ , ￡中 只 要 ‘

〔因 子 中
,

边界上 一 。
。‘

风
取 子

, ,

沂 匆
‘

中 子 和 同级
,

风 中 子 和 同级
, ,

中只要

因 子 中
,

边界上 一
。 ‘。‘贡

取 子
, 〔

不
‘。‘

中 子 和 同级
,

风 中 子 和 同 级
, “ ,

中 只 要 ‘

因 必 卜
,

边界上 一

了 , ‘,

取 叭
。

仍 , 中 仍 和 同级
, , 中 咖 和 同级

, , , , 中只要

「因 价 中
,

边界上 一

‘。

取 必, ,

价 ‘ , 中 价 和 同级
, 阳 中 必 和 同级

, “ 中 必 和 。 同

级
, 。
中只要

了
’ 。 。 ‘州

取 小
。

子 留
‘

中 价, 和 同级
, 留中 必 和 同级

, , 中 子 和

同级
, “ 中只要

。 , 韶“。

取 价
,

必 却
’

中 币 和 ‘ 同级
, 留 中 子 和 同级

,

中 必 和 ‘ 同

级
, 。 中只要 夕

, ‘ 州

取 价, , 价 中 价 和 同级
,

中 价
, 必 和 同级

, “ · , ’

, 中只要
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‘ 。

取 价
,

必 ‘ 中 价 和 同级
,

中 价
, 价 和 同级

, 。 , “ 中只要

。
‘

。

取 必
,

子 。
’

中 必 和 同级
,

中 子
, 必 和 同级

, 。 ,

中只要

,
,

。

取 价
,

子 。
’

中 必 和 同级
,

中 子
, 价 和 同级

, 。 , “ 中只要

以上十六种情形中
,

一 属于同类
,

边界条件中没有 留 一 属于同类
,

其中

即 , “ 同时出现 一 属于同类
,

其中 。
,

同时出现

二 求 解 顺 序

根据 一 中各条的讨论可以断言

如果两端的边界条件都属于 一 型。
,

我们就一定可以先在面向边界条件下

暂时放弃非面向边界条件 求
,

然后再用边界效应 必 来修补非面向边界条件 这

样做法的合理性是 由于第二步的进行不会引起第一步结果的破坏

只要有一端的边界条件属于 一 型
,

一般说来 中的求解顺序就是行不

通的 例如对 型而言
,

当 价 的 , 与 的 留 同级时
,

必 的 也就和 的 “

同级
,

这样
,

在用 必 修补 , 时又会破坏已经满足了的 “ 的边界条件

特殊情形 如果在 一 型 的 边 界条件 中
,

边界上
, 和 。的给定值满足

却 口 , , , 、 ,

‘
, ,

, 、 ,

一
, , ,

, 、 , , 、

。
, , , , 、 二

二 十 井 一 特别是边界条件全为齐次的时候
,

那么
。

当 , 的边界条件得到满足时
, ‘

伽
‘ ’

一
’

一
’

一
’ ‘ ”

‘ ’

一一
’

一
‘ 一 ’ ‘ ”

一 ‘

一 ”一
’

一 ‘

一 ”
” ”

‘ 一 ‘ 二 一
‘ ’

的边界条件也就 自动满足
,

这样也就不需要 价 来修正 。的边界条件了 郎 叭 或 子

为零 当两端的边界条件都属于 一 型的特殊情形时
,

或者有一端属于 一

型的特殊情形而另一端属于 一 型时
,

中的求解顺序就有效
如果在某端给定的边界条件属于 一 型

,

那就可把 留 一 。 我们暂限于齐

次的 换成 , 及 左为待定常数
,

并且在面向边界条件
。
或

, “ 之下求 下一步

是用边界效应修正
,

但是从 必 里 的表达式看出
,

这种修正不是永远能办到的 要想

使这成为可“昌
,

充分必要条件是被修正的差额
·

满足
。 · 一 , 由此便得至。合有 的

一个方程 如果两端都属于 一 型
,

那么便产生两个待定常数 灸和 毛
,

最后也得到

两个方程 对于圆柱壳
,

由于扭矩平衡条件
,

这两个方程将是相关的
,

因而 毛
,

左中只能定

出一个来 总之
,

如果两端的边界条件都是 一 型的
,

或者一端属于 一 型

而另一端属于 一 型
,

或者一端是 卜 型而另一端是 一 型的特殊情况
,

那么求解就可按 中的顺序进行
,

但在求解过程中须求出待定常数 左 或
,

左

本来 一 中部有留和
, ,

所以是同一类
,

但是由于边界上 咖 的 二 ,

所以 一 算同一类了
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三 非面向边界条件为非齐次的情形

如果非面向边界条件为非齐次的
,

那就总可以用适当的边界效应 必 进行修补
,

把间

题的非而向边界条件转化为齐次的 以后的问题讨论同前

七
、

例 题

水平放筱的圆柱壳内盛满比重为 丫 的液体
,

壳体 自重不计 在 言一 。处
, 。 一 。 一

。 一 斌 一 。 在 一
, 一喜舫 处

。 , 一 、一 ‘。 一 ‘ 一 。 求状态 。

这个问题的边界条件如 图 所示
,

在 占一 。处是完全固定的
,

而在 夸一 , 处
,

壳体是

嵌人完全可以滑动的深槽中 因为

所以
,

衅 卜 一景

, , , 二

二
。 、

户 , 户 。 二了厂 儿 一

又 十 口 ,

五

一
,

一
,

一 日, 一 一
,

又一 互 其余为零

图

根据第六节的分析
,

可以先求状态
,

但是要注意
,

夸一 处的面向边界条件应换

为 、 , 。 一 一 友
容易求得

一 一 一
与

。 , 。 弓

—
儿 一 , 反 一 一

五

其余常数全为零 此外
,

和 友相对应的还有 自由扭转

定出 左一

一

告
‘一 ,

。

一贵
左
’

但是 由 了一

值得提出的是
,

如果错误地在 夸一 处采用边界条件 一
,

一
,

那么得到的

结果将是

一,刀

工
石一

一一一

参

、 , 。 , ,

儿 行 , 血 一

—
儿

‘

百
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