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关于周期应力平面弹性基本简题

路 见 可
武 汉 大 学

水文考虑了一般的平面弹性简题
,

只假定应力是周期的而且有界 除此之外
,

无瑜对一个

周期带中所含孔的个数或其边界的形状以及对孔边或无穷远处的应力
,

都不作其他限制 文

中把 。加 函数的多值部分与非周期部分分离出来
,

得到了它们的一般表达式 冠明了这时

位移必定是准周期的
,

井指出了第一
、

第二基本周题的一般提法 对于有周期值楼裂健 在与

周期方向平行的一直撬上 的情况
,

本文利用周期 边值简题的解法作田了解答 井对

一个周期带中只有一个裂健的特殊情况
,

把解写成了完全确定的有限形式

关于周期应力平面弹性简题
,

过去已做过不少工作 其中关于周期圆孔的情形
。

研究

的人更多
,

例如文献〔一 〕 对于任意形状周期孔的情况
,

皿 最初作了研究
,

并把
朋题化为 积分方程 或参看文献〔 」 所有这些工作

,

或者孔形比较特殊
,

或

者边值条件此较特殊
,

且在一个周期带内只假定有一个孔
,

对位移的可能情况也很少衬
渝 这方面的工作情况可参看粽合渝文 「 本文 只假定了应力是周期的并且有界

,

通

过找出 。刀。 函数的一般表达式
,

敲明了这时位移总是准周期的
,

并指出了第一
、

第二

基本固题的正确提法

关于平面中有双周期排列的孔的类似尚题
,

过去也曾有过研究 , 习 指出
,

当一

个周期趋干无穷时
,

尚题便成为单周期情况 但是
,

在双周期情况下
,

一个周期四边形中

孔边外应力主矢量必然为零
,

并且
一

也不产生无穷远处的应力朗题 因此
,

双周期即题并不

能概括单周期情况

此外
,

本文用前文〔 中的精果
,

求解了弹性平面中有周期直拔裂推时的基本阴题
,

所

用方法系由 洲 的方法 见文献 「
,

号 蒋化而来

、。 函数的一般表达式

歌弹性平面中有一列以
“二 为周期的孔

,

其边 界 为 肠
,

夕一
, 士 , 土

,

⋯
,

井且

年 月 日收到
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每一 中含有 条逐段光滑封阴曲修 沪
,

友一
, ,

⋯
,

。一 。
, 士 , 士 ,

⋯ 是周期地排列的 把 筒昆为
正向

,

把弹性体所占区域昆作 一 ,

把 沪所围区域昆作

友

犷

图 而对于同一 及
,

沪

取所有曲搔的反时斜向为

刻筒靓为 宕
,

并昆

砧 一 艺猫 带形区域
一

】 】
、

—二 昆作
,

并豁 茹 一 时
左‘

祝 一 中任何点 一 十 勿 处的应力状态为 乓
,

丙
,

几 , ,

位移为 的 “ 十 加 ,

大家知道
,

它们可表作
‘ 二 ‘ , 中 中 二 ,

丙 一 , 二 二 , 一 阵必
’ 。 梦 。 ,

一 。 “ 。 一 , , 一 万币简 一 叔石万
,

其中 产为弹性体的剪切弹性模数
, ‘ 是与 比 ‘ 有关的一个常数 ‘ 而

, 万 ,

价伪 是 一 中 一般是多值的 解析面数
,

并且 少 幻 ,
’

幻
, 梦 幻 训 幻 在

一 中全钝
,

我们假定 廖力是尽“ 汐周期的
,

早年
“ 一 士 琴谬待亨暑 根据这个假定

,

只

需指出
。
上的外应力就足以靓明所有孔边上 的应力 把 八上 的外应力 主 矢量 昆 作

从
,

这时
。

上的外应力主矢量就是

一 艺

把 一 士 处的应力就为

凡 一 丙 士
,

由应力周期性条件
,

考察周期带 盯

几 一 几式士
, 左 几 士

上的平衡
,

立刻可知
‘ 一 公 二 , 丫 一 丫 一 凡

此外填注意
,

因为应力在 宕 一 士 处有界
,

由式 可知
, 必 幻 在 二 土

处有界 毅 亡一 刁 时
, 少 的 变成 必

此可兑 亡一 士萝是 必 匀 的正则点
,

从而

于是 少 约 在 亡 土 处有界
,

由
、

、
户二

﹄ ,万
。﹄
、
,
子厂‘、尸﹄一君才中动一威

少 幻 一 必架勃

在 君 一 士 处有界 又因

少采匀

二

所以
二中

,

咔士目

又由式 可知
, 梦 士 也是有界的

我们希望找出 , 幻
,

必的 的一般表达式
,

使它们的多值部分和非周期部分都分离

出来

在每一 时 内任取一点 介 大家知道
, , 幻 镜过洞 梦 的多值性部分是

一 二 , 厂一下一二下 戈入 乏十 多 目 戈二 一 召走一 汀少
。

名尤又凡 十 夕

为了分离出 , 幻 的整个多值部分
,

这里不能值接把上式对 友
,

求和
,

因为这样会得到
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发散极数 由于把上式中的对数因子改为

‘ ‘一 三孟亚 , 笋

时并 不改变多值特征
,

于是
,

利用 【 二 一 八 的无穷乘积表示式
,

立刻知道

, 君 一 一
一共二 又

、 三一二止渔 , 二 ,

二戈 夏营

其中 子 幻 已是 一 内的全钝函数 同理可得

工

拭的 一 丁丁牛下 又
, 一 , , 三二二业 价, 的

,

艺兀气 十 , 夜二几

其中 价 的 也在 一 内全钝 , 从而

二 , 、 、丫, 、 ,

岁 又君 一 一 丁一一下 , 一下 二刃 , 又入 交十 左少
兀欠代 十 少不二

三止二乙包 中 君 ‘

梦 。 一 丁
牛下

二
又 、

, 一 、 。 三 二 迎二十 毋 二 ,

艺 尤 凡 十 夕不二

这里已合 必 的 ,
‘

的
, 梦 幻 一 犷

’

幻

根据文献【 务劣 中的拮果
,

由应力的周期性可知
,

巾 二 二 巾 牙 , 梦 二 二 一

其中 。 是某实数 但由于 少 土 有界
,

立刻知道

梦 的 一 二少 的
,

因此对应地便有

巾 十 二 必 的
,

笋 二
。 一 梦 的 一 二少任 一

。 , 、 、 ,

一 望
’

又君 一

—
夕 ,

“恤 十 夕家几

左 十 左

矿 三止二 兰立
一 二必

‘ 二

把这两式积分
,

注意 , 水 ,

价 都是单值的
,

便有

中

十 允

二月
,

一 口二沪
‘

幻 丫 一
了

﹄

、
了‘

了、少
‘、工
、

、

、了、、任份扩尹

一 护 习 十 获六西燕
尤友一 ‘ 走 三止二业 一 二必 忿 十 下

,

其中 月
, 丫是某二复数
把式 中的 ‘ 改为

一
卜 。

,

再与式 相诚
,

以式
,

代人
,

并利用式
了 ,

便得
产〔 怪 二 一 。 一 二‘月一

如果不静弹性体的刚性旋斡
,

则还可款为上式右边是一实数

准周期的
,

郎

下
。

由此可兑
,

这时位移必定是

风“ 。 二 一 “ 的 解
, 。 。 十 。二 一 。 的

,

其中 为某实常数 由前式可知
,

丁 一 二 舀一 宁

这样
,

式
,

就成为

咬

,

斗
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甲 万 。 一

诱 二 一

‘ 二

。

甲

价

一卜 二月
,

一 ‘二中
‘ 二 “二 ‘口一

再合
甲。 二 甲 。 一 价

,

价
。 君 一 价 。 甲

’ 君 一 ‘乃一 介
,

易晃它俩已是以 。为周期的在 一 中全钝的函数

现在利用 。 一 士 处的应力来决定 尽和 由式
, ,

必 念 一 一
二 艺 ‘ 兰

一

二
阳

卫丘 , 孟召 尽
,

的

件

一 丁一导不 艺
乙召兀戈 州

‘

少 左

尤。一 , 。 三止二三左 诚
二

启
, 、 ,

二
,, 、 。 一 。

十

—
尸
才 又入 反十 多 花夕

一
一

二 、‘ 十 , 二

一 , 么二 一 , 台
‘

一 尽一 ‘乃

由于 少 士
, 梦 士 有界

,

所以 诚 。 一 少
。 。 ,

必孟。

式
,

便知道

再由

。姚 的 一
穷 今士

此外
,

注意 , 。 的 是周期函数
,

故

工 甲
。 。 召二 一 , 。 。

万 ’ ‘ 、 ·

一 一 、 , 叭钊““尤 刃

甄 士
,

其中最后的等式是这样得到的 把积分路径看成从 万 到 。 。

部与虚部分开
,

分别应用积分中值定理
,

然后合 言 、 土 郎得
由此也易知 肠 士

,

汽 士 有界

的直核段
,

把 甄 的 的实

同理
, 士 ’一

在式
,

中消去 , 二 ,

并合 。 、 士
,

由以 上魏明以及式
, ,

便得

一
士 州一 多 士 一 十

—
尤

、 厚一

把这两式相减
。

便再次得到平衡条件 把这两式相加
,

取共朝值
,

得
、 、 。 『 汀、 丁、

戈 一 , 一 一

—
一 多

—另一方面
,

由式
, ,

有

必 士 一 干 一兰二止兰一
二 ‘

且

于是由式 立刻知道

几士 十 生 一 干
二 ‘

月 助

由此式可以看出
, 人 不是任意的

,

必填满足条件

人 十 口
二 ‘

一 左 ‘ 一
二
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再由式 可以看出
。

也就是必填满足条件

人

一
人、 一 圣

才仁

一

十 尤

最后 由式
,

便容易算出

、
一

一

· ‘ 自一 ‘ 一 么 , 一扣
· 、一 一咖一 ,

·

。

再把它代回式
‘ ,

便可求得

月一专
‘· 十 ‘ · 十

一

专
‘一 十 ‘一

一
二 ‘

一
二 ‘

多了

十

多丫
了

这样
,

月
,

都由 二 一 士 处的应力状况和一个周期带内孔边外应力主矢量决定 而与

孔边外应力分布状况无关

把以上桔果代回式
,

卯
,

最胳便得

、 ,
甲戈灯夕 一 一

—
户

, 又入 左 十
尤又代 十 不二

一 二二二垒 月二 甲 。 二 , 。 ,
,

,

必 君
一

一了二一
万

又
、

“如‘ 十 少攀二

梦 、 。 主止二竺玉

十 一 二二一一 丫
二又 之或

十 砂
。 三二二立 ‘月一 月 二

一 二甲占万 价
。 二 ,

其中 分别 由式
,

拾出
,

而 甲
。

幻
,

必
。

幻 是两个以 二 为周期的在 一 中

全钝的函数 这样
,

我佣便分离出了 甲
,

价的多值部分与非周期部分

文献 」易 也拾出了周期应力条件下 甲
,

必的一般表达式
,

但没有分离出多值部

分 又由于没有假定应力有界
,

表达式中一些常数简的联系也就没有了

二
、

基本简题的提法

第一基本周题 已知孔边 上的周期应力
。 ,

习 以及在 。 一 多 或
二 十 的 处的应力状态

,

求弹性平衡 这是在应力为周期并且有界的条件下尚题的最

一般的提法 这时
, 由式

,

知
,

在 二 一 十 或 。 一 ’处的应力也是已

知的
,

从而由式
, ,

月和 也是已知的

这尚题可化为下列边值阁短
甲 , ‘
贾石 毋丈药一

,
一

十 ‘ , , ‘眨乙
,

其中 ‘ 在各孔边上是待定常数
,

,

一
、 、

,

‘
· , 才〔

·

与文献 「。」 相比较
,

等式右边多了一个负号
,

这是因为弹性体在 正向右侧的椽故
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把式 , ,

代入式
,

便得
, 。 ‘ 一 甲否面 石面 一 九

, ,

其中已合
刀

,
。 才

卜丽尹右 ,薯
兀及 , , , 二二止鱼 一

气 , 、 、

一 一一丁一

—
夕 戈入 左十

汀仁
一

东或

。 兰二二二鱼

一二二卫一 又 十 萝
二又 之写

, 、

— 之
吞

走

一
一

一 尽 召 一 尽一 产 万 又

这里 显然已是 上的单值函数 至于
,

当 , 贬 时
,

所取常数不都是独立

的
,

它们简的关系如何要看式 中各对数所取的分支简的关系而定 例如
,

先取定 八

上的 滋 , 一 叙 的一确定分支
,

然后欲为
,

当 , 十 夕二 〔 时
,

。 生土立二二止塑 一 三二三曳
二 ,

则 由式 易兑
,

二 一 一 一

二

尹是
,

一 一 ‘ 母 二 ,

‘ 二 一 一 一 十 〔‘ 十 月十 二 二 , 一 汀一

总之
,

式 中待定常数实际上只有 ”个 相应于每一 式友
,

一
,

的 上有一个 此

外
,

还要注意
,

在解式 时
,

应鼓要求 , 。 士 ,

汽 士 有界

上述边值简题可化为 积分方程来求解
,

方法觅文献 〔 」号
,

不过那里假

定了一周期带中只有一孔 对于多孔情况
,

一

可采用文献 〔 」务 处理非周期情况时的

方法

第一基本尚题还有另一种提法
,

郎除已知
。 ,

外
,

还已知 ‘一
, 丁一 或 么

, 丫 以

及
,

求弹性平衡 因为由式
,

立刻可算出 人
,

所以拮果还是一样 例如
,

如果要求

位移也是周期的
,

郎
,

用不着解边值周题
,

便可确定 摊

第二荃木简题 已知各周期孔边的相对位移以及一个周期带内孔边的外应力主矢量
十

,

还知道 。 一 萝 或 。 一 处的应力
,

求弹性平衡 或者
,

已知各周期

孔边的相对位移及常数 宁
,

以及 ’
, , 一 , 一 或 ‘

, ,

求弹性平衡 这种尚履

也可以象第一基本简题那样化为积分方程求解

三
、

有水平裂徒的周期应力平面弹性凹题

段周期裂键都在 翰上
,

而在一个周期带 冈 上
。二

内
。

有 , 条裂撬

镇 公砚 云 , ,

左
,

⋯
, ,
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自 。 到 左 的方向取作 的正向

,

仍昆 。一 艺 八 及其周期合同裂键护 上的外应
丸

力主矢量昆为 、 现在弹性域昆作
,

其他昆号同前

对于一般周期曲搔裂键固题
,

表达式
,

井不适用
,

其一般尉渝将另文拾

出 在现桩的特殊情况下
,

可用文献【 亏 中的方法类似地处理如 下

引进画数
。 。 忿迈 忿 毋

。 ,

口 二 一 。
’ 忿 一 历 二 。毋

’ 二 毋 召
,

易 昆

, 一 几 , 一 少 的 。 动 。 一 劝面两
由 必扮 的周期性

,

可知 口 的 也以 。为周期

在各 八的端点附近
,

我佣假定 少 的
,
口 至多无界可积

,

且

中
, 召 一 。 二 一

, 二 〔
, 才〔

曰

在 八 或其周期合同裂链
,

显然有
·

、左 一 ·、 一粼
才 ’“君

,

左 一 〔·、君 ,一犷
犷 , ’‘君

,

斗︸

一一尺

忆

、召,

其中 时 斗
一

讨
,

表示在 八 岸和下岸的应力 于是

、、 一 「·、 才 一“
才 “‘君

,

一
。

「, 、才 一‘ 才 ”“多
·

‘
,

多

由式 场
, 一

以及 甄 士 动 一 叽 土
,

易晃

少 士 一 干 一
二 ‘

十 月
,

一 ‘ 十 灭

二 ‘

。 ‘。一 穿二
石

梦 士 一 干

再从式
,

便知

。 士 一 舆井典奥十
‘。一 、

乙 汀又 十 夕

下面我佣来考虑第一基本周题 投已知 时
,

九 ‘
,

且没它们都满足 条

件 又段 ‘一
, 丁一 , 左一 ,

从而 么
,

介
,

爪
,

月
,

均已知 求弹性平衡 这固题容易化为下列

边值尚题 了昆文献 亏

必 刀 “ 巾 十 夕 一 户
,

〔少 一 口
一

卜 一 「中 一 夕 一 , ,

在裂缝情况 卜
,

卜古中有关
二
士 ①, 处的公式仍成立

,

这是因为可用封闭曲线围住裂缝
,

而围线 妙卜应力主

矢量与哭缝 卜的相同
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其中已合
一

合〔以 ‘ , 一韶喻 场 ’
,

合
〔‘“ 才卜‘

, , , 一合〔
·“ 犷卜

·“ 君

、,了、少
‘

‘‘
‘、户‘、

由式 多 知
,

, 、 , ,

、 戈 夕 一 一 二 , 戈 一 入

先求式 的解 参看文献〔
,

得
。 君 一 。 。 一生

仔 ‘ 。

匕兰
岔‘

召汀多 乙

其中 为某常数 为了决定
,

在式 中分别合 二 一 士
,

相加
,

并利用式
,

,

得到
一
合「
穿 一 ‘ 一 。〕

再求式 在 人。类中的解 按文献【 」中昆号
,

得

。 牙 。 万 一 立黔 。

。 , 二 君 ,
。

二、
,

其中
尸成

”

⋯
,

是系数待定的
, 次多项式

,

而

尤佃 一立 子
一

畔
一‘

价子
一

卿
一‘

,

其中根式可任意取定一分支
,

例如

, 士三二

·

二 尤 。 一

把式
,

相加相减
,

得
。 二 一答‘毕仁要典 兰

一

二三 ‘

艺 介名 。 入
‘

戈 少

「
, 、

一
, , , 、 。 、

宁 元奚丁
。 “、‘夕“‘ 一

一

石一 “ 十 入沙夕犷
·

戈
, 丁 十

,

口 二 一 丝互兰
介

— 宕

—
多一

一

升
。 , 。 、‘ 二 二 尸

, 。二、一
。

乙召尤多 石

剩下的周短是要决定
。 ,

⋯
, ,

现在
“ 。 ‘甲 二 一 。 牙 一 。 一 牙万砚万

,

利用位移单值性条件
,

便知
产 、 艺, , , ‘ , “ , , 一 。 牙 ,、

一 ‘
,

。 君 。 一
,

。 、 、一 。
,

、一
,

⋯
, 、

多之 ‘七
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由此可得关于
。 ,

⋯
, ,

的 个拔性方程 此外
,

利用位移的准周期性
,

例如
,

取 十 和

是 万 到 二
一

卜

产 ‘ 十

二 的直拔段
,

且 名 已分别充分接近于 和 一
,

又可得两个方程
。 厂

“ ’

一 、 甲 二 二 一 甲 一 。 牙 二 一 。 三 一

一
, 士 , · ,“一

, ” · “

一
“
·

〔

由位移的单值性
,

立刻可知式 中的一个方程可从另一个推出 因此
,

式
,

爪 中恰有 。 个独立的方程
,

这就正好用来决定
。 ,

⋯
, 。

它们的可解比
,

从

力学观点看很明显 尚题至此已完全解决

作为一个特例
,

考察 一 的情形 就
。
中只有一个拔段 一 簇 多毛 这时

,

式

成为

中 幻
一一兴不

‘ , ‘ 召雨
。

二 丫 之 “ 一‘

二二
,

三

一卜 ‘ , ‘ 。

尤之 一

三二二二介 十
偏

一

丁 十 价

甲尺
二

三二二三击 一口 一典一
‘ 。 君 斌天面

二 了 尺
。 一‘

‘ 、 、
‘

一 。
,

一 了— 、 以 —
。 二

艺“尤之 一 “

丁

斌尺
。
一

⋯
,

⋯
,

其中
尺 二 一 ,

二 一
,

弓

月 研万泛石
一

已取定例如这样的一分支

召天又万 一 士 二
,

或郎
,

当 。 在上半平面趋于 ‘ 。
。

时
,

研天面
一

取正值的那一分支
,

亦自, ,

在式 招
‘

中
,

了及面 要理解为取正值
为了决定

。, , ,

最筒单的办法是 在式
‘

的前一式中以 二 士 代人
,

井

相加相减
、

再以式
, 。 斗 代入

,

并注意到式
,

自得

‘

一上
‘ , 召又丈万

, 一

夕刃咨 一

一 介 十 ‘一 , 、
仁

斗

’一 些 一 。

斗 尤 —

特别
。

在一个裂推 的 周期 情 况下
,

如果 一 一
,

而昆 ‘ 一‘
,

‘ 一 丁‘
,

人。 一 人
,

别

月一工
。 十 二。 一 丁

—
,

一
州

十

斗

。 一

—
, ,

代入式 斗 ,

归
, 斗 后

,

由式
‘

最后可得



路晃可 关于周期应力平面弹性基本简题

少 君 一

。 ‘ 丁

厂万百了刃不二兀
十 些 垒

喇

十
代 一 萝丁

凡

丁。 度。 呈

口 君
十 召

,

一 二
人二 一 ‘ 。 代 一 行二

其中根式要这样理解 当 公 从上半平面趋于 , 〔 。
时取正值

容易看出
,

要想位移是周期的
,

自 一 。
,

由式
,

应合
人。 一 二二‘

这可这样来理解

性
,

必填在 。 一

一 ‘
, 、

二 一一二二 刁晋
十

代

当 ‘ 。 郎在和周期方向作垂直的拉伸时
,

为了要保持位移的周期
士 萝处作和 周期 方 向 一致 的拉 伸

,

且其 强 度 为 原拉伸 强 度 的

如果在式 中合

少 召

、 十
,

只得到一个水平裂键时的下列公式
一 鱼过尘里草十 些乙二三巴 十 丝二卫

, 么 乒 十
山

“口 。 一 ‘ 十 活。
二
‘ 一 ‘ 。

丫
, 一 名

代 一

多丫 ,

’

二

,

其中当 万 从上半平面趋于 ‘
。
时根式取正值 不难喻靓

,

如果不斜刚性旋搏
,

此拮果与

文献 「 中的拮果一样

这个周期简题 。 一 的情况 在文献【 中曾尉渝过
,

但是
,

那是在裂推上无外应力

情况下得到解答的
‘

对于水平周期裂键第二基本简题
,

也可类似地求解 我俩在下面只叙述
。

只含一个

拔段 一 镇 ‘ 时的桔果

毅已知
。
上下岸位移的导数为

‘士 ‘ 尹
’

习
,

它们以 蔽 为周期
,

满足 条

件 在
。 上的外应力主矢量 也已知

,

又已知 万 一 一 从而 二 十 处

的应力 得
。 二 一卫件二

‘ , ,

了杯万
。 、 己‘

二 ‘丫 。 “ 一‘

, 、

一 。
,

十 丁 一二 、 以

—
十

艺 允代多 一

万 十
‘

扩万石于
十 户 一 —

,

口 君 一 一
二

丫尺
二 一‘

,

了五两
。 三二三 浮‘ 十

牛
‘ , 。 、

一
艺 汀多 一

了
,

材天又万

。

十 户 一 一
,
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。 一互叮尤之
一 , ‘树 甲万面 卜巡一

一三
“

一
以 一 刀
、 。二 兰

’

这里已合
产 〔。

, 。一 , , 。 ’

一 拜 。 ’

一 。一
’ 。十 ‘ 一

, 一‘ ,

。一 ,

这阴题 、 一 时 在文献 〔 中曾有不完全的衬渝

对于在文献 〔 」号 中曾尉萧过的 川 的混合简题
,

用类似方法
一

也可推
‘ 一

到

周期应力情况
,

这里就不写出具体拮果了
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