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本文引入坐标空简
、

速度室简和加速度空筒三个基本空简概念
,

拾出了各个室简所对应的

钓束和虚位移的定义 以此作为基础
,

对握典力学的三个基本微分原理
’

昭

原理
,

原理以及 原理 抬出了抗一的表述 此外
,

又从 原理出发
,

导

出了关于不完整力学粗的一系列运动方程

一
、

引 言

随着工程技术的进展
,

近年来在工程倾域内发现了一些关于不完整力学粗的例子
,

如

摩擦无极变速器的理渝以及 的旋搏电机理渝
‘ 等等 因此

,

以前人们敲为仅仅具

有理渝价值的尉渝就逐渐应用到工程技术中来了

以前有静多学者曾利用
’ 一

原理
,

导出了核性不完整力学粗运动方

程的一些表达式
,

例如 方程
,

卯 方程
,

以及 吻即 哪 方程 等 此外
,

,

和 等曾相批引入
“
准坐标 ”概念

,

并导出了相应的运动方程

近年来又有些学者 待巴 方程和 月 油 方程也表示成准坐标的形式了

然而
,

在更普遍的情形下
,

也就是当力学粗的豹束是非筱性不完整豹束时
,

由于根据

通常的定义已趣得不到对虚位移 介
‘为拔性的关系式

,

利用 ’
一

原理来

推导运动方程就产生了困难
,

这就要求推广
“
虚位移

”
概念 呢 即网 曾对这类力学粗的

虚位移引入公理性的定义
,

使得 衍
‘可以梭性地以 两

‘

来表示
,

而其系数则是 尸对广义速

度 了 的偏导数 在这个定义的基础上
,

他还阐明了 ’
一

原理与 原

理的等价性 值得指出
,

原理侧也曾引起并多学者的注意 ,

另外
,

过去曾有并多学者广泛运用几何方法研究了力学粗的运动 例如 己

曾翘把由
, 个厦点粗成的并具有 个自由度的完整力学粗的运动解释成为一个几何点的

运动
,

而这个点是处在属于 推 空尚中 推正 流形的某一条曲钱上的

本文贰图利用新的观点来导出不完整力学祖的运动方程 先从几何方面祥袖萧征了

挫典力学的三个基本微分原理
,

拾出了兢一的表述方法 其次从 原理出发
,

导

出了关于不完整力学祖的一系列运动方程

年 月 日玫到
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二
、

握典力学的基本微分原理

三类空简的荃本概念

段在 推 空简中拾定一祖正交标架 巩
, ,

⋯
, 。 ,

其中任一点的向径
司

一

按标架向 准展成

,勺
了工,不护甘‘一 艺

‘ ‘一 ,

尸 为葫点的直角坐标 这个 空简称为
“坐标空周 几厂

,

其中 才 是自变景 若在

中抬出实变最 ‘ 的
, 个实函数 户 一

,

井使它侧浦足下列条件叫

功 对参量 多 变化的某一区简 阴的
,

开的或半开的 中的每一个 才值
,

函 数尸

都具有一阶和二阶建擅导数

导数 尸
万‘ , 二一

,一 ,

一 一二尸盯勺士
, 〔 郡不同时为零 这时

,

我们称 尸 一
二‘ 是 五

,

中的正

期曲钱

在正则曲楼 、 上任一点 ’处的切向向量 文一丛 具有下列形式

丫 丛丝‘尸 口
‘

、 , 犷 。
一 夕 —

、 ,

厂

这里 代表 个栈性无关的向量
,

它们在曲拔 扩 的任一点 ’处构成一个完全确定

的局部标架 考虑到式
,

式 可写为

心 可二
‘

一 夕
,

—气叫
一 艺

‘瓦

比较式 与式
,

我们也可取 尸 作为 记 空周中点的直角坐标
,

这个鉴尚称为
“逮

度空固 乙广
,

其中 尸是自变量 在这个空固里的一粗正交标架为 叮 ’
, ,

⋯
, 。。 ,

其中点 。
‘

是曲钱 上的任一点 应当指出
,

限制点 。
‘

在正 曲拔
‘ , 上并不影响

选择点 ’的任意性 实际上
,

如果在坐标空简中任取一点作为点 ’
,

那末
,

通过点 。
’

总

能引出某一条正 曲拔
,

这样就仍然能够把点
‘

看作是某一正则曲钱 才 的一

点

与前 面完全类似
,

在速度空尚 玛
。

中也可以定义正则曲钱 尸 一 戈‘
,

在其 上任选一

点 “ 后
,

司样可定义一个加速度空阴 玛二
,

其中 妙 是 自变量
,

而这个空简的一粗正交标

架为 叽
‘ ’ “ , , ,

⋯
, 。

不难看出
,

上述三类空简标架 叽
, 、,

⋯
, 。

夕
, 巩

‘ ‘ , ,

⋯
, 。

以及 沉
” ” ,

、洛、少
廿

巴」
声、厂‘、、

, ,

一
, 。

的区别
,

仅仅是它佣的坐标原点不同
,

而标架向量却是完全相同的

一向最的分量就不会随着空简的蒋换而有所改变

假定在坐标空简 凡
,

中抬出一个超曲面
,

它的方程是

中 ‘ , 一 。
,

其中时简 ‘ 被当作参数处理 这时
,

向量

囚此
,

某
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将确定超曲面 的 上某一点处的法向向量

完全类似地
,

在速度空简 瓦
,

中可以抬出超曲面

普 ‘ , 戈‘ , ,

但其中除时简 多外
,

尸也被当作参数处理
,

这是由于空简 姚
。

的坐标原点 ’ 可以在坐标空简中任意选取
,

而选定了点 。

了‘ 这时
,

向量

的标架 叽
‘ ‘ , 负 ,

⋯
, 。

,

以后
,

坐标 扩 就被 固定

典 尧 玺
历
了

将确定超曲面 上某一点处的法向向量 作为一种特殊情况
,

方程

艺
,“ 一 ”

确定空固 砚
,

中的一个超平面
,

其中
。 , 和 都是 和 才的函数 按普遍定义 夕

,

超平面

上某一点处的法向向量为

一 ,

由于
, 不包合 厂

,

因此
,

超平面上各点处的法向向量是相同的 但在加速度空简 姜中
,

除了 和 苦 以外
,

厂也被当作参数处理
,

其理由与 是速度空简中的参数相同 由此可

觅
,

方程
二 军‘ , 、‘ , 分‘ , ‘

将确定空简 篆中的超曲面
,

而向量

将确定超曲面 上某一点处的法向向量

艺 林
‘

尤

分

此外
,

同样可以考虑空尚
,

瓦二中的超平面

其中 汤 和 都是 厂
,

和 君 的函数 按普遍定义
,

超平面 上某一点处的法向向

量为

‘ 、一 汤
,

并且由于 人
, 不包合 妙

,

因此
,

超平面上各点处的法向向量也是相同的

构束及其在三类空简中的几何表琪
,

理想构束的定义
“

豹束
”是分析力学的基本概念之一 对于由

, 个厦点粗成的力学粗
,

最早引入的一

类豹束是
“
完整构束

妙 ,

其解析表达式为

一
,

⋯丈户又
’ , 少一

, ‘ ’ ‘

上列每一个方程在坐标空简 几
。

中各 自确定一个超曲面
,

这 个超 曲 面 的交构成一个
, 一 推子空简

,

这个子空简已不再是平直的 空简
,

而是弯曲的 空简

对具有这类的束的力学粗的运动
,

将由子室简中的一个
“代表点

”
来描写 为就一起见

,

我

们称方程 劝为坐标空简豹束 我们拾出尚题的数学条件如下

应当指出
,

有人川曾用类似的方法处理了不稳定完整豹束的情形
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函数 九 犷
,

习在点 瑞〔瓦
。

的某一邻域 场 中被确定
,

并在这个邻域内有一

阶和二阶偏导数
少

, 石,

矩障

、、户黯二妒

⋯⋯⋯
不月一
。尹

九一才一
,

一日产了丫

在点 场 〔刃
,

具有最大 可能的秩 在这些条件下
,

方程 斗

瑞 〔五
,

的邻域内拾出一个正 流形 矶
。一 , ,

并以 了
, 一

,

⋯
标 近年来

,

人们又引入非拔性不完整豹束
,

其解析表达式为

萝一
、 ·

⋯ 叭甲
。

仁
‘ , 分 , ,

一
一

将以隐函数 的形 式 在 点
,

一 表示孩流形的坐

‘ 一 , ‘ ’

与坐标空简的情形完全类似
,

这些方程在速度空简 斌
。

。 一 犷 推子空简 我佣称方程 匀为速度空简豹束

, 犷

中确定的
犷
个超 曲 面 构 成一个

如果力学粗同时具有的束 斗 和

约
,

那末
,

采用 曲拔坐标 了以后
,

就可以只考虑的束
,

这时它可以表示成如下的形

式
俘 一,,,,

,土

一一一一甲梦牙
‘ , 奋

‘ ,

一 。

最后
,

作为理瑜 卜的推广
,

我们还可以考虑下列形式的的束

价
· “ , “

, ’‘ , , ,一 二三
和前面完全类似

,

我佣不难在加速度空简 万益中看出这类的束的几何意义
,

井称之为加速

度空筒豹束 创 叫 曾称豹束 为 “普遍形式的的束
” ,

井作了较洋棚的衬

谕 此外
,

叩 叫 也霄祥栩衬渝了的束 对 分 为筱性时的特殊情况 不过
,

这类

豹束的物理意义目前还是不明确的

卜面特别衬渝一下擒性豹束情况 速度空简的拔性的束

勒八
护一 镇 一 方

确定速度空简中的 个超平面
,

其中 才 和 犷都是 和 砂 的函数

对时尚微分一次
,

得到

值得指出
,

如果将豹束

, 。 、 二 己 。
‘、

—
几 一

— —
曰 ,

‘尸 口
‘

口

别方程咬 也确定速度空简中的 个超平面 在这个意义上耕
,

它与方程 类似 这

里体现了一个十分重要的法 豹束对时简微分一 次后
,

它所处的空简将发生改变
,

方程
和 的类似还使我佣有可能值接利用

, 一

原理来推导具有的束

的力学祖的运动方程 但复指出
,

方程 和 之简也有原则的区别 方程 刃

可以通过积分返回坐标空简
,

方程 在一般情形下 不能积分
,

因而不可能化为坐标空
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简豹束的形式
关于加速度空简的钱性的束

,

我们也可获得类似的桔渝 例如将方程 的和 的分

别对时简微分二次和一次
,

得到

艺巫
尸
十 刀 ‘ , 戈‘ , ,

艺要
、、 。 · ‘ ,

“
, ‘ 一

,

其中
。 扩 , 尸

,

和
口

砂
,

尹
,

都表示所有不合 尹 的项 方程 确定加速度空简

中的 个超平面
,

方程 确定 个超平面 这里又出现了豹束所处的空简发生改变的

情况

实际应用中戚兴趣的是理想豹束 从几何观点来看
,

理想豹束的普遍定义为 如果一

个豹束的豹束反力沿着豹束方程所确定的超曲面的法钱方向
,

这个豹束就称为理想豹束

在坐标空简 马
,

中
,

如果豹束 钓都是理想豹束
,

那末
,

考虑到式 的 以后
,

其豹束反力郎

可表示为
。 又 , , ,

了

子 —
护

八

—
,

‘岁 口

其中 又
,

是比例因子 应当指出
,

豹束反力的这种形式在文献 〔 」中已翘出现 同样地
,

在

速度空简 玛
。

中
,

如果豹束 都是理想豹束
,

那末
,

考虑到式 以后
,

其豹束反力郎可

表示为

少、一 丫 从 夕业
‘丫 戈了

并且文献 〔 中亦已出现了这种形式 作为一种特殊情形
,

如果豹束 和 都是理想

豹束
,

那末
,

按普遍定义 良可推出其的束反力分别为

斗

比较式 和 将得到一个重要拮渝 当豹束所处的空简发生改变时
,

豹束的性质保持

不变
,

理想的束仍为理想豹束 在加速度空简 五易中也有完全类似的情形

此外还需指出
,

我们不能通过积分运算使豹束 匀返回坐标空简
,

或使豹束 返回

速度空固或坐标空简 这就表明
,

本文采用的加速度空简能够把所有的豹束条件全部体

现出来

附带指出
,

在坐标空简正 曲释 的定义中
,

曾趣要求对任何 汪
, 无‘都不同时

为零 如果此条件不成立
,

自时口果存在
。〔 使 厂 一 。

,

⋯
, ,

从数学观点来

看
,

这将导致方程 成为
, 因而引不出速度空尚的概念 从物理观点来看

,

若将

厂 ,

⋯
,

代入豹束方程
,

显然它将变为坐标空简豹束
,

实际上也就没

有必要引入速度空简这个概念了 此外
,

若存在 使 厂 一 若 ,

⋯
, ,

而其余

的 一 个 尸 不为零
,

这时就只能引出 一 推的速度空简 瓦
。一 , ,

而的束 助 将变

成下列形式



一
一 一 一 一

‘

一 一
一

一
一

一 一
‘

一
一 一一

一
,

一 一一
’一 」

一

,

一
,

、
中
。
又’ , 分 , 八少一

一 , ⋯
,

一

显然
,

一 推的速度空简已翘能够把上列的束条件全部体现

三类空简中虚位移的定义

根据 关于力学粗
“
虚位移

”
的原始定义

,

可求得坐标空尚中虚位移应满足的

方程为

口 。、 , 口了户 。

‘山 飞丫了
犷 ‘尹

将上列每一个方程乘以不定乘子 又
,

然后相加
,

得到

万‘体
几

黝
一

考虑到式
,

仁式又可写为

艺 凡 一 “
·

方程 的物理意义是 在相应的虚位移 七
,

理想的束反力的元功之和等于零

在速度空阴 斌
。

中
,

假如我佣只考虑构束 的
,

那末
,

按照虚位移的原始定义
,

将有
甲 。 分‘ 占分‘ , ‘ ,

一 。
,

这里只对
一

速度空简 自变量 尸 取变分 如果将上式展成 极数并精确到一阶微量
,

则

有
,
· 分广 ‘· ,

一卜
,
· · ,

一卜万鲁
”、‘

考虑到式 , 不一
,

有

艺

上式就是构束 幼 对速度空尚虚位移

不定乘子 此
,

在速度空简中将有

处巴 。、 一 。
口分

叔
‘
附加的限制条件 和坐标空尚情形类似

,

引入

万叔 沙 晋
一 。

,

扩

艺 电韶 一 。
·

作为一种特殊情形
,

我佣可以考虑速度空简钱性豹束的情况 例如由豹束
,

可得

军器“
一 。

,

万叔 艺 稀器
一 。

在加速度空简 斌几中
,

对自变量

周虚位移 升‘附加的限制条件为

艺 斌时 一

牙重复上面的推导
,

郎可得出豹束 对加速度空

丫 鲤生脚 一 。
气尸 交‘
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同样可得出

艺 梦 。、
‘ 一 。

,

其中 梦 , 代表理想的束 的反力 其次就加速度空简的拔性豹束 和 来靛
,

按普

遍定义
,

有 参看文献 「

艺 摆件
工

、 , 口甲
。 , ,

护

—
, 齐 —‘

丫 口分
‘

如果采用曲拔坐标系
,

那末速度空尚豹束 的就可径直用方程 来表示 这时
,

同

样可得对于虚位移 匆
‘

的限制条件

万留
“了 一

’

三类空简中的基本微分原理

上面利用三类空简推广了的束和虚位移的概念
,

但是对于分析力学的其它概念来砚
,

仍然是采用一般常用的定义

这里先需明豹束反力的意义 如果一个力学粗仅具有豹束 的
,

那末这个力学祖的
“
代表点 ”就要位于坐标空简 石

,

中
,

同时的束反力郎由豹束 导出 假如一个力学祖
同时具有豹束 和 助

,

那末在把豹束 蒋换成速度空简的核性豹束 以后
,

这个

力学祖的
“代表点

”

就要位于速度空简 琪
,

中
,

而豹束反力 分别由豹束 和 导出

在更普遍的加速度空固 篆中有和上面完全类似的情形 其次要靓明
,

由于上述三类空

阴的标架向量完全相同
, ‘

嗜性力分量 一 声 和主动力分量 将不会随着力学祖
“代表

点
”

所处的空简不同而发生任何改变

下面利用
,

原理来推导三类空简中的基本微分原理

在坐标空简 凡
,

中
, ’

原理可写为

一 声 十 , 一 ,

这里 , 表示豹束 钓的反力
,

并假定所有豹束均为理想豹束 将式 代入上式并标乘

以坐标空简虚位移 叙‘
,

考虑到式
,

有

艺 一 用
,‘ , ” ‘ 一

这就是著名的
’ 一

原理

在速度空简 耳
,

中
, ’

原理可写为

一 店 十 十 必 , 一 。
,

这里《 代表豹束 的反力
,

巾, 代表豹束 的反力 假定所有豹束均为理想豹束
,

完

全类似地可以得到早已由 以另一形式阴表述过的下列推广

艺 一 卿
, , 、 , 。, ‘一

完全类似地
,

在加速度空简 荞中有

艺 一 。 分
, , 占分‘
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这就是熟知的 原理 显然
,

在我们的推导中
,

原理已翘失去它原来的物理基

础 最小豹束概念
,

而只成为 ’ 原理的一 种遥辑 上的推渝了

如果再以耗损力分量
“ , 表示主功力分量与惯性力分量之和

,

将方程
, 斗 和

的改写为

艺
,占

‘

一 。
,

艺
,“无‘ 一 。

,

艺
、”“ 一 ‘〕

,

我们就不难以就一的形式来表述翘典力学的三个基本微分原理

由 卜述就明中可以看出
。 ’ 一

原理是属于坐标空尚的基本微分原理
,

原理及 原理则是分别属于速度空尚和加速度空尚的基本微分原理 当不

存在加速度空简豹束时
,

原理将和 记 原理等价 如果加速度空简豹束和速

度空简豹束都不存在
,

原理与 原理将和
, 一

原理等价

在三个原理中
,

原理具有最大的普遍性

三
、

不完整力学粗的运动方程
由于不完整豹束是速度空简豹束

,

显然 原理应当成为推导运功方程的主要

依据 本节将抬出几个实例

在选择了广义坐标 了以后
,

非筱性不完整豹束可以用方程 来表示 若将

打 一李
。了

于七入 原理 的并考虑到式
,

则可得到推广的 方程如下

若将式 对 个 了解出
,

则有

、一 。
·

、气 、
· , ‘

二二

。
, 。

蝉宁,

,

⋯
,

一一
一丫一

一 一

于是 戈
‘郎可写为

丝沃材口
‘ 。 。

一

一
一

口
“

十 旦兰尹
内 。月 ‘
性

将上式取速度变分

、 一

斋 韵
口

、

。
,

二
, 卜 ,

一
、 、 。

, 、二一 曰 二
枯「尸 月月 一 二 二

。

刁带全
,

上 工、弋 、工、又 任夕
,超士〕卫 二之 戮当

, 节于多
口奋

了 了、 全

— —
—
—
一 牲 、

奋月 口叮户
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其中已合

冲日 丁旦工土乙鱼兰
一 户 、一业竺磷于

,

口奋
口
口宁月

‘

口了
‘

。一 万霭 。 ,

式中 全及 均代表力学祖的动能
,

不过对前者的 扩 已挫用式 予以置换
,

而对后者

的 并未置换 同样
,

如果采用加速度能量
,

还可得到

黑
一 二 十 。几

、产 竹

如果引用 建裁的关系

少 一 。 分分 , ,

方程 还可写为

器
一 瞬 十 。”

’

斗

附带指出
,

上式所用的动能 乃是用式 代入而得到的

如果不完整豹束是枝性的
寸 占丢全日 右 ,

那末
,

方程
, ,

在形式上保持不变
,

只镇将 月丢换成 咋 就成
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