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用弹性薄板广义变分原理解某些粽合边界支承拒形板

在均匀压力作用下的屈曲周题

施 振 东
北京航空学院

提 要

本文应用薄板广
‘

义变分原理 , 〕处理了某些粽合边界支承矩形板在两个垂值方向受均匀

压力作用下的屈曲简题 先就两邻边固定
,

其余两邻边悬室的情况导出一般解答 接着封瑜

了十一种特殊边界粗合
,

井对正方板算出数字精果 从 极数只取两履和三项的舒算精

果表明
,

本文的方法是有效的
,

收徽情况比较令人满意 在有些情况下相对敲差小于 或
更小

,

在最不利的情况下最多也不超赴 此外
,

很多情况还拾出最小临界应力的下估值

一
、

引 言
矩形薄板在两个垂、向受均 力作用下的小。度屈 曲二

,

很多文赤场
都

曾尉渝过
,

文献〔 」则比较系就地收集过一些研究桔果 然而
,

象两邻边悬空另两边固定

或敛支或一为固定一为铰支等情况却未曾兑到 用一般挫典方法值接将屈 曲面展成三角

极数来求解的困难
,

是它的高阶导数不能 由逐项微分求出
,

而且收放性甚差 本文应用

弹性薄板广义变分原理处理了这一周题 先就两邻边固定另两边悬空的情况导出一般解

答
,

接着尉渝了它的十一种特殊边界祖合 表
,

最后对所有情况的方板始出了近似桔果

表

二
、

两邻边固定另两边悬空矩形板的屈曲周题

考虑一矩形薄板
,

两邻边 一 。及 一
, 万 ,

方向分别承受压力
二

及 夕
,

图

户二 产 夕, ,

叹 产 , 镇

尚题是要在边界条件
当 劣 一 。 时

的 固定
,

另两边 。 及 一 的 悬空
,

在

。

合 奋 由 自 公 母 奋 奋
··

, 、矿矿
、。了了

。。 一甲 口 目币 书 毋 于 毋 ‘‘,一一一一夕况︸一口

年 月 斗 日收到



表

支支 承 情 况况 方程粗或特征方程程 歌 明明

··

泣泣泣泣泣泣泣泣泣
一 丁 一般情况况

··

⋯厂厂厂厂厂厂厂厂
,

一 令 石
, 一 。 并取梢式 叻叻

··

⋯厄厄厄厄厄厄厄
, 苏 ,

令
。 二 刁一 并取消式

任 ,

④④

曰曰曰曰曰曰曰曰曰
一 今 。 “ 并取悄式 价

教教教教教教教

。。

⋯三三三三三三三
, ,

令石
, 一 。 。 井取俏式

· ,

狱狱狱狱狱狱狱

‘‘

⋯口口口口口口口
, 弓 令 石

。 二 刁。 洲时 一 并取消式式, ,

一一一一一一一

。。。

··

厂⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
,

令
。。 , 。 。二 〕步于几取消式式

, ,

··

⋯

口 ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
一 矛用 矛协云二 令

。 一 编 。。 一 留 ‘

并取取

消消消消消消式 一 亏
,

··

下下下下下下下下
, 斗 ,

令 , 二 州好 一 井取消式式

, 少
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箱 表

支 承 情 况 方程粗或特征方程 歌 明

·

⋯口
令 编

‘ , 二 留动 一 并取消式
,

, ,

令 ‘。 一 。 侧 召西一 井取消式
” , 孕 , ” ,

一 夕

一 棍 一

十 争轰一

, 月乳
, 。

月几 矛
。

雌 十 今 石
, 二 一 。 二 留 。一 并取

矛” 渭式 斗 一

, ,

这些情况 , 和 【么 曾艇研究过
,

这里的桔果可以化成他佣的表达式

··

月月月月月月月月月月月月月月月月月
‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 叫‘‘ 曰曰曰

··

曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰曰··
⋯应应应应应应应应应应应应应应应应

牡牡牡

表

对称屈曲 反对称屈曲 最 小 值
所取项数

相对款差 相对簇差
锐 明

又 , 相对簇差
‘ “ ‘ “

“

斗 斗斗

斗

斗

斗 对称屈曲

值
估
下

多

斗

伪乙,

一一一一一一

下估值

斗

斗

巧 对称屈曲

上估值

。

弓 斗

。

反对称屈曲

下估值

一一一一刀一一一一
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植 表
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文献 「习拾出

几一
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当 一 时

一一脚一时
、
‘矛、、了队‘叮、、

、

产‘、

留

己留

口工
土 ‘ 。 二 、 护望 二 夕

,

旦望
。

一 、‘ 一 护 ,

—
—— —

,
‘

当 时

留
,

留

—

、、了、、产、、

当 一 时

口 留

夕

留

口夕

当 一
,

一 时

留

十 ”
。

一 , 旦些 户, 。

— ——
, 、

口劣 口夕 口

口 口

之下求解下列微分方程的本征值

乡

留
,

留 留

—
乙

—
月一

—口 口 ‘口夕咨 口 ,

鱼旦丝
一

尸

式中 。 一 。
,

刃 是屈曲函数
,

是板的杭弯刚度
,

取

系数

留 工 , 三全鱼鱼劣 , 留、 二
, , ,

召

其中 。
。 为角点

“ ,

的 处的挠度
, 留 , 在板四个角点处的值均为零 将式 代入式 的

可知
, 。 ,

力 也满足平衡方程 由于 。 在四个角点处的值为零
,

故宜将此板悬空

边的挠度展成正弦极数 靛再将固定边的弯矩也表成正弦极数
, 留 , 的边界条件在所有

的边上均可改为下列
“
广义筒支

”边界条件 自口四个边的挠度和弯矩已知

当 一 。 时
、了、、,、刀,且 ,

扭留 ,

留

口 艺
·

月二‘ 月
·

恤
一

豹
当 劣 一 时

一 艺
· ‘ 日

· ,

。

艺︺留
, 思

。

月
。夕

当 一 。 时
,
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一一尸一 ,

,

—
一 一一 ———— 一—一

一一

一一一
一—一 一一

一

一、产﹄、了

交长
阳

口少
心硫 、 了 。二 、

气“二 一 — ,
邸 尸

。

艺﹄

当 时

。 , 一 艺
。 , ,

份

、 ,

名山 ”
,

劝

,她时— 沙鲍时
其中

, , 右。 , 。及 二 均为待定常数 由式 可知
,

条件
‘ , ‘ , ’ , 斗

’

也是

。 二
,

应有的边界条件 而条件
, , ,

只是改为 “ 一义筒支
” 后引入

的 适当选择上述待定常数
,

便可使 。 二
,

力 满足全部边界条件 一

现在来求 留 恤
,

力 将 。
,

力 表示为

。 二 , , 一 艺
。 , , 。。、 艺 、

。 劣 尽
, , ,

代入式 得

阴
仅争

一 轰一

劲
争
一

沙
一

劲
一

烤 硫

浮

夕 、
、 , ‘、

—
丈 份 一

,

工

月 月 一 粤、
, ,

一 。

分别在条件
’ , , 斗 , 斗

‘

和条件
‘ , , , ’ 一

厂解式 和
,

得到

留 , , 一 令 卜轰一
。硫

。 。 , ,轰一 , 聂。 二
一

价 走 、 一

形 一 厂叨 厂仍 厂水 一 犷从 份

十
牙九轰卜

。

一
· 牙。夕 。

一“
· ,

一
牙仍 ” 矛。·““ ‘

一
粼轰于赞怒

一

育碧怒卜
子万 卜

· , ⋯
。 于二 一 ·

⋯
·

一
尹一 矛二“”

· ‘·尽一

姗
一

伽
一

价枷一咖篇
,

纷
一

丫恤
一

劲
·

径小从八盔
牙

以上得到了一个舍待定常数
, , 。 , 。。 ,

九
, 留 吞 且已满足平衡方程 及边界条件

, 。 , ,

勺解答
,

但 它 不满足条件
, , , 斗 及角点条件

为了使 留 ‘
, , 满足上述条件

,

应适当幸择待定常数 ‘
, ‘ ·

用弹性薄板广 义变分原理将文献〔 」中的式 化为

· ,

心 及 州动 为此
,

应

亚 。、
。、, 。。。。法 立 、

。
。。 、, 一 、〕

。
口

一 。
一

。
口了
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原式中关于应力应变关系
、

平衡方程
、

挠度边界条件以及弯矩边界条件的积分因已被满

足
,

故不出现
,

且固定边的指定棘角 反和悬空边的指定静力等效切力 歹
,

均为零

将 。。 一 二 , 。 二、 。留
, 代入式

,
一

可以得到用弹性薄板广义变分原理表出的

分别代替式
, , ,

及 的边界条件 再将式 及 代入
,

演算并整

理后
,

依次得到下列关于系数
, ,

⋯
,

叽 。 的齐次搔性方程

沪
。 。 , , ,

艺
, , , 二

仍

‘ 一 一‘
”

合粼
一 一

‘ , , ’

二
。

艺十

,
, , , , , ,

艺
。 , , 。

艺
。。“。 一 一

·

幻忿

二竺三互 二 一
, ,

⋯
,

吕
。

乞
, 。

,“ 。‘

全
叮。 , 右。 ,。‘ 。 , 、。 一 一 ,

, ·

夕, 夕

一 。 一
, , 二

月 界 二

艺
、户。 , ,

艺 , 二 。右。 , 。 , 、 。、。 一 一
, · 忿夕

一 , , · ’ · ,

艺
,气二

。

艺
, 。
十 艺

,探 ,

艺
,

“
十

刀 月 ”毖 刃 二

一 一 , 生 占 鱼
“

鱼、。
。一

」

,

其中

,

一
矛乙一 。月乳

,

碟一 嵘

, 业乞二些鱼竺业
礁一 ,己

矛, ,

,

一
一 些

,

卜弓 一 , 户乳
尹 ,

犷 , 召

, 门 、 矛
”

— 气
。

— 刀口

一
, 一 于
乙 “

月
,

一 一
’ ”

‘

一 、民 一会硫
一
合。等

轰 厌 疏 氏

。溉氏
‘一

,冷

轰
一 , 月真

户

十 月乙 牙几 氏

瓜

,

一岁污 峨
刀

一
刀

, 月乙 乙
。 、 凡

叩
, 夕下万丁

, ,

乙 作

之 ,

一
矛乙

风 「‘
,

一
, 万

一二
,

—
” 石

,

矛, 。 、 , ·

岛一
一

一 一 一
”

·。。
,

。 一 众
,几十 月乙 矛轰 氏

疏日
,

,聂 氏 珠 风
’

痴凡
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气
,

一 一 , ”

、朴
‘

一 试风 一会硫 一会小等
嵘 十 轰 疏 轰

了。 , ,

一 一

。。民 阮 一 二 一到
产

,乙十 硫 硅 十 众

, 疏 一 偏
, 二皿竺

轰一
,

森
十

,
轰一 。 轰“ 矛。“

芬轰一 氛
于,

,

硫 「
一

一 一 二厂一一万 卜 “
别 一 功 ,

一 , 轰
犷 ,

矛
一

一
了
一

阴 一 “ 夕万 下下万
,

乙 犷幼口

沪 , ,

一 一 一 ,

, 、

八飞
叹仍户

。 熟 十 又之 一 ”夕户共 一
一

石

,

己十 聂 戒十 几

风
,
乙 硫 疏十

’

,
一 不牛万 掀 一 、幼

,

一 勿
犷二
一 ,轰一 , 轰

一
,

工

, 一 二遍万 锣
。 , , 乡一平

· 。。 ,

犷仍 — 脚 ,一

“
,

一

、 , 一

一 一
”

二

月
,

, 、 , 户,

一
一 、一 — —

,

叹勿

, ,

一
”

月
, ,

尹 一 , 。口

卷

弓

〔多

匕多

《 ,

,

,

三
、

若 干 特 例

上节在一般情况下得到的方程 一 是和系数
。 ,

瓦
, ‘二 ,

心 及 。场
。相 对应的

,

郎屯俐恢次由这些系数的变分不为零得到 因此
,

敲 二 一
“ 边为筒支

,

则有
“ ,

一 。
,

井应

取消式
,

等等 表 抬出本尚题所包括的十二种边界祖合的齐次核性代数方程粗或

相应的特征方程

四
、

对方板的箭算精果

对于指定边长比及压力比 产
, 的板

,

取有限个方程并使其系数行列式为零
,

用贰算法

可以找到最小临界应力的近似值

作为一个例子
,

表 抬出了各种支承情况下的方板在 脚 一 及 。 一 时的最小临

界应力系数值 一

鲜、拮果表
明

, ·

一
· 、 、 “ 一 尸

’

所有具有悬空边情况的 凡
, ,

均比四边茵支者 ‘又
‘ ,

一 为低
,

特另 是情况 ①一 ③

的 凡 更低 然而
,

当角点铰支时
,

凡
,

却有较显著的提高

所有具有固定边的情况都始出了 凡
,

的下估植 如果其中没有悬空边
,

这是显然
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约 当存在悬空边时
,

静算指出
,

固定边弯矩的放松对 凡
,

也起了重要作用

情况 ①及 ③中的反对称屈曲 对方板主对角核反对称 正好使角点处的挠度为零
,

因此
,

其桔果分别与角点致支的情况 ④及 ⑥一致
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