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考虑剪切变形的正交各向昊性

弹性平板近似理骗

余寿文 簧克智
清 华 大 学 、

提 要

衣文根据
, 、

与 ’ 关于者虑剪切变形的 下交各向异性弹比千板理谕

建立 了一种洲化的二变量近似理瑜 假成横向剪切角 丫二 与 丫 , 具有势函数 , 见式
, 弥

位能 刀 式 又 的 可以通过两个独立函数却板的挠度 即 尤 ,

刃 与势雨数 , 二 ,

力 表出 在附

录 中利用始小位能原理推出丁 即 与 , 的 知 微分方程 与边界条件 自 一 、

舒算 了四边简 支的方板的一个特例的临界受压末忆荷
,

舒算箱果与 卜 根据交献 「」从作

的粘果的比校
,

表明其简的差异很小
, 如果各向异性的程度不过于显著的言乱 在附又 弓

一

‘成

明 了 ,

对于直挽务边形各向同性简支板来研
,

无渝是弯曲或稳定 绷题 ,

本文精粱医与根据 文献

〔刘的理渝得到的精果一致 区别了两种不同的 自由边 “ 完全自由边
” ,

其边界条件的形式如

式 弓 训 “加强 白由边 ” ,

其边界茶件形式如式 飞 丁 对 具有 自由边的 王交异性板的分不斤我

明
。

一般视来
, , 不能解释为剪切饶度

一
、

引 言

近年来 由
一

于上程中采用夹层枯构
,

考虑 剪切变形 的 平 板 理 渝 得 到了发 展 和 应 川
’一

勺 吴投正应力 , 二 , ‘ ,

与横 句剪应力 几
二 ,

几
忿

沿厚度的分布锐律
,

根据最小余能

定理建立了考虑剪 变形与沿厚度方向的变形的平板 、到以理谕
,

并计算了一 系 列的例子
,

其中一部分粘果 与弹性力学精确解及灾确精果作了比校 比较的精果表明
,

这一理谕是

符介实际情况的 根据 在文献【斗」中的分析
,

洽厚度方向的变形的影以耐「对于

剪切变形的影响而 漪是次要的 飞 , 等将 的理谕推广
一

到正交各 句

异性平板的情况
,

阮。
·

与 “ 〕 不考虑洽 旱度方 句的变形
,

建立 了正交 各向 异 性 卜板

的拢本
一

哩谕 这一理谕
,

除了其平板为 各 川异性的特 汽以外
,

实阮上 与
·

姚 , 的理谕

是相同的 其个部的方程与 的方程 略去洽厚度方 句的变形
,

应 介洽炸度方

向刚度系数 叮 。

无穷大 也是完个相当 的 在
“
的理渝中则还考虑了夹层板

中表板的弯 山 此后
,

卜述理渝曾彼静多作者用来解决各种不同的具体 阁堪 例 妇
,

际 阳口吕

应川 〕 的墓本方程解正交各 句异性夹层板的屈 曲 与恋 曲阁

题
, 一 。 与 阮 阴 应用 叙阮 的理渝解决矩形板的弯 认阴

题
,

、 , ,
一

‘ 用之来解刚性基础 上的囿板阴题
,

等等

水 毛‘,

年 月 弓 日取到
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几 朋 勿 少习 对 的理渝提出了很精辟的晃解 他扒为
,

在单

层均匀板的情况下
,

根据直观及并多补算数据来钊断
。

的基本假羡 郎正应力

。二 , ‘ , 沿厚度钱性地分布
,

而剪应力 丫 二 ,

几 沿厚度按抛物拔分布 在距离板的边界 或应

力状态的其他
“

畸变筱
” 月 。 。月 。 “ “ 只 较远处是反映真实情况的 但

的理渝所抬 出对古典平板理渝的修正却主要表现在边界附近的区域 因此

的理渝可能只能正确地反映现象的性质
,

而所抬 出的修正值可能是不正确的 但必填指

出 几
·

八 益 的指青不能适用于夹层板的情况
,

因为此时 眺 所假段
的正应力‘ 二 , ‘ ,

分布规律是符合具实情况的 最近 几 。乃解 益 根据三推弹

性理渝基本方程
,

利用渐近积分的方法建立了单层均匀板考虑剪切变形的理肃
,

但未将

其桔果与 的拮果作定量的比较

关于考虑剪
一

切变形的弹性平板理渝
,

对于单层均匀板 曾提 出另一

种处理方法 将挠度 留 分成两部分郎弯 曲挠度 。。 与剪切挠度 翻 , ‘

保留古典平板

理谕的全部方程 平衡方程
,

弯矩与挠度简关系的方程等
,

但将其中原来的挠度改成弯 曲

侥度 留。 除此之外
,

再加上下列两个新的方程

旦兰
口万

其中 左 为板厚
, 二 , ,

为横向力
, ”

卫 二 夕二生 竺坠二

几 ’

口 人 ’

为考虑横向剪应力沿厚度之变化情况的某一系数 一

般采用 。 一 弓 这样一来
,

比起古典平板理渝只增加一个未知数 ,
, ,

但却增加了两个

方程 因此方程的总数比未知函数的总数要多一个
,

构成一 自相矛盾的方程粗 另

夕衬口果把挠度分成上述两部分
,

在支座上难以分别规定 翻 。

及 ,
,

的边界条件
,

例如若支座

无沉陷
,

那就只能要求在支座处的挠度 。为零
,

而不能要求 。。 与 , 。 ,

分别为零 杜庆华进

行了较多的实硫研究
,

并在文献 刊 中发展了 的理渝

本文的 目的是在 与 〕 理渝的基础上建立一种曹化的二变量

近似理渝 所渭二变量理萧
,

就是在前一理渝的基础上
,

引入剪切角 了二 , 了、

具有势函数 甲

的几何假段
,

根据最小位能原理来求得一粗与未知量数 目相同的基本方程与边界条件

根据这一理肃
,

尉渝了 简支板稳定
、

弯 曲尚题以及中 是否代表剪切挠度的尚题

二
、

正交各向具性板二变量近似理流的基本方程与边界条件

根据文献 〔
,

正交各向异性平板的内力 与变形分量的关系式为

笋 盯
,

、 口
、

对
。 ,

、
一 拜 二二一 , 二一 一 一 一 一 拜

—
,

口 ,
,

。 , 口 , 口
一呱一山

戊 ,

氏、
— 一一 寸

’

—口 口万
尤

夕

鱼五巴

几
、 ,

”

一
”’‘ ’

‘

马
, ’ 了 一

口 ,

其中根据变形互逆定理
拜

、

拜

〕,

峥 业
一

献〔们将 阳
‘ 一

与 “ 各丧示成 、 与 曲
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, 二 、

产二

或 拜 , , 二 , 一
、 , 。二 , 。 , 为六个独立的弹性常数 耐

二 , , 为 弯 矩
,

川
一

二
义

多以心

对
二 , 一 耐

, 二

为扭矩
,

口
,

夕,

为横向力 图 丫 ,

,

应 价
二 。

为
。

为 剪切角
, 。二 , 。、

为沿 板厚 度

概段的旋搏角 被 , 为挠度
,

有

口。 却
优 一 节二一 一 了 , , 一 二一 一 了儿

万 口夕

斗

由式
,

可解出内力通过变形分萦的表

达式 二

、了︸伙产厂一
‘

、、
才
产

一沙氏一阮氏一坟
夕丫

一产 , 拼

,

一 拜二拜 ,

瓮
十 、

豁
十 、

对艇

图

材舒 一

夕

一 口氏
。 ,

一 一 一 一 十

二下二 , , 一 外丫 ,

板每护小丈面积的变形能为

二 一 上 、
,

丛
一 、从 十 从

,

丛
一

十
呱组

生
’ ‘ 一

口丫
一

」

飞一 夕
二

丫二
十 夕

, 下 」

将式 弓少,

汁女入 丘式
,

可得
二

一拜 拜

扩 、
, 二拜 , 一卜 胖、 。 旦‘玉 二 里

〕

了旦生 、二

、

— ——
二 ‘ 一万 、 一 ,

口丫 一 拌 拼 , 口夕 一井声
一

一一一邵

一

—口 夕 擎 粤丫 振
、

一

二
。

川
,

口丫 ” “

之 夕少

它是一个阪 的表达式

袱有内力 刀
、 , , , 二 , 一 , 二

作用于板平面 内 图
,

板的总位能为

, 一 、。 、丫 己,

耳 一 、 。

可粤丫
一卜 、,

粤丫十 、
,

粤粤
、、 、

口刃 夕 」

乡卜厕洲 一 瓦两 必留 」“二

少叫 少
, ,

厕
, ,

府 , 各为作用于板边界上的横向力 与力矩 图

气

勺

引人 必切 角具有协函效 甲 的假役
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,

业了二 水
一

国 一内
, ,口尤

于是由式 斗 ,

翻 一 中 口 。 一 甲

夕

再由式 万
,

的
,

内力通过 。与 甲 的表达式 为
,

「
一

—
一拜 群 ,

。 一 ,

口公名

入 ,

一

对洲 一

,

一 ” 拌 ,

里垫止 」业
一

口夕乙

、

绝群互

、

煞产
月

、

,,

飞,飞,

二

一 一
口 , 一 ,

夕

夕一 二

雳
,

夕一
·,

留
·

此时式 的总位能 就成为两个未知函数 。 ,

力 与 甲 ,

力 的泛函 阴题就化为寻

找 , 与 甲 所必须满足的微分方程与边界条件以使泛函 为最小 根据 占刀 一 ,

利用

公式 推导兑附录
,

可得 微分方程 卿咐录 的式 与边界条件 郎附

录 的式 一 弓 微分方程是

夕
二

口耐
二

口

口夕
, 二

口 对
, ,

对
, 二

夕 口

竺些‘九竺立
口尤口

口 口
处丛
口夕

,

旦匕
二

口夕

口
、 ,

口。 口
、 ,

口 。

—
龟工 ,

—
卞

—
二 勺

—
寸

口
一

,

十 孚‘、 ,

李卜 李 、
二

粤卜
, 一

口 、

式 招 相当于平衡方程
,

第一式可 由古典平板理渝的两个力矩平衡方程推导出
,

第二

式别与古典平板理渝相应的方程完全相同 在本节的近似理渝中
,

由于曾引进变形假毅
,

因此就不能要求平衡条件精确地满足 换言之
,

应放弃同时满足古典平板理渝两

个力矩平衡方程的要求
,

而只能要求被放松了 的近似平衡条件

将式
,

代入式
,

得到近似理萧中 , 与 , 所应满足的基本方程
“ 留 乙‘, 中

一
“ ,

不
夕 甲 一

,

斗

式中
一

会怀劲
十

备 、劲 备卜影 箭
批

备
,

一
二

器
、

备
,

一
一 拜二拌

少 「
,

场
,

, 街、 一
—

犷

一
月一 艺乙声 , ,

口 , 一 拌 拜 ,

一旦
口工 口

,

夕二
一 ” ”, , ‘ ’

一

式 在形式上与不考虑剪切变形的古典干板理萧相同 ,

但须将古典理萧中的挠度改为 即 一 补

与此和反
,

文献 月要求同时浦足古典平板理输的两个力矩乎衡方程 旦李生 困丛 一 么一 。
,

旦弩公十

口 口
旦型史

一 , 见 的式
,



弓〔 报

‘厂

共 本方程臼 夕亦可
‘

弓成另一形式

乙 “ , 一于
一

无 卿 一 了
,

留 一 甲 夕一 , 川 一 叭

板的边界条件枷川为 见 时录 的式 夕一 匀

占拟 一
,

卜 ,

了
, 、

口 , 、

气少、 一十 丫二 万

口万

, 。 、
一 止 。二 一 — 又

口夕
” ,

。、

为瓮
十 ,

影 一 一么
了
一‘

﹃
, ,

创 。 一 甲 。

“ 口

— 。 一 一

—
一 一一 ,

⋯

”

八了, 二

对
,

勺 若在
二 了方 段

·

些浮 卜 图 蒋 角
、

一 认 一 甲

口了
已实

,

川

一
占“ , 一 。塑三二止王

二一 。

了

”

仇 一
迎玉

川
一

口

一 望生丛兰 。 , 、

气尸少

口肠 口对
,

口对
。

、
, 、 一

少 。

一
‘

—一 一

—
以那 夕 己了

一 口万

”」

、一 厨
, ,

一 对
, 。 了。 。 一 厕

, 。 ,

一 “‘, , 了月 一 〕 一

或若在
了 ,刀 段 立哗土 图 扭矩 丽

,

为 已知
,

圳

几 , ,

几
,

八
、 、

不
一

一万厂夕 又”
’ 丫 ,

一十
一

戈夕夕 旦卫二
口 粤 一‘一 , 一彭

口

吻

,
叼‘,卜乙火口

口 、石
士 瓦

火似川 一 了竹 ‘ ” 一 ’

以当 方 段内 有 个角点自第 友十
,

左
,

⋯
,

左十 角点时

戍‘凤
。

一 似
, ,

一 。 一 交十
,

左十
。

⋯
,

友十

式 , 。

称 为补充边界条
厂

件
,

式 称为角点弃 阵

值得指 出
,

由于曾挫引进过有关变形的假役 。
‘ , ,

所以当全边界上 板的 厚度镜 法 钱方 向 的 卿 角 一
花

万
、一︸

扩云
﹃

三

尸

卜

知

勿甲 旦竺二
一

丝 均为已知时
,

必须满足条件
口了

了

二一
了 手

、 瑟 一
三 夕

才有解
,

囚为 式 时是变形假敲 的必然粘 件

时补充 五异扮件
一

, 成为

止七

忆

一产夕

文献臼 种得列式
·

勺及 形式的基太方畏
, 城所采用的烤木上是本丈弓言中所提到

‘

卜 协 、

川 的

处理 方汀 ,

故方程的总数比未知函数的总数多一办
一 ,

且 , 被理解为剪训挠度 洲 ,

叮即 一 叨 则似理解为母 询侥
班

必
,

和旅才
一

方程的情形一样
,

在边界条件中出呢的 害 与 , 均应理解为式
·

匀
,

而不应理解为佘
一卜

十

夸
“及

争
十

令
,

因为如 前所述
,

一

古典倾嘶

若 刀 , 只一力虽为角点
,

似 月刀 段内无角点
,

则 一 ,

翩勺力矩平衡方程在此处不能精确地满址

此时应取消式 儿
,

即不存在钧 点条件
,
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〔 「 己
,

甲 夕二

一 一万一一

口丫

一 粤立、
。 ” , 二 。,

一 夕笋 一

瞥 一
· , , 己

一
。

口 口 口

由方程 的第一式
,

利用 公式可就明上

式阪自动满足

如果在边界的 个段
,

成
,

⋯
, , 、 、 一 、

、 、

上 图 中的实钱 棘角 一 试留 一 ,

口
为 已

一
一

一一 , , 笼

尸一
,

一
, 一

一
、、、 一 ”

尸

,

气 ,

知
,

则在其中的每一段上可定出 留 一 中 但可能

差一积分常数
留 一 , 一

,

在 、 上 友一
, ,

⋯
,

在这些段上的补充边界条件 为

犷几一

图

气 。
二

一

粤
一 粤恤、

。 , , 万 、 。,

一 旦琴兰 一

粤、
· , , “了

丸 、 万 口

厕一 城
· ·。左 。 一 丽一

二 · 。 一 左一
, ·

⋯
, 彤

·

积分常数
工 , ,

⋯
, 。 可借助于式 的 , 个式子定 出 但这 ” 个式子中只有

二 一 个是独立的 这是因为 由方程 的第一式
,

利用 公式
,

并注意到 个段

凡禹
,

几儿
,

⋯
, ,二 一 。 , , 图 中的虚搔 在这些段上扭矩 应

, ,

为已知 上的边界

条件
。

可靓明式 的 。个式子左端的总和 匠等于零
,

因此积分常数
, , ,

⋯
,

。 中有一个的值是不确定的 其实根据基本方程 斗 或 及边界条件 一

不可能唯一定 出 甲 ,

因为如果 留 , 中 是周题的解
,

那么将 甲加上任一常数 后
, 。 ,

中 十 仍是同一周题的解 所以在积分常数
, ‘ ,

⋯
, , 中可以任意指定其中一个

的数值
,

但是另外的 一 个则须满足式 的补充边界条件

在附录 中将征明
,

在各边均为直援的多边形各向同性筒支板情况下
,

不渝是弯曲周

题或稳定阴题
,

在 与 的考虑剪切变形的正交各向异性弹性平板

理渝的解中
,

剪切角 下二 , 丫 ,

确是具有势函数的 因此在这种情况下
,

本节的近似理渝抬出

与文献 「司 的三变量理渝完全相同的拮果 但当板非各向同性时
,

则二者的拮果将有区

别

例 殷四边筒支正交各向异性正方形平板 一 的 承受 轴向的均匀分 布的压力
二 ,

并段以下的参数值

左一 , 一
, 夕 。 刀 , , 户二 ,

尸

一
一

。

勺。, 又 一 产 群 ,

令 尸 ,

一
介 ,

, ,
一 拜 产 , ’ 一 入 , ,

具 无量桐临界载荷参数 从
, ‘ 尸 ,

随 剪切 刚

度比 的变化情况兑表 其中第一横行为按本文近似理渝补算的桔果
,

第二横行为按
’ 根据 与 ’ 的基本方程 针算的桔果 针算时假

段沿 万 ,

轴方向均只形成半波 由表 可看出
,

本文二变量近似理渝与文献汇 」的三变量

理渝拮果简的差异随各向异性的增加 郎 的增加 而加大



租

表 临 界 载 荷 参 数 的 比 较

之 斗斗
又亏卜、、、、、、、、

本本 文 洁 集集集 一每丁 〕 几 、 一 、 ‘
、

乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡乡‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ 名 卜
,

多 飞 吕 弓弓 门门 卜 艺艺

咬咬献 生匀 挤
一

淤淤 弓 斗。 〕 ‘ 入 吕 含 丁丁

关于近似理流中势函数 , 自勺对谕

现在来衬
「

渝甲 是否代表
“

剪切侥度
, 、

这时 基本
厂

方程扩 巧 成为

且甲 一

灯矛。 一
于红、

仪限于对谕弯 曲阴题 丫
二 一 刀 ,

狱
、夕 一 沙 ,

一 了

卿 、

口乙

少门

—
月一 丈少。 ,’

一 ‘

口 “

口

。
’

沙
一 下 —

下刃不
一卜 气

」

一 严二拜 口 几

二 ” ,

声
、 土 。 , 、

一
二 白 少 , 乍

一 拜二

肠

、 创 从
,

。” ‘

悦
户

二一下二 十

一
万 , 二

扩口犷 一 拜二肛、 口犷

人

边界条件则 可介式傀 一 中的 匆
二

一 从 一 拟
, 一 。而得到 在解某一个如 卜的

考虑可
一

切变形的平板阁题时
,

可以想象另外一个剪切刚度为无穷大的相应的平板阴短郎

古典平板阁题
,

其基本方程为

肠声产 一 宁
、

怕 少

其中 川 水 表示挠度 此时边界条件有两个 比较式 自 的第二式与式
,

可以沂出
,

。 一 甲 与 , 所满足的微分方程是一样的 但
“ ,

一 甲 是否等于 。气 决定于它们是否满

足相同的边界条件 如果它们满足相同的边界条件 兑例
,

那就可以得到 川一 中 留 ,

或 。 一 翻 十 甲 ,

因而 可以把挠度 阳 看成由两部分粗成 留 表示弯 曲挠度 良相应的古

典平板阴题中的挠度
,

甲 表示剪切挠度

例 洽周边葡支或固支的任意形状的板
‘ , 由式

,

拧山
,

〔 。 ,

筒支情

移己
一

卜的边界条件为

夕 一 ,

对
,

一
, ‘

川 一 , 子劝

囚支情呢 卜边界条件则为

州 一
、 。 一旦业竺二二已

”

, 武留 一 甲

了

,

万

卜主 式断

, 、 卜 、 。 。 、 ’ 曰 葬 日 中
, 、

份 王以舀气口
一 尹 , 卜 , 衫人 口 又尸 一

,

了

可以合 ‘ 二一
。而不影响最后的桔果

所以由式 归万
,

的
,

对于固支板
,

界条件

郎 甲在边界上等
一

于一常数 根据第二节的对谕
,

因此在边界 卜

一 甲 ‘

州 一 甲 与相应古典平板阴题中的 。 满足相同的边

此处假殷在简支或固支边界上均具有对娜角
于
的构束 此时 二 。, 因此有解条件 悦浦足 第二节

中已靓明
,

补充边界条件 此时自动稍足
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, 一 甲 一
武 留 一 甲

”

而对于筒支板
,

由于弯矩 材
二 ,

对 与扭矩
二 , 一 对 , 二

通过 。 一 甲 的表达式 与古典

理渝中弯矩通过 。 的表达式相同
,

因此 材
,

通过 拟 一 甲 的表达式与古典理渝中
,

通过
“ ,

的表达式也是相同的 所以对于筒支板
, 。 一 甲 与古典平板简题中的 即 偷足相同的

边界条件
夕 一 甲

对
,

一

一
,

通过 ,

一 , 表示

因此对于沿周边筒支板与固支板
, 。 一 甲 一 , ,

郎 甲 表示剪切挠度 。 一 , 气

在附录 中
,

对值拔边多边形各向同性筒支板
,

得到了 兑 式 势函数 此时

自剪切挠度 的表达式
, , 、

甲 一 二州 仁
‘

留 十 口。人
少。

‘

由式 的第一式
,

夕切甲 一 一
,

因此

侧 一 侧川 解甲 一 解韶 一

代入式
,

得
甲 一 一 三乙 。 ,

刀口

这就是道筱边多边形各向同性商支板剪切挠度的瞥单表达式 古典平板理渝的挠度
, 夕

一

人曰

尸卜汾
刀洲洲仁
‘少﹃刁一,

〔求 出后
,

可立郎由此式决定剪切挠度

但必填指 出
,

当边界上 出现 自由边时
,

一般税

来不能把 甲 当作剪切挠度 从下面的二个筒单例

子
一

可以看出这一点

例 两对边 万 一 。,

筒支且具有对 蚌角
,

的豹束
,

另两对边 一 士 自由
,

在均布载

荷 及沿一筒支边 万 一 均匀 分布 的弯 矩 对
。

作用下的正交各向异性平板 图 的

自由边 刀
,

可以区分为两种情况

一 士 为完全自由边
,

在 自由边上

对褥角
,

无的束的情况 厕
,

一

由式
, , ,

在两筒支边

卜的边界条件为

二

一一一一中甲,从一一一一时 , 。 一
,

对
二

一 ‘ 时 。 ,

材
二

由式
。

得
,

在两筒支边上的补充边界条件为

装睿
。一瞥

一

鲁
二一 。 一‘ “· 十 “一 ·了一 、一厂 ‘ ’ “‘一“、一

、 一万 留仓



学 学 飞

一

晋
一

鲁
二一口

‘ “· “ 一 · 、
戈 一 。

、一 、
· ,

。·了

、夕 十玄了 、
典

一 ‘, ,

了了
,

、

卜
十

韵
。

乍一幼

赚享
, 一粉

一“

一
。

赚谁恤
一

知
二 一二

办 一

吃 比的

了

由式
,

口 份
, ‘ , ,

在两 自由边上的边界条件为

厂
,

口
,

口对一

一 工 口 乙 小 」 牙 夕 一 , , 一
,

夕丫

一 一了丁 一

—
一

一口

作任一平行于 轴的技
‘ ’

图 勺
,

山 公式
,

并注意到边界条件

取式 的第一式沿
‘ ’

域积 分
,

利用
、

斗
,

万丁得
“ ’ 一

不。 一

粤、
, 一 。

“ 才 ,

一劲 山

灭弓 有

口叼
, , , , ,

二
, 、 ,

, , 、

一

故 夕
、

一 艺岁三 洽板内任一平行于 轴的糟段积分均为零 将式 助 从 二 一 。至 , 一 二

积分
,

将式 的 。
、 二 。 ,

李 代入
,

并注意式 、 。 ,
, 。 。

,

得
一

口丫
一 ’

一 一
、

马 一 户 一 叼 。 一 。 交、 场

因此当 。 允 。时
,

必有 斗 。 如果指定在简支边 、 一 争 ’ 一 。 ,

圳在筒

支边 建 刀 一 。 卜
, 甲 一 耐 久 可见

,

在此处不可能把 甲 当做剪
一

切侥度
,

因为

屯在两个滴支边上不同时等于零

一 士 为加张 自由边
,

在自由 边上对蚌角
、

具有的束的情况 此叼
一

在滋支

边 二 一 。
一

与 、 “
的边界条件仍为式

一

与 ”
,

但是由于全部边界 江刀 万 土
。 ,

一 。均为已知值
,

故如第二节所述
,

补充边界条件 自动得到满足
,

听以前述完全

自由边的补充条件 ’、
,

此处已不复存在 而在两 自由边上 的边界条件则由

式
。 ,

一

。

应为
二 , 。 。 。 , 、

一
‘、 、 , 。 , 一 甲

、 、

叭
一 土 日寸 口

。

一
,

例
,

一
、 ,

一 二二‘二一 一 ‘二
‘

土
, , 一

叫此沿 才 边份 一 一 有 , 一 甲 一
,

沿 边 一 十 响

一 甲 一 一 ‘

但因 留 与 甲在筋支边与 自由边的交点
, , ,

处必为述瘤
,

利用式
, 泪 可知

黝个积分常数 一 一
,

井可合它们为零

必须指 出
,

尽管在上述加强 自由边的情况下
,

也仍然不能把 甲当作剪切挠度 换言

之
, 。 一 甲 不同于相应的古典平板周题的解 , 气 原 因在于虽然 留 一 与 。

一

各满 足相

司的微分方程 的第二式与式
,

但根据 厂文所远却满足不同的边界条件

根据 中所满足的微分方程 的第一式
, 。

一 沙甲 、
, 、

子甲
‘ 甲 一 口口 歹万

‘ 儿了
场 石几 一 ,

工

及边界条件 兑式
,

的最末式与式 的第一式

户 由于在完全自由边 才 , 召 内无角点
,

故无需满足如式卯 的角点条件
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一一一一一一一甲甲一 时

一 时

一 士 时
, 甲

,、

— 少

——一

可得 甲 的解为

二
一 劣

由式
, , 夕 可得 。 一 印 所满足的边界条件

一一一一

,,且月

一 时

一 浮 时

叼一 中 一 一
,

材
二

一 一
二

一拼 拜

口 。 一 , 、 , 留 一 甲

一一寸二代厂一一一
一 「 产夕 一一 气犷气犷

工山 口 ‘

留一 甲 一 一
, 二

一 一
,

一拜 肛

全互州 二 望 ‘ 二

鲜 。 一 甲
一

—
万万 弓 — 严夕

—一气了气尸一一尤‘ ‘

, 一 士 叭 时
,

一生宝一

丝共导丝
二

丝鉴卫 一 。,

一拌 拜夕 ‘ ‘ 」

留 一 甲

如所周知
,

相应的两对边筒支两对边 自由的古典平板简题的边界条件为

、、一 。时 。 一 。,

梦一
二

一产 拜 ,

二

一群二拜 ,

臀
务

拜箫
爷

,

一 时 。 ,

梦一 拜二 ,

一 土 司 时 衅
一 ,

一拜 群

「 。
一丁尸万一 十 产

口 山

。
,

夕 旦竺立十 旦些丛
一

十 旦竺立 一

,

一拌 拌 ,

「口 。 口 。

下一 一又一犷 十 产 一万一了 一 口。
‘ ‘

旦运二 一 。,

口

此较式 与 可以看出
, 。一 甲 与 留 所满足的边界条件是不相同的

, ’一 ,

却与古典平板理谕中四边筒支平板的解完全相同叹

例 两对边 二 ,

固支
,

另两对边 士 习 自由
,

在分布载荷 抓劝 作用下

的正交各向异性平板 图

三 一 诊

﹄‘少不夕衫少子与乙心夕工﹄乙冲口

图

一 士 列 为完全 自由边 由式
,

甘
, ,

在两个固支边上的边

必 表示古典平板理箫 边界条件中的折算横向力

与此处的桔箫相反
,

文献 」在力。弦 自由边土对于敲文的弯曲挠度 即 相当于本文的 , 一 华 ,

见第 直脚

注 采用如本文式
·

当 二 士石 时 阳 的边界条件
,

即古典平板理箫自由边的边界条件 兑文献 〔月

的式
,



力 学 学

界条积 为

甲甲
、 一 时

。 。 一 甲

—
, ‘

—
口

、 “ 时
‘。 一

, 口 , , ,

一 甲

二 〔,’二

二

‘

、 认

甲 月 的

由式 、 所得的补充边界条件同前例中的式 咬 悦 〕少与

治两 自由边 夕 一 士 的边界条件同前例中的式 抉夕 与前例相同
,

可以褂到式

娜 伟
一

而代替式 则有
·,

一 。 石 一

二
、

·

一 己

一 龙
、, ,

一
, 、, ‘

·

当分布载荷刘
一

于 尤 。

拔为对称时
, ,

并可取其值为零 此时可就明 。 一 甲

与对应的古典平板阴题的解
‘, 相同

,

因此 甲 可以理解为 剪切挠度 、 一 。 似若分 布找

荷对 、 。
拔不对称

,

上式右端一般不为零
,

因此势函数 甲亦不 可能代表 剪切侥度

幼
二

一 士 叼 为加强 自由边 沿固支边 二 一 。,

动的边界条件与式 烈 。 ,

‘

相 同而补充边 界条件 自动得到满足 洽 自由边的边界条件 与式 夕 相 司
‘

和

例 一 样
,

可就明沿 边 一 一 有 留 一 甲 一 一 ‘ , ,

洽 边 一 约 有

翔 一 甲 一
,

巳 , 一 一 一 一

用 与例 中相同的方法
,

可以靓明 矽 一 沪 满足微分方程

岛 。 一 甲 一 叮

及边 界条户卜

一 。时 却 一 甲 一 一 一 。
, 口 。 一 甲夕

口丫

二 一 “ 时 , 一 甲 一
‘。

一 甲

一 士 时
, 一

一 拌 ”。,

「叭
。 一 如 二

‘

少 , 一 甲川
‘、

—
二 林尤 二丁代二

一
一

,
一

口犷 口扩 」

, 一 甲

如此
, 。 一 甲

一

与古典平板理渝中沿两对边 一
, 。 固支

,

另两对边 〔 二一 土 川脚 瀚 芝的
叮

卜板的解完全相 司‘

乡须指出
,

如果固定边 相对于另一 定边 有一向下的沉陷 △
,

则边 界条件
‘

飞, 。 、中第 一 式应改为
‘。 一 △ 由 。与 甲在

, , ,

点须为速横的条件
,

一

可知 ‘ 一

二
、

‘ 一 , 一 一 △ ,

因此在两固定边 与 才夕 长 甲 植的差恰 好 等于 沉陷 他 ‘ 一

一 叮 , 连

附录 二变最近似理渝的 沮 微分方程 招 与边 界条件 一 扣 的推导
,

取式厂 总位能 月 的一次变分
,

得
, ,

几一

一 。

黝
一 、 。 粤 一 、 ,

川粤卜 、。。

粤卜
沙 仁 尤 夕 口 、 口

、 。 。
、

。
, 。了, 、· “ , 十

绳讥 之曰 直脚 不上
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功式

十 一护。 十 从瓮
”

影一瓮
”

〔劲
舒

瓮
‘

剖
十

、一

留
‘

影 众 勿 一
乡卜风 而一 凤

·

曲
·

口
·‘留 ,粼 ‘

其中
二 ,

材
, , 二 , ,

对
, 万 ,

口
二 ,

口
,

应理解为式 弓 ,

的表达式 利用 公式
,

可写作
‘“ 一

晋
一

于

晋 低

一 , 十

影 黝
十

十

争
十

晋卜
· “

耐
。九

备卜劲
十

备 劲 景
,

詹

澎尤 一

占留 毖 一

一
乡「‘、

二

一
· , · 、

· ,

一 一 , 。 ” 一 “
·二

⋯
· , · “一 一 , , ,‘

,

,‘

乡
、

·

瓮
、二

劲
。。

一卜
二

瓮
“ 夕

劲一 一 〕
“。 ‘一

一
乡。一“

二 。 。 二

一 、
, 。 。“ 。

。 。留 〕己
,

其中 , , , ” ,

表示向外法拔 , 的方向余弦 将式 的
二 , ,

代入
,

再利用

。 公式
,

得

胡 一 一

瞥
一

黔
御

·

十
卜 一

鲁
一

晋
”

司
一
仃黔朴旦二瓮澎业 十

豁
十 夕 十

影 劲
备

万

瓮
十

会 瓮 知 众 办

十

科瞥 黔 瓮
十

瓮
· · , ·

卜

晋 黔
刀舒

瓮
十 叽瓮

·

一 力

乡〔丽
二 。

一 、
二

一
· , · 一 、

二 ,

一
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仁
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叫
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厂
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乡
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步
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·

一

鄂
一

· , ·。十仁。,

口。
一
卜 孟 公 ,

—一

口

·

瓮一 一 ,一 夕
· “不·落 一
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七 口工

应
, 。
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把式 的右端最末一个撇积分祀作
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二
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—
伪
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份 广
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一
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仁 口了
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步卜汁

—
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—
一
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口”
一

口了
表示洽边界法筱 二 与切褛

了 的方向导数
,

虱
,

又
,

为作用于板 边界 的

矩与扭矩 图 的

亘一 厕二望
” ,

十 府 , ·

望 仁
, ,

工
, ,

一 一 对
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而 “
, ,

耐
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材
。

一 材
劣 。 , 二 , 二 , , ,

对
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从
,

一 , 二 , 。 , 二 一 , , 。 夕、十
,
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夕

此处
二 ,

岭
, , , 。 可以用式 通过 州 与 , 表出

在对式 助右端的第二部分采用分部积方法时必须注意 若板的边界不是平汾 勺曲

楼
,

则由于在角点处法拔 ” 的方向突然改变
,

丽
, ,

一

与
,

在角点处可 出现突变 换言之
,

它

他 只是在两相邻角点简为速镇函数
。
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一
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,

拐
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因此 卜面 的赶明对稳定简题亦同样适用
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