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长 圆 柱 形 扁 壳 蠕 变 跳 跃 简 题
,

刘 世 宁
北京航空学院

木文对渝了长回柱形夹层扁壳在法向
’

互定均布压力作用下由于蠕变引起的跳跃阴题 敲

为扁壳形状完全规
,

在跳跃发生前的变形是对称的
,

井歌壳体各部分处在同一温度状况下
,

本 文将确定跳跃临界状态的阴题和舒算到达此状态的临界时简的简题分别考虑 将前一周题

归桔成为寻求一个最小的本征植 , 因而在一些情况能精确地确定发生跳跃的临界状态 舒算

第二阴题时
,

我们采用了蠕变的流动理渝
, 同时略去了弯矩的高次喂及弹性变形 友内对这种

近似步麒还作了筒略的分析

引 言

近来对蠕变稳定阴题的研究很多 关 于这方面的 况可参背文献 「
,

到 目前为

卜
,

翘大部分研究工作集中于比较商 单的压杆尚题
,

其 目 的主要在于圃明蠕变稳定现象的

基本特性和寻求静算的合理原则 最近
,

这方面 的研究工作已 开始扩展到较复杂的精构

系扰 如无限长圆柱壳等

弹性壳休在屈曲时通常伴随着变形状态的突然变化 —跳跃现象 在蠕变条件下工

作的壳体也应考虑发生跳跃的可能性 跳跃的发生郎为壳体拮构寿命的籽 」卜 这种蠕变

跳跃现象的可能性不难由物理概念士估静到 当桔构在恒定外载荷作用下时
,

蠕变的发

展将改变拮构的几何形状和内力分布
,

这样也就改变了壳体跳跃的上临界载荷及下临界

载荷 如果临界载荷随蠕变发展而逐渐减小
,

跳跃的可能性就愈来愈大 因而
,

使外载

荷不变
,

只要蠕变发展到一定程度
,

壳体就可能发生跳跃 所以壳体蠕变稳定的临界时简

静算必填考虑到发生跳跃损坏的可能性
,

曾衬瑜过曲梁的蠕变屈 曲简题 他用变分法及数值积分方法静算
了两个具体数例

,

指明在一定条件下蠕变引起的跳跃是存在的 但他没有圃明现象的物

理方而
,

也没有拾出一般的舒算公式 此外
,

他只衬瑜了对称跳跃的情形
,

实际上
,

并多 清

形却是以反对称变形方式跳跃的

本文衬谕了长圆柱形夹层扁壳在法向反定均布压力作用下 由于蠕变 引 起 的 跳 跃 简

题 第二节建立了此固题的基本方程 第三节专阴尉谕跳跃的临界状态
,

并将此简题归

粘为一决定瞬时的中性平衡状态尚题
,

在第四节中应用蠕变的流动理渝求得了近似的跳

跃临界时简

年 月 日收到
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、

长圆柱夹层扁壳蠕变 川题的方程

考虑一 砖长的圆柱夹层扁壳
,

其宽 为
,

曲率半径为 扁壳的两边而支 支承
,

其 支座

简距离固定不变 图 壳休为铿质夹心掀构
,

外层板 山较恢的材料构成
,

其厚度 以 占表

卜卜两外从板中简 而之阁的距离 险 占 及很

中由多
,

饺可献 为其应力洽厚度 占 是均匀分布的

阴 处心层的拉压刚度甚小而抗剪刚度却较大

护通常 叼 从小
,

剪力一般 也很小
,

囚 此 可以略去
“

尚层的书扑日扛力和剪切变形 在 匕重蔺化假定
,

这种 火层壳的理渝在数学 有很 及的 简 化

这对尉谕壳体蠕变隐定现象的一 般 特 点 比 校 方

便
,

而实心壳体的情况 与这种情形并无原 差

由于壳体甚长
,

对 护离开端部校远处
,

可以献为各断面的变形是一样的 没 仁层板中

垂值于 扣汕的剖 而的 正
、

袱力为 , ,

下层板中应力为几 这 」弯矩
,

及内力
一

、

可表示为

、
、

,

“
气,

一 警
, 一 , 。

, 一 占 夕 ,

或者解出 少 和 ‘ 后有
,、

,一 含普
一

劲
一言

一

普
一

争

、了
、

、
斗

护

‘
、

了
、

考虑了 “ 方向位移 川 的影响后
,

平衡方程为

旦愁热十
、

仁
一

妙自
、 一 。 ,

夕
’

尺 口夕

,

二 二 二 一
、

夕

为 二 方向的均布匠定载荷
, 川 及 均以 “ 的正方向为 」丘

根据以 卜二而化假定
,

井考虑到 阳 可较 左 为大
,

仁层板及

向位移 。 及侥度 留 之阴的关系便可表示为

卜层板的应变 。 及 。 与 方

夕

, 一
,

石
乙

一 竺 十 立 夕竺

夕一伪一

或者
’

叮 为

、、

,

幻 一

会
一
青

一卜

合豁
一 已

一 空里
, ,

关于蠕变规律
,

我侧暂采用流动理渝 对 于所刘
一

谕的阴题
,

在艳大部分的变形过程中

应力变化是比校板慢的
,

所以流功理渝可以反映主要的物理现象 当然
,

应川孩化理渝就

更好一些 这时只须史动第四 节中临界时简的
,

计算就够了 但是植得指 出
,

无谕采用何
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斗 期 刘 世宁 二 长回柱形扁壳蠕变跳跃阴题

种理谕都不影响本文第三节的拮果
,

规律不影响跳跃的临界状态

应川 「斗 」中的符
一

号
,

可得

‘二 ‘ 一

对干 目前所对渝的具体阴题
,

可以近似地款为蠕变

川一
‘

‘ 二

一 ‘ ,

‘ ‘

一 上 刀 了一
‘ , , 一 ,

这里带有 卜标 ‘ 的符
一

号表示的是蠕变的应变速度
,

此外

,少曰‘
, 一 工 , 、 , 户

,

丁二

一
,

二

丫份
,

一 氏 , 点 , 己

丫

、 、

少,下
子枷、、

抢外执‘另一
冷二

,

是单 句受力时蠕变规体中的一个温度和 习
一

简的函数
,

自时臼句受力
,

寸
一

有
‘二

一 刀 , 梦

投长回柱壳的变形是平面应变
,

于是 ‘二 ‘ 二一 。

由此
,

可得

丙一﹂一改
一

‘, ‘

刀

‘ 、 ”

为了方便起 见
,

我们将总应变速度关系写成
沙

气一 了 ’
艺

令
,

此处
’

一 ”

。 刀 为孩温度时外层板材料的 氏模数
, ” 是 比

这里还设 , 为某一奇数
,

否则第二项应改为
、、 , , 、 ‘ 卜一

“万 以川 下 气
·

七 万

引进无量桐量

,
、

少

。,

尸一

。 左
户 二二 一

一 刀 一
一厂一︸

刃、

万
’

占

不夕

左 ’

一 对
, 二

, 了“ 一 不 万
,

二 左 刃
‘

占左

夕一
,

左

一﹂
︸刀

并以 ,
, 兹 等表示奥擎及 工亚’ ‘

口

可表示为

于是平衡方程
,

的以及变形速度与内力的关系便

水

夕

一

誉
。一

小
“ 厉

口刀
多

,
一﹃﹃︸一

一甲一口
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、

、、,一了,
,

了
‘

了
、力一侈白

︸

‘

尽
口 劝

口刁
碗

力 , ”

十 一 立 一 竺丫
,

」

、呢︷,‘一,乡

丸”斗
二 门 ,

口而 口劝 厂户

一 “ 留 十 尸
一

不
一 又一一 寸 一二

一 丁
亏 夕 匕

十 等

这就是阴题的全部基本 方程 这里我们假役了 厂 卜层板的温度相同 根据壳体的支持情

况
,

边界条件当 刀 一 。 或 甲 一 时 为

,
沙、产、,
‘

,
矛

、
了

、,上邝山汽,‘,︺‘
、吸‘
犷 ﹃
了口、

、

了夕 泛一

竺 二 江

及
‘ 口

少

仄 一 ‘ 叮 一 。

。 口

期题的初始状态应 由弹性平衡方程解出 此时相应的方程为

亚 鲍
己刁 月

户
岔 而

刃
,

毖户

刁

记
乃

丁 —
〕

八 。 “

户
一

,

万
甲

‘

了澎厉
气
—

一

于 夕 一
,

刀
广 」

— 多

﹁

刀一夕瑟一
月,与

边界条件么 刃 一 。 或 刀 一 时为

刀 一 一

及
、

一一口澎
刀一夕瑟一瑟

乃目声︺

这个朋题在 钊 中 有祥栩的副
一

谕

三
、

人丽壳蠕变跳跃的临界状态

跳跃现象是一种瞬时的变形过程
,

蠕变变形一般还来不及发生直接作川
,

因此发生跳

跃的临界状态是 由瞬时平衡的性 占所决定的 所以我俨汀工需要去决定蠕变发展到什么程

﹄,匕
可级派碱

】

⋯
一 一牙”、

‘

、

匕、西茹布斌入

佳格 位移

叉分点 极 鱿点

图
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期 刘 世宁 长回柱形扁壳蠕变跳跃阴题

度
,

扁 壳将发生弹性跳跃 弹性跳跃的临界状态一般有两种情形
,

一种是所洲 又分点
,

另

一种是所稠极限点 见图 在又分点
,

弹性平衡在小扰动范围内是中性平衡间 不难敲

明在极限点时
,

弹性平衡在小扰动范围 内也是中性平衡 事实上
,

在极限点 以前 图中

段
,

扰动载荷 断 对其本身引起的扰动侥度 古动 所作之功大于零眯毯图 」
,

郎

占牙

在极限点 以后 图中 段 具 有

占牙

闪此在极限点时必定有

占牙

占厉 。 。
‘

占硒““
’

“祝“ 一 ’

。旦 。而、。 、 。,

。。以应有 。、

方程 幼
, 占牙一 。便可表示为

旦竺三
夕 ,

这个条件实际 上可 由极限点 的定义值接得到 应用

塑、
。。 。

甲,
一一

丸一夕占﹂沁人一口口一兰尸

此式正是弹性小扰动稳定阴题方程
,

这就表明极限点为 中
‘

生平衡

根据以上尉渝
,

无瑜又分点或极限点都是中性平衡
,

因此确定跳跃临界状态的固题便

可 归粘为根据方程 及相应的边界条件决定蠕变发展到什么程度
,

扁壳处于弹性中性平

衡状态的阴题

决定跳跃临界状态的方程 还 可从另一种考虑方法得到 将公式 ,
,

对时阴

取导数后
,

再将它们与式
,

一起看作是变量 爪
,

户
, 劝 ,

户的概性方程 其刘
一

应的

齐次方程为

、
、

,,了曰
,

‘衬、
十 匹夕

户一
劝

刀
一竺尸

尸

一
功

口叩

八口一

一

·

户一平口一

。 ,

口 劝
口‘

—
州卜 尹元 二二

口夕乙

。单 一 。。 月李夔卜 , 一 。

。夕 夕 夕

住跳跃的临界状态时
,

咫题‘ 弓 一 的应不存在确定的变形速度 劝 , 乡的解 考虑到这一

事实
,

跳跃的临界状态便可根据齐次方程 夕一 在相应的边界条件下存在 劝 ,

乡
, 碗 ,

户

的非全哑等于零的解的条件来决定 由方程 及 消去 碗
,

便得

月兰止苹
口刀

,

斗劝

佘会
,

一卜 ,

穿
一 。

一

于是我 又重新得到了本厦

足的边界条件为

当 夕 一 或 刃 一 时

及

与 相 同的方程 根据边界条件
, ,

得到所应满

一一
去佑一

,

厂
飞

场一夕己一口
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。 ‘ 。、。 一 川
’

钾
一

卯
。
。 一 。一 。

口夕 刃

式 一 夕便为用来决定跳跃临界状态的
一

方程及边界条件
,

其中 动
, 夕是随蠕 变变形而

逐浙变化的
, ‘

乞侧应 由方程 的一 解出 夕在这里可戒为一本征值 以 后的 耳体舒

算表明
,

最小的本征价所对应的状态便是最先达到的跳跃贻界状态

我们 没稿壳的 几何形状是完个规 则的
,

这时 由 于刘
‘

称关系
,

在跳跃发生之前 变少训等对

称 忡点

阶协
不难“ 出

,

无嗣 的形式 、啊
,

劝 一 人 痴 左二 ,
、

玲
一 , ,

⋯
户一

‘

是简题 旧 一 自 的一 初
一

本征函数
,

其对应的本征位为
,

斗澎尸尸
尸 一 一一

。 犷 斗

具有实际愈 勺均址 左一 的情形
,

此时

户
一

尸尸

式 不是阴题咬 。 一 的本征函数的全体
,

但 由以 隋寸肃可知
,

在一 定条川

少矛 确为最小本征值 因此它确定了发生反对称形式跳跃的临界状态

气

、

产

现在副
一

谕对称形式跳跃发生的条件只及在什么
’

青况下褥变为反对称形式的跳跃 近

似地役

艺一
“ ,

少
““

’

夕 下

一 兀 ,
。

‘

对式 川 应川 厂 成 团‘ 方法
,

字卜汁算式‘
、

,

得
一

丝 一 。
凶

‘
一 一

粤
、户

一尤

价
合此方程初 之行列式为雾

,

打引进变 星

,飞
、公产

斗了
子

弋
了了仁

户

、

价
、

、

一一
尸﹄

便得发生对称 方式跳跃的条件为
, 只 了 产

”一 竺玄 洲
·

介式 勺 ‘歹式‘弓的中的 相等就可得对称跳跃怜变为反对
’

称跳跃的分界点 为

乙“ 一 气

由于 夕 随蜡亩变 变形是先增大而后诚小

户 如果跳跃发生 干 梦 , ”

如果跳跃发生 卜宁 川叶

参石图
,

所以根据 及 夕
,

可得如 万精谕

则临界状态 由公式 决定
,

而变形方式是对称的

则贻
,

界状态 公式 气 决定
,

一

而变形方式 址反对称

的
式 的

,

扣 都是近似的 掀然
,

式亡 。 偏 高血条件 。 偏低 式 巧 “具 是完 浑精
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耐勺的解

值得指 出
,

如果采用蠕变的弦化理渝
,

在以上的近似范围内
,

所得拮渝仍将相间

由公式 的或 帅确定的发生跳跃的条件是完全理想的 在实际情形中由于各种随

机因素的干扰
。

跳跃总是有 不同程度的提前 但是对
一

本文考虑的阴题来耕
,

随机因素的影

响井不象对其他一些阴题 例如受轴向压力的回柱壳阴题 的影响那样严重

四
、

虫需变跳跃的临界时周

由于存在蠕变现象
,

扁 壳握过一定时简之后
,

就可能达到跳跃的临界状态
,

而不可避

免地发生跳跃 这个时简称为跳跃临界时尚

要静算临界时简
,

就要积分方程 弓 一 可以看出
,

要精确地解出它们是极为困

难的
,

同时由于蠕变规律本身的分散性
,

这样做
一

也是没有必要的 我俨 将采取以下的近似

步敏来解阴题

首先
,

不难估补到扁壳中弯矩比较小
,

所以我们在方程 及 中暂时保留 的一

次项 其次
,

从以后的初步估舒表明
,

在跳跃前艳 大部分时周里
,

弹性变形速度远小于蠕

变变形速度
,

只有在发生跳跃的临界状态邻近
,

弹性变形速度才有可能达到极大的数值

因此
,

对于舒算临界时尚也不妨将弹性变形略去 于是方程 夕
,

便筒化为
。 ,

口访
户

一 二 , 二
目

口刀
‘ 一卿

一‘ 加 ,

一 ”

留雳
一

份
·

入

,

乡
户

一 二二一 一 勿
刀

‘

将式 对 夕微分两次
,

以式 幻于七入
,

得
创劝

,

厂 、
”

护厉 一 , 「

丽 下 吞订少砰 一 百叮少 晒 “ 一 “ 斗

利用式 劝
,

条件 可改写成
‘ , 。 ‘ 口而 劝

,

了户 、
”

“ 、 丈夕“ , 一 尸 、 万 叹 一 。刀 一 、— 一
甲 甲

于是阴题蔺化为在边界条件 及补充条件 们 下求解方程 斗

法近似解之 将式 代入式 斗劝
,

得

我护号用
’。刀任 方

,,
,、斗‘‘

。 尸矛 厂户、
” 。

兀 乙 乙

将式 再代入式
,

两边乘以 叼向
,

由 。至 积分
,

得

肠一 勃 韵
” ·

羊韵
”一‘

瑟
, 一

刁
一

由式 引进变量 之后
,

式
,

的可筋化为

尸夕 乙

丫云牙 夕

乙 一竺 交二互丫
月尸 形

一

宁
” ‘

朽

斗
、

式 , 良确定了 户随 乙变化的规律 图 由公式 朽 及跳跃条件 的或 便可决定

跳跃临界状态时的
,

然后 由 式 斗 就可得临界时简 的公式为
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奥 还垂丫’
。 , ‘ , 一 价二全类牢

一

丫尸 允 ’

二
几

, ‘一
‘

其中
。
为初始弹性平衡状态 以下分条列 出各

有关公式

认 的舒算 当

‘

,
,、

,
‘

﹄吕了、
、产

‘
、作作作作作作作

兀 , 户户户户户

产

不浑浑浑浑浑

丫丫丫丫丫丫丫丫丫
针针针针

万细

丫丫丫丫
孚孚孚孚孚

、、、、 卜‘ , 肠 一一一

、、勺 ,

一一一一一一一一一一一一一一一一一一一

口 口

。
,

一

李奥 一 , , 。

伴 丫

时
,

认
,

由公式

丫云尽上 压歹一二万
雨奋

‘

叼丽硒
舒算 当由式 算出之 二 不满足式 邻 时

,

填应用条件
,

自应由公式

图

尸矿 了
, 山 护、

了下千二 上 ’

丁 少一
丫

‘

, 。

确息 实际舒算可采用 图解法
,

较大的根自为 如果方程 知 不存在正实根
,

就表明

扁壳达不到理想的跳跃赐界状态 应注意当 认
,

小到接近于 时
,

本节所用的近似步碟

不能拾出可靠的拮果
·

对于这种情形
,

以下将作砚明
·

当 氛 ”” 》 时
,

式 ” 可篙化

为

认 、

剪户勺
,

亡。的舒算 初始弹性平衡位置可 由式 一 的 解出 当初始弹性挠度很小

时
,

可用下列近似公式
, 二 了 孑 、
·。

一 丽
一

三丁亘 ’
允月

‘

弓

劝
,

的静算 当蠕变爱律 始定后
,

我们不难由式 舒算 如果 九 相当长

而
’

可祝为一常值
,

式 可写成
‘

黯 翻
”

一狡华声牢
当 , 已知时

,

此式很易积分 式 穷 有时还可筒化
,

毅 认 不过分小 例如
,

不小于
,

不

难看出
,

只要
、、声了、

︼、︸圈,目﹄︸‘、
‘、

式 就可筒化为
穿

《 ,

斋勿
”

·

妙
‘一 ‘ ‘ ’一 ‘扩

·

条件 通常能满足 进一步我们还可注意到
,

如果

‘一 ‘。 , , , 多
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式 , 中 乙
,

尚可删去 这表明此时无需精砂逅十算

五
、

若干阴题的对谕

先瞥略地对渝一卜略去 硬的二次以上的项及弹性变形的简题 将式 的积分
,

井注

意 。 一 一 。,

便得

了 八
水 一 、万“ 一 “少

‘

刁 、、

一

一 刀戈 一 十 乙户酬 彩 镖一小一
以式 弓 代入

,

得
一 斗牙厂 、

“ 一 —
、 一 一 二

,

叮 ”

十 叮

一 、 , 二刀 ,

写

此曲拔亦糟于图 中
由此可知

,

只有当 很小时
,

粤 才变得大起来 与 户之比为

警一

弩
二二

所以在式 中舍
,犷 的项与只含 的项之比为

次以上的项所引起的相对筷差的量极为

,

所以大致可以款为略去 的二

导执已 马
’,

“ 忿 丈
〔

少是扁壳中点的瞬时矢高 通常这是一个可略去的小量
,

所以略去 的二次以上的项是

可以的 但是当 杏较小时
,

前节的公式就不很可靠 不过进一步的估爵表明
,

只要 亡。

比

较大 例如满足条件 斗 ,

使 认 稍小一些 但不过分小
,

式 乡 或 , 的 仍然可以应

用 原因是 小时
,

变形速度也大
,

所以它对总的临界时简的影响并不大 类似的估舒可

知
,

当变形未接近临界状态以前
,

略去弹性变形所引起的相对毅差的量极为 护
,

因此它

比略去 二次方以上的项所产生的视差还要小些 在接近临界状态时
,

一般靓来弹性变

形可能迅速增加
,

但其翘历的阶段不长
,

所以也不会对临界时简有很大的影响

关于 认 很小 例如
,

接近于 的情形
,

应区分
。是否满足条件 弓 的两种情形 对

于满足条件 , 的的情形
,

卜段已握指出仍可按所抬公式静算庙界时周 至于 亡。
也很小的

清形
,

本文没有衬谕

在实际情况中
,

由于各种随机千扰 因素的影响
,

跳跃一般总是提前发生 我们可以用

△牙一 仄 一 互

来大致表示可能发生跳跃的安全度
。

牙 为对应于某一 值
。

时的上临界载荷
,

根

据公式
,

有
‘

兀 。

△孕 招 一牙于 ‘ 一
丫 左

,

川 八

, 、 〕 〔〕 , 仁
,

、

一

一了‘

一

召 。刀君 户户
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干工协 、,

丫
,

处飞, 、 正 , , 只 , ”劝 汤、 只 月 , ,

万 对尸 、
,

‘ 一, 厅探 了 才
,

, ‘

胡
飞 , ’

工
’

王 几 卜 飞、 。全 , , 口‘ 另
一 ,丫 乙尹

,

万 闪挤 , 刀

‘必尹君产

却户 对己‘八
, , ,

一
‘ , 、、

,

卜
, , 互 。月 , ‘主 夕 , ,

爪 ” ,

八
‘ , ” 耳刀 月 工 , “ 。八 , , 万 , 。一 叭

。 、飞
一

,

廿 , 益 ”
、

术〔 , 〔 、 厂 , , ‘了 了讨‘,
, 左夕左

了 了
, , ‘令以飞,

一川 。

川

工盛
、 一 “

尸‘·

寿‘, , 义 八 。 , , , , 。 , , 、 , , , , 。

戈 飞派入‘乙压

。 下 , 飞。跳 。一
、

, 、飞 、 丫 、 、 ,。 飞

、、 。、 、 ,

夕 ℃。 〕, 、 。 、 、 一【 上。

, , , 〔川 〔,

以 、一 。 , 一

月二

〔、 。、、、。 、 套
’ 声

夕
, 了飞 川 、

吕 二 乙 、

一 土 一 十
一

氦
艺 、、

厚

。 。、 《、 丁 , 、 ‘ “ “

、 , 。。 。
’ 。 。

一 ,

‘一

厂
‘

卜
沙

,

刀

甲
“

「 工

、 ,

。 、卜 三

、

。

、 〕

嘿〔卿丫
, 。

百
兀一

尸
、 兀 。

。

乙
一

卜

李 「 尸 雌一 飞

” , ,

—比 写
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