
、

第 气卷 第 期

年 , 月

力 学 学 报
日人卜

,

玩
, 石

混凝土的徐变 , 松弛与弹性后效
’

趁 祖
、

武
天津大学

燕蒸篆蒸熬
幻 只

,

它介弓的区别在于选

性厦有影响
,

特别是

提出一个核的形式
,

数据作了比较

一
、

混凝土的徐变与弹性后效

我们限于研究应力较小的筱性理渝 , 因为相对来敲
,

屯比较霄单
,

而且拭毅查料也被

根据裁盼铸 ,

在加载后不长的时期丙、徐交曲枝的坡度
,

自变形速度
,

、

恢辍于应力作

用时简的关短及混疑土的始期
,

拯过已定时面后、变形速度只依辍子观测时刻的龄期
,

不

向龄期加载的徐变曲极成为发相小拧的曲钱 在应力较小时
,

徐变变形与应力成正比体

迭加原理适用于徐变变形 卸载后
,

徐变变形的一部分是可恢复的
,

我摘称之为弹性后

效或可复变形习 根据这些查料
,

我们对混凝土的徐变作如下假定 在每一无限小时简 女
丙泣方冲身祈 产生两部分徐变变形 第一部分是 “ 一 卿机 它与龄枷有关

,

并且随时固的增加而减小
,

郎与 一 ‘ 有关
,

此处 气是观侧的时刻‘、

当 ‘ 一 ‘

手限增长

时
,

它趋于零
, 因此它是可复变形

·

第二部分是 ‘ 右
,

屯与龄期有关
,

但在时简过程

中保持不变
,

是术可复变形 在应力作用的历史过程中
,

这两部分变形的总和祖成徐变变

形 可以写出徐变方程
,

一命
十 一‘咖

·

成
· “帕 一

备命
面

,

式中右方第一琢是弹性瞬时变形
‘

第二项中的菌数 应有以下性质
‘ 一

〔 , 一
, 。 可卜 ‘

,

介 一恤 一
常值‘

第三项积分内

钓 一 卫二

口

、

, , 厂
勺

二 , 户 气 ,

又

年 月 日收到
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这样写法是为了便于由徐变曲枝选取具体的函数
靛输曲核只表达了部分徐变变形

’

从 式可看出
,

如果适当地选择函数 及

接近于常值
,

第三填仍在增长
,

这时变形速度为

因为瞬时变形是随龄期改变的
,

通常

,

在加载握过一定时期后
,

第二项已

一 、

—
户 又 少

,

它只依辍于龄期 从 式还可看出
,

在加载后斡短时期内 变形速度还与第二项有关
,

郎还依辍于持载时简的长短
,

这是老化理萧所不能表达的

式与 加 服 的基本方程

有下列关系
‘

二宾二 一 ‘ ,

李 弓勺 。 , , 二

石 戈 ‘。 口 君 又 」

一
,

钓 一享
。

但如果将徐变度 , ,
’

动 选取如下的形式
, 协 , , 一

,
,

的

那就不能表示徐变曲拔平行的性厦了 只。此 」 选欢的徐变度表达了曲拔的平行

性盾
,

但是较为复杂

在卸载后
,

部分徐变变形恢复的尚题是值得注意的
,

因为在工程拮构中
,

常有应力下

降的情况 以前缺乏系枕性的弹性后效贰膝查料
,

因此有关这阴题的拮渝很不一致 有

的文献 敲为可复变形是徐变变形的 务至 多
’

也有文献 欲为是 巧一 务 在最

近 只。朋 的工作 中
,

提供了比较系枕性的卸载截盼查料
,

其中两粗栽嗽曲枝兑图

及图 “
·

由和载曲钱可以看出
,

除了个别的情况执恢复的变形与龄期没有明显的关系
,

并且与应力成正比 式表达了此种性厦 在加载后握过一个时期
,

、

可复变形已然充

分发展
,

它的总值为

弓

对

,,,,,,,,

目加 ‘‘‘‘

肠肠肠肠肠肠‘ 。 。

一一一一一一一一一于于于于吓吓
·

日日 不不 川川不不不不 日日刃刃匕匕
日 川川

、

小

川川 日日 」
一

州州州州即即 一 一一 口口口口口口口

尸尸尸尸尸尸尸尸
戈戈戈戈戈戈戈戈戈戈戈

厂

月月
匕

一 目目

一
下丁 可一 可只只

门门 ⋯云南南叮叮叮叮叮叮丫丫丫刀 目目比 刀 川 日日日日日
”

’ 甘 叫叫叫 , ,, 几二 门门叮一一一一一一一一 」」

一
一

口口口口口 口口日日日日 阿钾 ”

旧旧立立
巨山 曰 曰

则
, 。。

一一一一一一一一一一一一一一遗

七令补城电
、之

·

小策峨

混杖王岭期 刃

图
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期 赵祖武二 混凝土的徐变
、

松她与弹性后效

厉厉厉
叫叫

不不,‘‘、 ,

丁丁丁丁
亏亏

用用石石 尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹尹下下尸‘弋 ,,,,,,,,,,,,,
一

‘二

印印印印「「团团团团团团团团团团团团团团团

石石石石汤

洲洲洲洲洲萨萨萨萨萨萨萨萨萨萨萨萨萨萨

」」」」
阳阳日日门门卜 口口 夕夕

」」。届届万万万万万万万万万万万万万万万万万万万万万 。 , ,
尸尸尸尸一叫叫 ,

沌 一亩 晒矛玄玄玄玄玄玄玄玄玄玄玄

““““

哨哨团筋开开
, 一一

回 弄干干
召二污污污’’’’’’

目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目目 目 川川
’

” 一一一一一一一一一一

口口口日日口口
相匕口二二二二口于 曰 , , 下下一飞一不 丫节厅 门尸 一 一下 , 娜娜 门门

‘了或厂弋弋卜 川言尝东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东东日日日日日日日日日 、‘

灯令小形烈色
·

小资拭

肠 一
, , 一一

七华牛而而
,, 昌昌 一一

二二向向气科科
牙下】代 一二二二 下「「下吓吓下厅厅下庄庄下丁丁刀下下律

’’’

曰曰曰曰
二井击冲了下 「「 曰 曰

”
’

” ”
’

一一一一一一一一

脸脸
公 , 百 甘 「丁 一 一

种 口 二二 ⋯⋯ 二 与’’’’’ ’

匀匀解‘‘‘‘‘‘‘‘‘

混凝土聆期 ‘ ,

图

。‘ 、 才

一
·

」
, 、。

考虑到函数 的性质
。

可看出这总值与加载的时刻
。

无关
。‘ 、 才

一
· ‘、。 一

,

少“

一
“· ‘ , 。 一

十

十 减
才

一川
, 一 。 一

,

、 一 ⋯ 、
一 , , 。

故知只要持载时期足够长 实际上也不是很长
,

可复变形的总值与加载及卸载的龄期无

关 于是函数 中的第二个变量 丁 只影响 曲援的形状
,

实际上我们可取 , 一丫 ,

自只与

持载时简有关 这时徐变方程为

一命 犷
。

减 一 、
·

犷
。 ·

巨卜景
·

命扮
·

式或 式表示卸载也适用迭加原理 贰睑 指出
,

在卸载时
,

迭加原理不完全

适用 但本文后面的具体数字表明
, 弓 式既能相当好地表达徐变曲拔

,

也能较好地表达

可复变形
,

这是因为迭加原理仍能近似地用 犷卸载情况的椽故

在 。 式中
, 一

共万 又

, 一 丫 , 丁 罚‘是单稠下降的画数
, ,

创凹的微商别是单副上

升的函数 它们可以相当好地表示如
一

凡

、台
一 “

万
“ 声 一 气

‘ 一 丫 , 一 艺
。一 , “一‘ ,
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钓
、万, , 、 一月产

一 乙曰 右
苦

代入 式
,

郎得

。 一

成
“ 十

沙 一卜
, 。‘

习
矛。一 ’‘ 一 , “

。 ·

勒
一

气 军哪
口一“

卞
当‘ 为常值时

,

有

一 “ 十

沙
一 ’

军丛 队 一‘ ‘一‘ ,

可、 、

‘

十 一
勺

‘

尽,

一尽 一日
〔

式中右方后二项是徐变度

通常弹性徐变理谕采用的徐变度如下式
, ,

一 。 〕

丛、。
」一

‘ 一 一

将 式 心人 式
,

具可复变形为
‘ , 。。

孕 一 幼 一。一 、
勺 公 “

从这式子看出
,

一

当加载龄期较小时
,

可能得到 负值的 可复变形
。

郎卸载后徐变变形 不仅不

减小
,

反而糙糟增长
,

如图 所示 这是与实喻不符合

的 也是不合理的 我们来看一个实际工程使用的混

凝土 例如可采用的徐变度参数为
工 一 。 , 义一

根据这样的参数补算后
,

得到一些桔果如下 如巢在龄

期 日加载
、

在 日以前卸载时
,

可复变形为 负值 如

果在 日加载
,

则在 日以前为 负值 如果在 日加

载
,

则在 日以前为 负值 可复变形不仅可为负值
,

并且其艳对值可以是很大的数字 例如在 日加载
,

到

日时 可复变 形的艳对值豹为徐变变形的二倍
,

到 日时钓为一倍
,

到 日时构为一半

在 日加载
,

到 日时可复变形的艳对值豹为徐变变形的二倍
,

郎若在此时卸载
,

徐变变形

最胳将增长二倍
,

并且握过 日郎已增长一倍 这样的拮果显然与具实情况相差太 人了

不采用 式为徐变度
,

但所取徐变度式子中包含与 式相同
一

的项
,

例如
·

只 皿 的徐变度式子
,

也可能发生与上述相似的情形

现在来看 式是否能表示徐变曲换 对 只皿 〔 〕 第六祖拭件贰算的拮果

可用下式为徐变度

旦 , 一 〔 一 己“
·“ ‘一‘。 己一‘

·

“‘。

一 犷
’ ·。‘

改

。却
·‘,‘ 一 己司

· , ”‘ 〕 司
·

明
‘

一 。司
·

期‘
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期 赵祖武 混凝土的徐变
、

松弛与弹性后效 络

表 徐变度的理骗值与实肠值比较

火火
‘‘

斗 , 斗

斗

斗斗

斗 一

咬 斗

式的数值与实输的比较列 于几
表 没有括弧的数字是实睑值

,

有括弧的数字是 式

的数值 按照 式的徐变度补算此率的可复变形为 义 一 持载时简超过 日

这数字与图 曲接此较也是大致相符的 由表 所列数字
,

可以款为 式既能表示徐

变曲搓
,

也能表示弹性后效性质
,

并 巳在第一 个积分中只取一项就够了

一
。 十

沙
了。一

卜
己

一
十

扮 沙
‘ 一

叭 万
久“ 潇

一 鱿

此式虽然包合霹多参数
,

但由实喻曲拔确定这些参数并不十分麻烦 先由实膝查料找 出

可复变形数值
,

再从徐变曲拔减去这些数值
,

可得到只 由第二个积分表示的徐变变形
,

郎

老化理渝 利用曲筱平行的关系不难求 出 ,

及
,

由 图 中看出
,

当龄期很小时加载
,

并且应力作用时简不长
,

例如在 日加载
,

日卸

戴
,

可复变形要稍大一些 为 表示这种情形
,

我们可将 式中第一个积分改为
。 , 【

’ ‘ ’

一““一“ ‘一‘ ’“二

式中 丫的数值此较大
,

除了龄期很小时以外
,

一般可以将含有它的项
’‘ 一“ 略去 现有

实肺查料还是比较少的
,

这种情况是贰眺毅差抑或具实情况
。

目前简难判断 一般情况下

我佣宁可采用比较商单的 式

式比老化理渝的方程只多出第一个积分
,

我们可以用它来估针老化理渝在什么

情况下适用 在龄期较小
,

或应力变化不大而作用时简较关的情况下
,

老化理渝可较好地

表示徐变性厦 这时第一个积分的数值在徐变变形中只 占一很小部分

二
、

混凝土的松弛

变形固定为常值
,

应力逐渐减小的现象称为松弛 棍凝土的徐变与龄期有关
,

因此它

的松弛阴题也与龄期有关 混凝土的松弛曲筱抬副
·

算温度干精应力很大的方便

将 的式对 ‘ 求微商
,

以参数 又乘 。 式
。

将二者相加后再求对 云 的微商
,

就将积分

方程 蒋变为微分方程
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“

勒一 卜川
·

桥补
艺

一 一 ,

万 一““

卜 万
了 又一 。 一 ”了‘

一
一

,

式中字母右上角的撇号表示对 的微商

在松弛阁题中
, 。 ,, 一

,

一 。,

故得松弛 方程
“

补一 了 十 ‘“ 十
万

” “

一
一

,

补
一即

」介 勒
又一 助一即 一

。
·

这是变系数拔性微分方程 作变换

一 。一“ , 〔

其中 , 是 一个常数
,

井且是 及 月, 的最大公豹数
,

郎
, 一 、、 ,

月, 一 尽了 ,

其中 反 ,
及 尽

, 都是正整数 为方便起见
,

再取符号 无 又一 石 挫变换后的松弛方程为

“

岑
乞““ 一少·” 一 “ 一

·

万
刀 “

一
‘ ·““‘

斗
一

岑
￡“”‘ ·“,

’

不 “一 “
·“”‘ ‘ 一

·

此处的微商是对 的微商 于是可看出方程 有奇点
二一 小司 。 ‘

艺的牛定方释
、 犷 一 理 一 灭搜 一 汪 、 一

有两个根

一 及
,

·

二

一

卜 又 了

月 了

的

所以可将方程
一

斗 的两个拔性独立解展开为 的慕极数 为了方便起见
,

我 直接看方

程
,

它的两个筱性独立解可写成

, , 一 一‘ 艺
“ , 。一“

, , 一 艺 。仍 一“
一

扮一艺
“ 。 。一“ ‘ ·

, ,

其中 是第二个根
,

友为一常数

现在先着第一个解
,

以 式代入 式
,

得
狡

一

,

一
、

一 十诬 了、了

书

乙 又 十 厂 汉 渗“ ,
‘

十 ‘臼 之公又 十 又 十 士 一 入 招声
刀 二 〔

艺艺 一 。一 一融几
魔 。 。一时 一 。

有了具体的 口 和 日 的数值
,

就可以整理方程的左方
,

得到 ‘“ 的幕极数 合极数各项的

系数等于零
,

就得到辞多代数方程
,

用它们来求
。

第一个方程
,

郎零次慕的系数等
一

于零
,
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期 赵祖武 混凝土的徐变
、

松弛与弹性后效

是 阪等式
,

故
。
为任意值 以后逐次利用一个方程求一个

, , ,

它们都可以用 侈 。
来表示

这样就可以得到第一个解

‘ 、一 、。一

艺
“ 乳。一“ 一

其中 旅 一 ‘ 可 是已知的数植了

再看第二个解
,

以 式代入 式
,

得

艺 汇击 一 劝 一 , 一“ 十

十 艺艺 入 。 一 天 , , 。 。一‘仍 十印“

艺艺 〔灭一
、

一 舀 。
了右。 。 一‘’” 日‘,“

反
‘

艺 一 ,

一 灭 。、 认一 ·,了

十 形艺艺 〔又一 。 、

净
,召二‘ 一沁叶动“

十 形艺 艺几 几己一淤
十

枷 一 。

此处 军 一 如
。 , ‘ 氮一心 甄

通常由实睑数字箭算出来的 不是整数
,

这时可合 衬为零
,

刻求系数 ,
。

的方法与
。

相同
,

于是得到

几 一 吞,

艺 琉 一 ”解

其中 式 一 些 是已知数了
。

若
犷 为整数

,

在整理后
, 一哪 项的系数中将没有 云 这时如果 一 的系数恒等于零

例如当 犷
小于全部 丙 及 尽, 时

,

瓦 将是任意值
,

可以款为它等于零 同时合 形 一 。
,

如

果 犷 的系数不是零
,

我们要投 友
‘

今 。,

将 式整理为 的慕极数
,

使各项的系数
等于零

,

就可得到用
。

表示的 , 及 形了 这时第二个解是

一 愈
云氛一

, 广

一鑫
·乌

一
其中 冻

, “二
,

军
‘

一 形
。

都是已知的了
·

我们已得到两个援性独立的解
,

它们的和就是通解
,

其中包舍的两个任意常数
二 。

及
。 由始值条件确定 始值条件是松弛开始时的初应力及应力下降的初速度 没在 , 。 时

开始松弛
,

郎在
。

以前无变形
,

在
。

以后变形为常值 初应力

。 ‘、,

卜
翻

, 岸争毓
‘

乙鱿
“ ‘
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,

卷

将 式对

力 学 学 报
一 一一一

一
一 一一一 一

一一一 一一 一
—一

一

一
一

一
求微商

,

得
‘ 一

袱
“ 十

沙
一丫 ‘

一
“ ·‘ 。

一沂 十 ·

沙
一民

合 。‘

一 。及 , 一 , 。 ,

郎得初速度

,
‘ 〔, 一 一

艺 。 。一即
。

艺
, 一““。

, , ,

〔斗

例 我了
,寸仍少布」

度的参数如 下

一

又一

弹性模量的参数为

只 阳 〔“ 的第六祖栽件为例 前已求得徐变度曲筱
,

所以徐变

马几
,

一
,

月 一
。

一 斗

月 一
,

朽

一 斗

斗

左 一 斗 ,

一

以 一

〔 , ,

斗 , “ 一

选 了 川 此
,

有

又 一 斗 , 反 一 多

尸‘ 一
,

风 一 夕 , ,

弓 ,

。

一一一一伪一伪

由 式 算得
二二

多 土

它不是整数
,

因此两个拔性独立解为 约及

下

分别 由 式及 式求 出
,

及 右。 如

“ 一
‘, 一 朽
“

屯
。一 一 斗。

“ 一 一

‘ , 、 一 一 斗

‘, 。 一
‘、 二

、 , 一 多

成一 。斗

右 一 斗

成一 十

右 一 一 斗

右 、 一 一 斗

占 。 一 一 ,

右 , 一

占 一 斗

、 一 乃

“ 二一 土

二 、、 一

。 一 一

。 二二
一 斗 ,

“ , 一 一 斗

右 一 ,

乡 。。。一 十 斗

一
一卜

、 一 。

一

右 , 一 一 ,

占 一 一

右 一 一

其余的 浮 ,

及 编 等于零或数值很小
,

可以略去不升 在补算系数 编 时
,

虽然不是整数
,

但它接近于整数
,

因 此需要估补
,二 的数值

,

看它是否可以略去 由静算它的代数方

程
,

不难直接看出它是很小的 松弛曲拔的极数包舍很多项
,

为筒单起觅
,

可将指数相差

很少的项并为 一项
,

例如将
己一乃 十

,

牛己一 ‘

十 已一 外

改为 十 。 的 。刁沁
。

这样作不会引起较大的筷差
,

因为后两项的系数较小

最后得到松弛曲栈的式子
‘ 一 ‘ 一‘

·

‘ ,‘〔 刊
·

“ 多斗君司
· ‘

一

一
’

司
·

‘ 夕 ‘刊
·

‘ ‘ , 一
· ‘

一 。一 ,
·

‘ ‘

十 乡。 十 斗夕 司
·

姗
‘ 月一 斗 一

· ‘

十
,

一
· , ‘

一
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期 赵祖武 混凝士的徐变
、

松弛与弹性后效

一 ‘刁
·

。》 一
·

再利用始值条件 及 就可以求得常数

弧内的数字为理希值

一
·

‘
一 。一 ,

·

‘ ‘

。

及
。

表 示理渝值与实喻值的比较
,

括

表 松弛曲校的理渝值与实跳值

卜 、、

句句
、

·

斗

夕

。

斗
‘

在徐变方程 中
,

第一个积分内的影 响函数取 一 一 这样作会低估了徐变的初

速度
,

因此也会低估了松弛曲径的初速度
,

所以在松弛开始最初几个小时的应力要比其实

情况低 不过这可能是不太重要的 如果我们取 艺
‘ 一 一。为影响画数

,

就可以改进

‘

七
,

理输及补算原 仍 旧不变
,

只是将增加补算工作量 只。皿 也曾舒算第六相试
件的松弛曲枝

,

在龄期 日开始松弛的应力低于实脸数据
,

相差达 务 之多
,

其原因可能

是未正确的反映弹性后效性霓

我们引用了 只坦。 的贰膝查料 他的贰肺不是没有缺点的
,

例如每祖只有一

个贰件 但是考虑到 由徐变方程演算出的理谕松弛曲袋与实喻基本符合
,

因此仍能 由他

的贰睑得出一些桔渝 关于弹性后效固题
,

仍需糙擅进行亨不苹的拭硫
,

以便完全确定它

的性厦
,

并进一步检睑我佣提出的假定 因为考虑到混凝土性厦的复杂性
,

个另 贰盼不足

以作为最后定渝的根据
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水 以
一

’
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入
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,
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五 ,

‘ , 从
了 一

, ‘ 十 ‘ , 尸 。 一具
,

二

华了
一

、认

, 。 山 。 万 又丫少」

只八 犬 月 从 幻 以 负

犬 ‘ 一 厂 , , 一 。 , 一 。

才

一
·

」
、,一。

一
’

习杆瓦益 。 月 选 二 。。 咬 、。月 让 、 二兹 户 中

川此 几 , 只 ‘ 仃 月 仄 叮 。 仄几“ 几

八 益 月 只 益 只 “月 水 只只 ,

‘ 几。水色 几 分 。。 从
,

肥 。幻

只八加
, 只 八 只 八 仑 只 月 祀 “

水
, 几。水 月 , 月几 月 班

咖 幻 从认 几 尸 丁 , 只。工。认 月、

· ”

告
, · “ “ ” 幻坦

一
·水

一

刃

尺 一 丁

丫 一

十 艺
, 己一

一 一人 一

艺
, 。一即

月 幻 只

,
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