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圆柱体具有圆弧裂罐的扭蒋周题
,

王 开 福
复 旦 大 学

一
、

弓 言

殷一圆柱体的圆截而
,

从敲截面边界 任意两点 出发
,

分别具有一条任意曲技形状的

裂键
,

如图 所示
,

对于这种一般性的裂糙圆截面的扭褥朋题
,

到 目前还没有解决 在最

商单的情况下
,

郎从圆截面任意直径的两端 出发
,

沿着值径的两条裂徒 刁 和 尸 如图

所示 的报娜 周题
,

在 犯 年威格尔斯沃斯 得到了解决
,

但其裂徒 搜 尸 和 尸 的长

度都不能等于敲圆截面的半径 而在本文中对其找 出了复报曲函数
,

同 时对更广
一

泛扭搏简

题 【郎从圆截面边界上任意两对称点 出发
,

具有两条任意长的正交于边界的圆弧形裂键
产 、 厂 、、

才尸 ,
粗 口尸 ,

如图 所示 的扭搏简题 的复扭曲函数进行了研究

习 多

二
、

甜渝将具有圆弧裂糙的圆截面
,

映照到半无限

平面的映照函数

、夕、了︷吧、吸、

投如图 所示圆截面的方程为

尸 十 犷 一 ’芍

义殷与 囿截而边界正交的圆弧形裂艇的方程为

万 一 、“ 十 衬 一 尺遗
,

其中常数
、 由图 所示的几何关系为

〕‘。年 刀 川 日收到
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、,
产、、了、了斗一﹄︸

﹄了吸、了气、厂‘戈。 一 斌 圣 东

将方程
,

变换为复变数 成一 劣 勿 的方程
,

则分别为

‘ 一 圣
,

行 一 二 十 牙 受

首先取映照函数

宕 一 ‘ ￡ 一
’

其中角度 按图 所示的几何关系易得
。

一
‘

鬓
·

⋯

映照函数 将具有裂榷的囿 如图

斗所示 取圆截面中两裂耪的端点

应的两点 洲
, 尸玉的坐标为

, 犷

映照到具有裂艇
‘

尸 和
‘
尸玉的上半 君 平面

,

如图
, 尸 的坐标分别为 。 , , ,

将其映照到 ‘ 平面中对

么阴 ,

,

一 名 一 口‘“

‘ 矛 名 一

一 二 一
‘

口艺“ 二 一

另取映照函数
一

,

今

左戒

仍

“

芝
一一圣器荟答荟斗

。

厂 叨
尸

‘

’ ’

一 ‘

户
’

于
一面

将具有裂挺
’

尸 和 “ 乙 的上半 君 平面 如图 映照到具有裂榷 “ 尸犷和 尸
‘ ’‘

的整 个

平面 如图 再取映照函数
。 , 了

’

将具有裂耀 “
,
尸犷和 名

‘ “ 的整个 了 平面映照到具有沿正实朝 洲
’‘尸 ’’裂榷 的整个 平

面
,

如图 所示 最后取映照函数
曹一 尹

将具有沿正实轴 尸 “ 尸 ’’裂榷的整个 平面映照到上半 舀平面 如图 粽合以上各映
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产

之、

图

照函数即得

「些宜上卫 些
一

合

。 一 母 」
时 夸少一 君 一 尺 下下丁下了一一丁万了一

,

。 穆 互 二 呵月
忿一

。己
一 奢

, 」

‘ 了几

其中常数 关

故映照函数 匀就是我们所需要的将裂徒囿与上半平面相互映照的函数

熟知的求复扯 曲函数的公式

卜节利用大家

,卿 一
一

兀

丝里兰全丝 汾

一 匀
斗

来隶本文所提 出的周题的复扭曲雨数

三
、

求具有圆弧裂耀圆截面的复扭曲函数

由图 所示可知
,

截面的边界不是一 条速械曲彼
,

因此公式 斗 中的 试的 试动 在不

同的援段土积分就取到不同的形式
尸

一
声

尸妇 、

在圆弧 攫 刀 和 泄 上
,

由方程 斗 知
。 ‘ 。 司 二二

厢 一 夕认
厂

产
在衡弧形裂徒 左 尸 ,

和 尸 上
,

由方程 时知
。 , 。丈二 一 、 。 , 十 。 ‘ 一 刃

将等式以
,

代 入公式 斗 ,

即得到

弓

犷 石

二 ,。 一 一

犷
刀于

, ,

仍 一 ” ’

叮一不灭 必‘ 十 十
一

丫
又 一 夕 一 , ” 一 二 口

“ 。 , 。 , 一 尺

‘ 一 言

”

斌 一 。 ‘ 。咬二 月
‘ 一 言

二些业立上些丝上竺里扮

一 豹

抽‘,,

十

由大家熟知的柯 西积分定理知
、

厂 , 、
, 、 了 , 、

认工 以产 又 甘 ,

一一

——一一一

—
路

‘ 一 李
。 母

少

,

月︺

一
,

阴刀﹄一
‘民‘认以

叨

贸一厂,‘,
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从 式知 试豹 是 言的偶次函数
,

因此可得下式
一“ ”

亘旦土竺互困 、, 一 抓
”

丛丝土竺〔些 、民
一 。 用 ‘ 一 言 , 戈少 一 了

将等式
,

代入 式
,

然后再整理化筒郎得

睿

其中 必

一 。 奋 矛
一 生 、 里 , 恤

一

土早 尝
汀 又 一 夸夕仁, 十 夸少

尺 ‘, , ,

矿忙
登艺

, ,

了 ,

一
, , ,

分另 为

、,·
,口

夕 一

’ ,

了 一。 二 一 土 甲 友 吊

毖

。 ,‘ 一 ‘ 召 丁下百东毛 十 矛乒万
瑟

, 一卜 ,

了万事诬蔽石
一

十 对 ,‘

的广

一一仇

。 一

口斗 一 “ 斗

犷丽几万兴事不
丽

,

认 一 “

犷花藕不万怂赤丽
,

己

。 。不 ,

斌
, , 左 , , ’

广百

一一认

一 经遏士 合

一 合 」

此地
, , 一

, ,

⋯
,

耐
,

左分圳为

卜卜
才 一

、 一

扩 一

一
’

澎 一 上

万 一
’

一

一

扩 一

—
矛 一

刁 一

一

十 ‘

才

公 万

左
二一 竺

从积分 各式看来
,

在形式上相当整齐筒单
,

但在一般情况下的裂键圆截面的柱休

报搏 尚题
,

由于积分 中各式已不是初等积分了
,

因此只能根据实际情况的需要
,

而对

各式寻求活当的近似数字升算

复扭曲函数 睿 的表达式归 的求得
。

也就是本文的 目的已握达到 下面将对具有

一条圆弧形裂榷的圆截面的复扭曲函数作进一步探衬

四
、

对具有一条裂耀圆截面的衬渝

对具有一条裂糙圆截面的情况可分为一种如图 所示的裂徒截面
,

另一种如图 所

示的裂键截面

的情况 因此将

面仅对如图 所示的截面进行分析
,

也就是上节简题中当 ” 时

一 代人
, ,

各式
,

然后对 各式进行积分
,

再袒过
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‘‘份‘ 一一 一

一
一

图 图

较繁的演算即
一

可得到

, 。 一 “ 。 一 生 尺圣
‘

至
,

十 普 , 。

, 一

— 一一一一 丁丁 一 —兀 交哪 一 厅少 介
艺 月 ,

了

斗

、‘了
乡

、

·夕戒月寸

孟,‘太

其中 月 ,

月 一

月 一

万 一

一
, , , 斗 分另 为

‘ 一

「
, 夸 一 一 ‘左

尸 一
于, 睿, 一 一 云, 。 , ’ ,

一 ‘ , , 合
‘左 一 ‘ ’

一 云, , 告

于 澎 一卜 功 一 ‘ ’

合, 一 睿,

一
, 丢 。 一

〔睿 一 奋 一 、 ‘八 一 。 言
“睿 睿 一 ‘ 仅 一 。

,

下, 丁丁 了一甲一一一一丁丁丁

—
一丁二二尸 一 二一一一一一了万百丁

夸
‘

十 又母
‘

一
‘ ’“ 十 一

‘

」厅

梦 一 。 一 合 拿 一 、 班

言一 。

拿 一 , 十 睿 拿 一 “ 合

睿一 。 ,

这就是如图 所示的复扯曲函数

五
、

言寸 谕

本节将对威格尔斯沃斯所研究的尚题 如图 所示 进行分析 由如图 所示易知
,

当 尺 、 时就是威格尔斯沃斯所研究的周题
,

因此将 一 代入复扭曲函数 钓
的表达式 中郎得到如图 所示的裂榷圆截面的复扭曲画数

一的劝扭抢睿 一 一 上。 言

了

十 卫赵兰兰竺韭止
二 ,

丁 一 产 叨
一一一一一丁弃犷一一一 下

丫 段

一
一卜 ,

立二二
。 ,

了

分别为

一

二毕兰二色万
五 一户扩 一 , 万

’

其中
,
刀 , , 五 ,

氏
汉 一 水 犷 十 犷 价 。 一 那 澎 十

,

刀 一 一 阴刀
‘、‘·
,

了万

, , , 才

, 五 一 , ‘, 牛 ,

一丫

月
, 斗

一 「竺望二 亡夕合

仁 一 普 」
’
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因此就得到我俐所要求的具有两条值袋裂艇圆截面 如图 所示 的复扭曲函数 我们知

道
,

威格尔斯沃斯川的拮果并不能解决任一条裂艇的长度等于圆截面的半径的情况
,

这是

由于他的映照函数所限制 而映照函数 其中 就不受这个限制
,

同时从筒单例

子中也可以得出与威格尔斯沃斯 相同的拮果 例如对于没有裂雄圆截面的扭搏周题
,

也

就是把具有裂撬圆截面的两条裂艇的长度看作等于零的情况 郎当 。 和 。“

若将 和 , ” 以及 ‘ 代入 和 式
,

即得到没有裂键的圆截面的映

照函数和复扭曲函数
,

再利用大家熟知的求抗扭刚度的公式
。 ,

其中

一

刹
二

一封

顽万〕。 , 。 , ,

‘ 。 。 , 。 ‘

握过筒单的爵算
,

即得到大家熟悉的圆柱体的抗扭刚度
一 才兀
口 —

。

而从威格尔斯沃斯 的拮果同样能得到这个正确的抗扭刚度
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