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蠕变引起的拱埙应力重新分布

朱 伯 芳
水利水电科学研究院 、

提 要

拱埙是最安全最耙济的一种混凝士坦
,

但到目前为止
,

对拱坦的研究存在着一个共同的缺

点
,

郎没有考虑时简的因素
,

敲为在静荷重作用下坦 内应力是阪定不变的 事实上
,

由于混凝

土的蠕变
,

坦内应力将随著时周而重新分布 本文对这个阴题进行比校全面的研究
,

建立 了塞

本方程
,

井求出 了在静荷重及温度作用
一
泊勺具体解答 从文中算例可以看出 ,

在静荷重作用

下
,

混凝士蠕变使拱座应力逐渐愉加而拱冠应力逐渐减小
,

根据基础弹性模量的不同
,

征力变

化幅度为 一 温度应力则普遍降低 。 朽
‘

一
、

基 本 方 程
·

今考虑图 所示拱坦 由于蠕变
,

拱座反力 , 及 都是时简 才 的函数 但因

拱坦承受的水压力和温度变化是左右对称的
,

反力 与时简无关 根据弹性蠕变理希的

迭加原理
,

可将超静定拱 分解为数个静定拮构之和
,

即 。 一 十
,

泛

耐 效岁 践犷
‘

下
‘, “

梦
、

图

。
超静定拱

,

两端与弹性基础速接
,

拱座反力 及 义 为 时简

静定拱
,

两端为朝帕支座 拱座变位 △ 户
, , 夕及 少 户 , ,

‘

为叶阴 ‘ 的函数 夕

均 面数
。

,钵定拱
,

一 年 月 日取到
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朱伯芳 蠕变引起的拱坦应力重新分布

两端为帆朝支座
,

受水平力 , 的作用
,

拱座变位为 △ 及 静定拱
,

两

端为帆轴支座
,

受力矩 的作用
,

拱座变位为 △〔 及 斑 弹性基础
,

在
水平力 , 及力矩

‘
作用下

,

角变形为 , ,

水平变位为 月 , 引用 公式
,

一
、 ,

一 二 。 ,

。
, 、 ,

、
, ,

一一
二 。一 一

。

“ 二止兰匕
一 ,

兰竺生 五 为基础弹性模量
, 人为拱厚度 由于对称

,

方向的变位不以
澎

一

万

起拱应力 另外
。

和 引起的基础角变位及 引起的基础接变位均甚微 小
,

可以忽略 原则上可以考虑
,

拜无困难
,

不过斜算稍繁冗

在任何时简
,

拱座混凝士与岩石的变形必欢建擅
,

由此得

扭
“ , ‘

呼双州 井
’

」十 月以
‘ 一

,

不
试

, 口 仁 口 又 丈 一

混凝土龄期超过 天以后
,

龄期对蠕变的影响已不显著 拱坦

夕力一般在浇筑半年至一年以 后
,

因此不必考虑混凝士龄期
,

蠕变度

可用下式表示
, 丁 一 一 。一‘ ‘一

,

式中 ,

及 及为常数
, 丫 为加荷时简

, 一 为荷重持擅时朋
,

混凝土弹

性模量为 以上变形规律可用图 所示模型代表 根据实盼
,

水工

混凝 士 可 近 似 地 取 ‘ , 一 生
五

通
, 一 。生

天
今投 △

二

一 单位水平力

〔双 一 作用下拱座的弹, 水平变位
,

一 单位水平力 「 一

〕作用下拱座的弹件角变形
,

△用 为单位力知 一 作用
一

「拱座 图

的浮件水平变位
,

火 为单位力矩 一 作用下拱座的弹件角变形 △
· ,

氏等算式兑

附录 可以靓明
,

当蠕变变形的泊松此等于弹性变形的泊松此时
,

在 作用下
,

拱座

总水平变位及总角变位 包括蠕变及弹性变形 分另 为

△

一
‘ 才

卜
“ ·

一

晶
· 名 , · 、·

一 △一 了

卜
“ 一

又
二 ·

一
己· ,

“ 、 才 一
·

二 才 二 一 、 · 一“ ‘若一 ,‘·

在 冠 作用下
,

拱座的总水平变位及总角变位分别为

△ 对 △。

一
, 。

·

才 二 一 、 、 · 一“ ‘一 ,己· ,

·

“ 才 二 一

芡
、 ·

一
岔·

以上各式代入 功式
,

得变形建糟条件如下

△ ,
, 君 △

·

〔、 才 二 一、 、 · 一“ ‘, 一 ,浮 」

一

十 △
,。

〔、 才 二 一 、 一“ 一 ,己· 。 才 一 。
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户 , 二

「义 , 刀 、。 ,交 兀 丁 一斌
‘一‘

打 斗

。 ,

万 ,左 了 一“‘ ‘一 瑟丁 十 “ , 一
,厂龟卜

上式是一个第二类伏特拉
。

积分方程粗
,

自由项 △ 夕 , , 及 夕 , ‘ 是已知的

凋此我们得到桔渝 混凝土蠕变引起的拱坦应力重分布简题归桔于求解积分方程机

⋯ ⋯ ⋯ ⋯如梁岩石也产生蠕变
,

只要将 式中的 月尤 及 “ 习分别换成

。
一

二 , 一
。 · 义 · 一“艺“一 瑟· ”及 。 「“‘ 才 “ 、 。一左, ‘一 ,瑟 」

他岩石蠕变甚小
,

一般不必考虑

今采 达算微积法解上述积分 方程粗 对众夕式进行拉普拉斯变换
,

得

乙 八 夕
、

, 乙 汉 了
· △ 刀、自乞△

二

爪

一

了

月 弓

一一
一

万 介 出

一 一

通鱼今
十 左

夕
,

儿 兀又 」
·

, 五 ‘
毛久

丫 一 丁 一 一

—
一

、 一斗一

屯
、 。、 少

·

“
, ,

十 百 ,交 ,

了 丰 屯
二二

户

际

解之
,

得

丫 , 州
, 夕

,

」一 卜 , 厂、 丈 么 ,
, 、

「 ,

百 了了
·

厂 、 一 ‘ ‘ 少
, 乙 么 。 , 才 一 卫一 夕

, 、

“ 飞 一 “ , ‘
一

,扩,

式中
、

、﹃

。了 一 △
茁 ”

, 百 左
,

丁

一
刀 ‘ 屯

犷卜芍

刃 交,

屯

十
一

乃
,

〔 了 △
, ·

戈
‘ 十

十

、、甘产

了 ‘ 寿八一

十

一
,

一十 “
、 左叭

矛

一 。
二

十、

到

卜食蠕变度 ‘ 一 。 ,

得到不考虑蠕变的弹性解如
一

民、口习了
‘

、

抓又犷是。

飞
已夕户

灭
么

。

伏 一 △刃
二

一 “ △
,

△
二

失
,

一 △。 二 一

斗一 八
, 一‘

一

昌 、 一卜 尽
〔幼

肠 。 一
久八 , 一 仇 △

二

一 尽称
△

、

晚
。

一 △
,

口
二 一卜 。么

二

十 月氏
, 斗

一

“尽

、

水压力作用
一 犷的应力重分布

靛在水压力及其他静荷重作用 卜拱座瞬时弹性变形为 △ 及 隽
,

可征明
,

当蠕变变形

泊松比等于弹性变形泊松此时
,

拱座总变形为

‘‘圣们月扭△ 夕 , , 一 △夕
·

日 万厂
己 一 左

夕
,

一 夕〔 刃 一 。 一左“ 」
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期 朱伯芳 蠕变引起的拱坝应力重新分布

代人式 斗 ,

并进行拉普拉斯反变换
,

整理后得

均

‘

刀 , 「 , △
。 ,

一 △ 。 一 △,

, △
二

一 △
, 。 二

十 五 ,

砧
二

月 。 月

‘
, ‘ 刀 左 左, 一 八 及 一 △

, ,

口, 一 △, ,

日阴 一 。 △, 刀 , 友 △、氏 一 △ ,

左 , , , 一 ,

。一‘ , ‘

友 左 一 友 一 , △, 歹一 △, 、 一 仪 △户 , ,友, △, 。 一 △, , 刀
汪 , 了 一

二

△, 一 △
二 , 一 尽

五 奋
二 。 一 △

。 , 二 五 , △
二

月 , 月
一“ ‘

友 左, 一 了 及一 , △, 一 △
二 , 一 月 , 爪

二

△
。

一 △
二 左刀

八 , 一 了

。一‘ , ‘ 五 ,友, 履
, 一 , 友, 一 几 △, 一 。

二 , 一 日 。 女, 〔
,

△。 一 △
二 ,

汉 , , 一 ,

式中
, ,

透士了万二百不瓦
后

—
少 ,

一 △
,

口, 一 △, 口 ,

十 △
,

一 ‘ 乙
一 , 一

注 一 左 五 , △
, 。

一 △
。 五 △

二

友圣 , 。
二 。 一 △。 刀 , △

二

月 。 尽
,

尽 ,

明
,

尽 。

由此可以补算任意时简 拱座反力与力矩
,

从而补算全拱应力

十 月
,

当时简趋 于无 通
。一‘二‘

一 ‘
‘ ‘

一 。,

故

卿一一

硫

一一 时
,

一

△。岛 一 △, , 。 万 。 , 一 △。 五 ,

△ 。 一 △, 二 上 刀 , , 十 △
二

月。, 五 尽
’

粼 一 △ , 刀 , 一 日 , 百

△ 。 一 △, 二 五 , , △
二

月 , 五 月
’

令混凝土的长期弹性模量为 五 一

△
, ,

刀 ,

△ 内 百 , ,

⋯

万

十

,

则 得长 期 的 静 定 弹性变 形

由式
,

、
△功芬一 从△么一 么孙

一

△立氏 一 编民 十 。城 月氏
, 一卜 尽

,

氏 △ 一 戊氏 一 尽氏
△二氏 一 △翔 十 以 △二十 月 氛十 口

比较式 和式 的可知
,

二 和 等于按照长期弹性模量

当岩石弹性模量趋于无限大时
, 一 月一 。

⋯
针算的弹性解

在
,

二式中
,

合 一 月一 。,

此时
一

二式
完全相同 可知

,

当岩石无限刚固时
,

拱垠在静荷重作用下应力不随时筒而改变

⋯ ⋯孩举一算例来具体靓明拱坦应力随时简而改变的情况

米
,

中心角 度
,

水头 米
, 万 , 一 又 吨 米

, ,

。
·

。 。

尝
,

一 ‘ 吨 米
·

青算桔果“ 表 ‘
·

拱坦半径 米
,

厚度
、

一
米 吨

,

友

岩石弹性模量不同时
,

应力变化幅度也不同 野外实侧背料税明岩石弹性模量一般
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力 学 学 少伎 气 巷

表 静水压力作用下拱内力与力矩的变化

匀 天

拱

水 卜 力
尤 , 吨

〕

苏丁

炙〔

自
、

屯来 、

弓 〕 飞

工川

弓 吃

件刀川

子 少

〔
‘

苏弓 口

鳃 向 力
钉 。屯

斗

,

硬

心

斗

王

工

多

王多 吕

弓

工多

盯。“ 丈‘屯才

一

一

一 石 沙

一 二多 飞

一 件

一 斗

一

一 斗 〔夕

表 基础弹性模量不同时拱座反力的变化

切

一
一

一一一石 岩石

祖凝 仁

朋
对弋的

刀 卯
犯 〔 犷飞

入仁
〕 多

不高于混凝土的弹性模量
,

从表 可见
,

内方重分布的幅度为 至 多

三
、

稳定温度作用十
“

的应力重分布

埙内温度分布一般是非授性的
,

根据平面截面假没
,

可将温度应力分解为三部分
,

非拔性温度
,

下游袋性温差及均匀温度
,

如图
,

一
一卜 十

一一 ‘‘

尸尸

蓉蓉蓉蓉
乡乡

洲杯
之之 日川川飞飞
丸丸 卜卜

图

非技性温度引起的应 力

这些应力在任一断面都是本身 自相平衡而
一

且不引起拱座变位
,

故可按均盾体舒算

砂的 一 一 三吐一一
一

几 ”
‘ ,

一

卜 石

式中 一 百 左

又 卜游楼性温差引起的应力
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朱伯芳 二 蠕变引起的拱垠应力重新分布

夕 ,

一

搔膨胀系数

甲。

左

,

△ 夕
, 必亡退

。 。 甲。, 一 甲
、

, 。。甲。 一 △
,

据此由式 斗 得

一 。 。一‘ ·‘ 十 ‘ 。一‘ ‘

△, 一 、 △, 五 一 。 △

△ 一 嘶口
二 五 , △二

月 。 , 月

友, 一 , , △。 , 一
, ,

△、 ‘ 友, 左, 一 了 二 砧
, 友, 一 几过

嫂 , 了 一 几

一 友 一 几 △、 , 一
, , ,

△ 左, 左, 一 ‘ 一 △, 反 一 ‘

、受声 , 一 ,

一 右。 沙 。一‘ ‘ 石 。一‘ , ‘

△, 一 △
二

‘ ,口 一 月 ,

△ , 一 △二 五 △二

月 , 五 胡
友, 一 了 二

△ 一 △ , 友, 受, 一 ‘ 一 尽 畏 一 了

挤 , 一 ,

一 友, 一 凡 △ 一 △
二 五 , 左

,

反 一 凡 一 尽 左 一 几

搜试 , 一 ,

均匀温度引起的应力

在均匀温度作用下
,

拱座的静定变形为

么 夕 , 。 ,
·

。
叻

。

两
, 夕 ,

因此在
,

抢 两式中令
, 一 。,

△ 一 △。 ,

则得到均匀温度作用下的应力解

当时简趋于无限 一 时
, 。一‘工‘

一 一川 一
,

可敲在稳定温度作用下
,

混凝土蠕变

使温度应力不断降低
,

握过长时简后降低到按混凝土长期弹性模量卦算的应力

表 是具体数例
,

基本数据同前

表 稳定温度作用下拱瀚温度蠕变应力

时 民钊

天

笋卜搔性

温度
才

上 下 游 技 性 温 差 均 匀 温 度
“ 拱 冠 拱 座 ⋯拱 冠

,

公只,八连‘,一只通
几了︺︸了白么︸﹃了护以且通且

呼
。

〔

吕

夕

〔

一

一

一

一

一 斗

一
。

艾

入

一夕

一 斗

一

一 工

一 书斗

一

一 斗

一弓

一

一
。

一

一

一

一

一

一 斗

对。 入了 才

一

一夕

一

一苏

一

一

一任

一

一

一 工

一

一

一 魂

一 斗

一

一 斗

一

一

一

一

一

一

一 工

一

入了。

一 斗

一

一 洛

一 斗

一

一

一

一

夕卿

上份

四
、

温度正弦变化时的应力重分布

外界气温和水温的变化均在垠内引起正弦变化的温度踢
,

考虑蠕变的应力重分布可
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言卜算如
一

卜

功 非拢性分布温度引起的应力

弓单性应力

‘ 一 ‘ 。

由式 得蠕变应力

, 权 一
, ‘ 。 一 一 口空丝 一

口

丙
一

,

不二厂 田不 个 刀 公
「 乃

丝望缨井群垫丝
夕

田

一

。

一
‘ ,

当 一一争阅 时
, 己 一岁 一

上 卜游援性温差引起的应力

拱 座静定变形为

△ ,

一 △,
,

夕 ,

△ 户 ,

口 户
,

△ ,

由式 及式
,

得

一 田 , 斗

一 田 田
,

「“
‘、 。 。

一 卜
· 一

、 “ 。一 卜
·

二 口全边芷 己 一

△

,

一一
、妙

一 一竺兰
一型才

式十 。乙 , 生 盯

、 了 , 。
, , 。 、

田‘ 卞 、万一万 妥 牛 万一
一

几
万 毋不

了 一 田 田

、

了一己传攀塑 二

心令 任 一, ‘

一 三经竺
,生 。

同理
,

、 , 一 。 、
一

万

右 田 十
一

共三介
。 。‘

六兽 典竺爪一 、
了乏 。

一

了一 个 田 个 田

、

一巴

右 , 。 一 ,

一 正万一 己

门一

十 全丛些

二 。

当时简趋于无限 一 时
,

以 各式中的
。 一‘ ’‘

一 ‘州 一 。

均匀温度引起的应力

拱座静定变形为

△ 户 ,

一 戊 王, , 田 , , 夕 ,

一 。

与 钓式比校
,

可见上节 妙 和 似 , 的公式均可用于本节
,

只是在制
一

算系数
。 , 内 , 召 ,

及

沙。 , 乙 , , 乙 目合
, 。,

△ 入
,

根据前面同样的具体数据
,

翻四算得以一 年为周期的正弦变化温度应 力的弹性解和

蠕变解如
一

卜

户 非擒性温度引起的应力

弹性解
‘ ‘夕一 丙 。 。
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期 朱伯芳 蠕变引起的拱垠应力重新分布

蠕变解
, 水 一 , , 。 。

多
’

上下游枝性温差引起的应力

弹性解
一 一

,

一 夕 。‘

蠕变解
大 二

一 。 ‘ ,

“ 一 一 斗 。 恤
’

均匀温度引起的应力

弓淞险解
一 一

,

一 斗 。‘

蠕变解

尤水 一 一 斗 。‘ “ ‘ ,

水 。 “
多

’

比较弹性解与蠕变解
,

可见蠕变使温度应力普遍降低
,

降低幅度为 至 朽 另

附 录

在各种荷重作用下拱座弹性变形的算式

在单位水平力 作用下

十
尸 「山

、 ,

。
二

丁二 七
几

一 一 乙中。 十 甲 冲
。 十 二万一 一 甲。 十

五 艺 斗 」 方 左

咖

二 「 甲。

飞
丁一 厂

‘

丁一 甲 。

—
,

刁 」

。
、

一 共
, 。 、。 一 , 。。。 , 。

力

在单位力矩 , 一 作用下

△。 一 。
二

一 共
。 , 。 一 , 。 。。 , 。 , 。

一

乙

厂 甲。

工 ’

在均布水压力 作用
一

卜
△夕 二 些立塑

一 甲
一

甲 。 十 二 甲
一

甲。

艺

甲。 甲。 十

夕 。

十

一
〔 。

一产尹

甲。 甲。
一 黔 , 。

卫垦二
。 。 一粤 二

一 。 , 。
一

,

石 斗

刀

百
甲。 一 , 、甲。 甲。 甲。

式中 刀 。

为拱坦上游面半径 , 为拱中心半径 甲。
为拱坦中

』
心角之半 为拱截面 面积

为拱截面之蚌动滑量
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