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变系数系杭的运动稳定性尚题

强 嗣 赢
⋯东 北 工 学 院

在文献 〔
, 斗 中

,

作者曾用形式如 产 ” 艺 对的 一画数
,

封渝了在时简的定区简

上运动稳定性的周题
,

井得到稳定性的条件 此文将进一步甜谕 上述方法
,

除可用以研

究定区简上的稳定性尚题外
,

还可用以研究在 月洲 意义 卜的稳定性尚题 此外
。

在

文献
‘ ,

实盾上提出了一个确定 几朋 示性数的 卜界的方法
,

此处又言戈将 几爪

示性数加 某种程嘴的推广 而提出“示性雨数
, ’

的概念
、

彗 变
,

系 数 找 性 桑 扰

这种系枕的受扰运功微分方程为

卜尸

日月

︸
了飞了

‘些 一 。, ‘扩八
、 、

其 , , 户, , 才

‘ 了

时 月的 有界实沌洽扮两数

式习轰 。 、 一 里
,

⋯
, ,

、的斗伞征劣 胜形式如 卜

、二 上 当 了 二 犷

,
,

一 二 ”二 。 当 , 学 , 王

我侧先时渝当 只有单根的情形 炭 有、个实根 峋〔 份
,

⋯
, 、 及 ‘

个复数根 凡 习 士 。天力了万 “ , 十
,

一
, , , 一 ‘ 可以用一粗形式如 卜的非异

袋性变换将 功化为正 形式
。 , , 、、

⋯
。 , 。 , 、二 , ,

⋯
, 。 ,

, 占 ,

⋯ 乙了。 夕二 ‘, ,

⋯
, 二 厂工斗

其巾 氏众
,

匀 乃只 孔 价冷 的导数郑是 ‘ 的有界实短擅函数 劝化为 曰形式 在有

复数根的情形下
,

必镇再作一次拔性变换
,

等居救部分除去之后
,

方能得到 卜而的形式

⋯
、

理,忿

一刀

乏 , , 夕, 夕 , ‘ “
,

⋯
、 , 。 , ,

卿

包一内如

勿小对

二 又, 一 户 , 夕。 ,

卜, ,

“ 又,夕。 , 嘴
一 ‘ , 夕, 斗

一

少
。小 , ‘艺二 , , ,

二

此处 口
,

行 “
,

⋯
、

加 袅变址
,

的找性粗合
, 二其系数都应孩是已知的

虑 洲数上
, 洛

、、尹介‘口曰二 。一 ’“ ‘ 贡 ⋯ 夕聂、。 咬

其中 减心法一个待定的术知函脸
、

假气毖沈是池祯的井 目是可微的 根 帐 气、求画数 ‘
’

小 ,孙 年 月 招 日收洲
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’

导数
,

得

澎

澎右 一 愈
,‘ ,

一
‘

’,
艺

·

又 一
‘

,乙、 之
宕二 ,矛

艺

将大括号内的二次型用 来表示
,

并写成
” 那

艺 、, , , , , , 艺 杯务一 。, , ‘
, , ,

宕,

夕 才, 了

街

砧
份、
左寿

殷 八 是方程
一 畔 民 , 时 二

的最小的那一个根 因为 可以化成标准形式
·

月 一必, 一 了 鱿 ⋯ 一必 一 ’ 夸乳
,

其中功
,

⋯
,

价
, ,

是 的根
,

所以条件
、

一价、 一 ’习簇 。

成立时 就应孩有 《
,

从而又有丝《
,

或
,

《 犷‘

“

由 式
,

得到

‘

于是根据此式
,

对于画数 ‘ 可将关系式 换写成如下的形式
无 , “ ‘ , , 二

‘ ·

、 ‘ 无 己, 、

或者再写成

一 。、
,

, 左 弓
·

妊 ⋯ 十 汤 《 对
。 弓 ⋯

, 。 既 一
, 、 才 “

·

至此我们就得到了一个肘谕稳定周题的基本关系式 由此关系式
,

不难得出如下的

拮靛 如果积分

必、 ‘ , 己“

对千任何 ‘ 》 都有一定的下界
,

到未受扰运动是稳定的 在 几 意义

, 、 时
,

积分 趋于
,

米受扰运动还是渐近稳定 的

土

如果当

文献 〔 」中曾用积分的有界性尉萧趁稳定周题

如果 式有重根 , 则仍可用一般的方法
,

将 」 化为正 形式
,

然后作和上而类似

的封渝

还可指出 用 」」 式可以衬而在文献 〔 」中所提出的定区简上的稳定周题
,

亦 抬定

段 。 久, 而 , 丁 四个数
,

若 艺 八《
。

要求在定区阴 阮
,

川 上
,

使 艺 此《 如 果耐用
‘ ￡

,

则可讨渝在定区阁
,

刘 上积分 的性质 , 据此选择系航的参数
,

以保碰满

足所提出的对于稳定性的要求
‘

厂面是两个算例

伟 考虑系枕
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一 一

合 一
才 一

卜 一 ,· 才 碗
,

斗

、

‘
试

了了、
·

个
」 , 、

一 气一 工 一 “ 乙苏少尤工
、

一 万 一 ““ “ 乙君 ￡,

劣一
卜

公万一一己一房

其中 是参数 它的特征方程的根为

凡 —口二
, 碗 一 拭

此处股 扩扩 于是
,

相应的袋性变换及反变换如下

,,目

⋯
⋯

。一

一一一

⋯
夕

“ 才

一 “ 呈
一 为 劣 ,

夕
了

一

二奋歹
一 召 宕

尤

一 “ 呈 宕

从 二 , 厂
二

万
二

了为 ,

‘

上 一

劣 二 叭 一 已“ 才
一丁二几二二份 夕

一 扩 矿

利用唯俩可以将‘ 约式化为如 下的形式
以梦 一万花

一 下万 为
‘

一 土 一 为 宁

。。 又。召 一 ,

不

浮 ,

汉君

了、二
一

奋奋又 一 。。 ,

一
告少十 价几岛

浮 才

一 。
芍

一
梦

才

’另 ’ ·

庄这种情形 卜
, ,

式的形式如 卜

一 必
“ ‘召 一 ,

了, ‘ 奢奋 一 。。 ‘

。口 。‘ 一 ,

,

石 二奋奋 一 。 。

蔽幼
一 二竺止理生鱼生

一 才
必

飞的根为

价 一
一 “ 了

土
日招

了 二奢奋

于是我俩衬渝
’

下面的积分

肋
才 召

一

一 二一 了、一矛矿
飞

,

。‘·

因为
犷

一 “ 才一
,· 卜 一

了

了一
,

·

加月‘

占

所以得到稳定条件如
。 一、

土 一
一

又
一

一万飞 ‘ , , ·

’

一 “
’

根据此式
,

参数 应孩满 足

,
、

,

下井 ,
,

“
“

吸
。

在 月 ‘
一

卜, 月叮 。
、

用不同的方法所得到的桔果是

。 《 生
口

目
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例 考虑系兢

己劣

碗

浮

一 多 一 十 拌 朴 ,

淇中 ”是煮数 其特征方程的褥为
,

宕 。

— 二 — 一 任那 君

此处殷 一 拌 ,

于是我俩应歌用下面的筱性变换和反变换

叭 二
一

】 ·

一 拌
从 十 介 , 如

、
‘

心

,

了互不不瓜
—

—
西 ,

又一 ” 一

、 ‘

一 ‘
月 ,

一
二 ’

油 一 一一万 千于 于
‘

抑 , 屹 一 坦 万一于 一二 羚
一斗拌 多 一 产 罗

由这些藏性变换得到 ’钧的正则形式

一 二甲叭 一
艺

产
才

一 十 拌

—
,

宕 一斗产 宕

十为
、

为

一 下
‘

六 个
艺

了 一 。

兹,

·

了 一‘ 宕

厂气半叫 一
, ”尸

‘ 、 ,

一 份 户 肚 火一 上 甲 严 工 不

一一一一伽一伽一

在以上的条件下
,

式为

一 沂
户 才

一 , 。。 ,
‘

斌互不不落三下

拌 宕

一
、

。 ,

了乔 、 。 万

一 ‘ , 一 拌 公

一 产
一竺燮竺兰 一、 ,

一 产 公

由此得到
。二 一 二卫竺燮理生 一 一业空三一、士

一 苦 一 拌 公 」
·

井己 公

一 产 才

根据此式
,

我俩进行积分 的尉算 因为有

厂
拜 君

一 产 才

一
一巴望竺石

澎, 一 生 。 一 那 ,

二 ,

。 一 拌 才厂 , 二 一 ” ,

所以根据上面的理希
,

只要

厂
‘一

驾念丁 “ “ ,

则米受扰运勃就将是撕近稳定的 但是

、 飞

此例见 此 朋 的博士漪文 在献文中
,

这一例延前的理晌部分在文献 〔」中已发表
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厂一粤些牛 法‘

弓。 一 什拜 乙 毛

仁 三笠些旦兰生一

专 ’ 一 斗拜 ” 名 ,

。 ⋯址之些

十 勺。’

所以稳定条件为

。 胜二 竺 凡

斗环

如果选择参数 拜 ,

使

产 长 一斗
‘

就能满 足上而的稳定条件

掀 韶 畔朋 在使用“最优二次型
, ,

后
,

得到渐近稳定条件为

,

了了
产 久 一万

艺

甘 非 楼 性 系 就

这抑系扰的受优运动方程为

汉戈

了 “ 几 ,勺
一

十 “ ‘ 几尸 确 月一 ‘ ‘ 洲 少

其‘卜弋 二 ,
, 、 , ,

二
, 、。 。 是变基 、 ,

⋯
, 大 、

的解析 。匆数 任其毋式中的项不仄丁 二

阶 同时
,

这些项的 系数 法 碑 的了 界实沛精两徽
‘

如果门 的第一近似方程 犷亦即藕 阵方程臼 川 的斗封正方程的根和上节断飞汁谕的 畴

形一样
,

可用上节的拔性变换
,

封将叩 化为

贵一
, , , 口 , , 〔‘一 ,

,

一
、

贵
一 御一 片 如 十 。 卜

勿、 ,

才
二 凡夕。 卜 脚叭 十 少、 , 、

一卧卜, 弋 二 刀 ,

⋯
, , 一 ‘ ,

此处 二 “ ,

⋯ 街
,

义
。 〔, 二

、

⋯
如果我俩的衬渝只限制在

一

而的区城内

白
, 、 碱 几

其中 方一
一

充分小的数 、
,

干是
,

由千 乃方 分 小
,

二 少
, ,

仍如同 上节

,

当对于 劝求函数 。
、

的导数 二二

丝 的符号就不会受合
,

的项所形响
,

而仍旧完全叮以 由二次型 以 的符号所确定
浮君

因而
,

在条件 》下
,

中的枯谕对于非箱性系就仍然有效

号 “示 性 骊 数 ”

在研究变系数系就的稳定固题时
,

皿 竹提出关于函数的“示性数
, ,

的概

念川 借助于示性数
,

可以在
一

定程度 曰习断函数随时洲的消长性从 但是
,

用这种办法

钊断困数的消长性质有时是很粗略的 例如
,

对于指数多项式
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产 心 尹 ⋯
邵。

产
”

其中 丙

—常数
,

—一定的数
, 。 ,

—整数或分数
,

不偷
,

为正或为负
,

多项式的

粉性数都为零 因而据此不能得出画数消长的拮渝 但若 。 ,

为正数
, 当 ‘叶 时

,

多项

术是无界的 ,
,

为负数时 多项式又随“ 而是消逝的
‘

用示性数来判断 刀朋 意义下的稳定简题
,

归拮为确定系就的解的最小示性数的

正负符号
,

当为正时
,

则渐近稳定
, 为鱼时

,

则不稳定 但当示性数为零时
,

则根据上述理

由
,

不能得到关于稳定性的拮萧
’

因此
,

可以预晃 如果用“使示性数为正
” 的条件来建立稳定判据

,

则所得到的拮果一

定祥于严苛
·

此处
,

截在某种程度上推广示性数的概念
,

提出 “

示性函数
, ,

的概念
,

并在止嵘毖础上封

萧产系数系兢的运动稳定性固题
·

考虑实变数 的正 或负 函数 式 殷这一画数是有界的 ,

并且是可微的
,

于是对

于这样的 总存在另外一个画数 双
,

它由

双 二

郭者
‘

来确定 根据此式
,

我俩有

兰 习
沪

浮刃
,

一、 〔
“ , “名 。·

,

由此可觅
,

对于任意的 。 ,

有

·、

,
岁

︼
、

、,、了

一 丁
,

以 君 , · 浮

一
, “ 才

,

一 浮,

〕

二 肠 扩 种

劣。己一 动

当 确
,

·

当 ‘ 、

西数 双 的这种性质
,

非常类似于 丽 的示性数
,

我俩栽称 双 是 式 的“示性

函数
, ,

功式就是示性画数的拮构性的定义

根据 双
,

可以判断函数 式 的消长性盾 事实上
,

可将 式写成
劣 一 、 二。 一

几
‘ ,“才

·

由此可以推知

如果积分 ‘ 随二 ‘ 的无 。增大而 ,渔于 一 , ”
’

,是“逝的

「果积分 浮君 随、 。。无卿大而趋 ,

一
。 、无 , 的

看瓶此处加于 二 ‘ 的条件似乎过于周限 但是
,

正是这种西数 伽如 艺 弓
,

恒正及恒及二次型匆
,

在研先
沪

稳定阴题中鹉粉亚要作用

幻
,

幻两点原有不妥之处
,

象秦元
、

王篡秋两同志指出
,

得以修正
,

作者泌此致榭
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如果对于任何 , 》句 ,

积分

⋯⋯
初

“ ‘ “‘

有一个下界
,

则 式 是有界的 例如
二 二 , , ,

根据 式
,

我俩有

几
, ,

二 一 一万 犷 ,

名

因而
、

“ ‘ “ 一 二
才吸

叫一‘

一
一一一

一
二 犷 ,

,

“ , ‘ 一 ”‘

吕盆

十 滋 才

‘于、

,、
了、了‘分卜杏‘

、夕‘
、‘、

二 一 , 、 、艾, 才
‘ ,

︸
‘ ,

‘ 一 一

山此可 异
,

对干仔何 。 ,

我佣有
‘, 久、子 “ , ‘ 一 ,·

,

亦 积分存在一 个 卜界
,

所以 式习 二 山 , , 是有界的 但是上而三个例题中的雨数
,

其示性数均为零
由以上的尉萧及例题可晃 示性函数可以揭示出用示性数判断不出来的函数的消长

生盾

号 用示性函数的概念对蒲稳定性阴题

现在用上节提出的概念研究变系数系挽的稳定险固题

可以指出 在 号 中所用的方法
,

实质上就是提出了寻求函数 式 ⋯ 嵘 的示性

函数 双习的下界的一个方祛 此点谕赶如下

在 亏 中
,

我俩对于 一画数
。

曹粗得到关系式 、 今靓 式中的

人 就是函数 艺 好的示性函数 双户的 下界
,

亦即
了

必, 《 又

我佣假没 功是不正确的
,

于是应孩有

功、 几 才 ,

或者写成

价 二 几 七 习 ‘

将此式代入
,

得到

补 二 〔以户 十 “ 。 ,

司
‘ 粤朴
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弓入一个任意的 , 根据上式可得到

粤小
“ 。干 · ,‘刁

‘ 粤
,“ 〔

一 才 “

〕
因为 。是任意的 , 故可么这样逃取 。 使 武习

,

于是 。 一 武 就是一个负数 因而

根据上式推得

粤
, 一 歹以 , , · ‘

刁一 当 多 , ’
,

但这是不可能的 因为既然 。是‘艺
,

介的示性面数
,

剧它必须有 式所表示的性

盾一,

坦这与 式相矛盾二

孩样
,

就缸明了 劝式的成立二

由 马 的算例表明
,

用这种方法可以得到盾量相当好的稳定判据
、

自然会引起一个简题
‘

, 即 可否进一步改进稳定判据的质量 例如
,

对于方 程粗
,

可以代替囱数 熟 而采用如下的更普遍形式的函数
、 。 ‘

。 一 产 艺 。声、
,

‘

” 帅井

其中艺
, , , 二 ,

是一恒正二次型 、 是未定的
,

可以用常数
,

也可么用时简的函数 如果
’

用 务 的方法进行尉箭
,

对于函数 斗 ,

可么得到类似于 的关系式
‘

显然
,

由 斗

式出发所得到的稳定制据的质量
,

应歌与二次型的拮构 亦即系数
“户 相关 但是 如何

‘

建立这个二次型
,

此与 月只 的直接方法中如何建立 几朋 函数应歌是同一性盾的

简题
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亡 户下 谈 月 户 , 月
, , , ,

二
, 已 飞 ,

口 月 之亡 切 切户 口
沪 ‘召 , 一‘ ,

⋯
‘ , , 、 ,

‘
,

中巾的以 叭

口 七 ‘曰曰从 切
马 , 匕 , , ,

⋯
‘ 夕

二
, 口

‘

水 咐

‘韶
一

勿‘ 叱左石 花 似左 左 叱泞 尤 左 洲

幻

田 中 叩益 八 。 ‘
艺 义圣

, 曰 姗
, , ‘ 八刀只

坦 只 八 益 八 水 只 刀 ,

水

山 八 益 八 水 只 刀 刀只 阳
八 丁城 “ 刀幻 只 丁 , 卫 盯 刀

八 升 曰益 朋米 益 八 月 几月只 , 又 多夕 才。 , 且 娜 坦 工 八 ‘妊‘明 。

益‘ 蛋

八 袱 只

刀只 只 叶
丁 丁 只

认盯 脚 兄 ‘
丁咙

,

山

石瞅 坦芭 “伽工技了 另 叽 益 门山哪 科
,

拼倪叭玲

丁干可王 哪犯刀。 月只口 以艰 只 。八 习 乃印了 丁「。 只丁认
。 “ 又。 。不 、 , , 亏惫

戈 吩
·

中 , 丁、益
, , ,


