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高楼刚构分析的矩障法
‘

吕 子 苹
南京建筑工程学校

根据本文提比的煊障法
, 可将无侧移高层刚构的分析棘化为雅柯比炬障的舒算 雄而将

雅柯比矩障变为对角矩障和附对角炬障
,而以之作为运算子

’

对于有侧移的高层刚构 , 于事

前将各层的相对侧移量歌法消去 ,然后象处理无侧移高层刚构一样的进行炬障运算

一
、

引 言

高楼刚构分析是一个高度复杂的超静定简题 在解决这个周题时
,

应用现代一般极
为流行的分析方法

,

褚如力法
、

形变法
、

弯矩分配法川
、

形变分配法 , 和不均衡力矩传播
法 等等

,

都免不了需要解算大量联立方程和大量数字针算的繁玻工作
,

以致在高楼刚构

的实际舒算中
,

人啊至今仍然不得不优先采用各式各样的近似方法
,

这原是无可非栽的
。、年初

,

革事工程李院陈百屏教授和清华大学金涛教授曾握作过应用矩障理渝分

析高层刚构的初步尝截
,

但以陈
、

金二氏渝文中存在着若干简思
,

突际应用上有着很大
的局限性

,
因而当时似未受到人介亨应有的注意 最近

,

苏联藤伊
,

凯推奇教授对高层刚构的

矩障分析作了比校深入的研究
,

得到了比被成功的拮果 但随民方法的基本概念颇 为

廷迥
,

舒算步舞亦嫌不够筒明直党
,

一般实际工作者仍恐未必乐于采用

根据本文提出的矩阵法
,

可将无侧移高层刚构的分析膊化为雅柯比矩阵的舒算
,

推而

根据具体尚题的特性
,

进一步将雅柯比矩阵变为对角矩障和附对角矩阵 利用这些特殊

矩障作为运算子
,

可以避免大量的数字舒算工作 对于有侧移的高层刚构
,

则根据文献

【 提出的概念
,

将各层的相对侧移量没法消去
,

然后象处理无侧移高层刚构一样进行速

敛的矩障运算
,

不需要任何修正

二
、

形变法的平衡方程

我介独“道
,

应用众所姻知的形变法升算如图 所示的高层刚构时
,

通常可以写出两类

平衡方程 第一类是以每一拮点的睁力平衡条件为根据的
“拮点平衡方霍

, ,

第二类是以

每一层简的籽力平衡条件为根据的
“层简平衡方程

, ,

如果沿用一般建筑力学教程中通常

采用的犯号习惯
,

我俩自可将这两类平衡方程写出如下

水 夕毕年 斗月 日收到

均 这两类 产衡方程在一般极为流行的她筑力学软程中均可找到
,

例如参考文献 〔
,

一 且



⋯
月

⋯
一

⋯
一

多 力 学 学 报 卷

州州州日日
卜一硕硕卜卜

日日日日日 日日卜卜卜卜一一一
,,, 门

桔点平衡方程
。

艺

层简万卜衡方程

苦, 艺 了
。 ,氏 凡一
粤半 十 —似

口
,

军之
”。 十 ”扔问 一

粤惫
“价 十

含
仍 十 口幼 一 劝

式中总和 艺 必须遍及与桔点
。
相刚拮的所有捍件 而总和 艺 须

夕 七

遍及同层所有登柱 偏—第
, 层的登柱高度 ‘一一桔点 “ 的不均

衡力矩 氏一一第 , 层以 上全部载荷的水平投影 夕袅一形豁 , 层所有

暨柱因政接戴荷而生的端剪力之和

必填指出
。

方程 和 系根据各捍两端均为刚拮的济形所导出 若捍端为数拮
。

则

歌二式中有关的刚度系数和载荷琪
,

应按一般方法分别予似修正

三
、

七侧移高楼刚构的矩砷分析

由于篇幅所限
,

本义不准备介招关予一放式高层刚构的研究
,

而以文用上此斡普越的

对称不大作为主题 扑且对于 斧梓的刚建 系数 到片卜叫两项脱定

件诏出,另自招

刃

⋯⋯
越祖月纽人了以

一报曰
‘勿阴

户

州

川⋯一⋯一︸一泪
一︸曰
山川玉川

成
一

旅巍

了衣丫︸乍
卜
碗‘戒、库,汤‘泣
﹃子﹄,翻“一‘︸一

同层置杜的刚度系数会汕可
。

但异 层臀柱

尔 河 度呀数“
’

犷毛
一

不 。

名 乃门层攒梁的刚沙系散相同
,

但异层横梁

的刚度系数可以不 司

必顶指出
,

对高楼刚构的形式作出上项限

制
,

腕系为了节省篇幅和行文方便
,

并非理榆 巨

所必需
。

因而
‘

它无碍于本文所提方法的一般性
。

一 矩障角变方程 庄进行分析如图 所

示的多跨高层刚构时
, 为了明确表示一个桔点

角变的位僵
,

我们配角变 口的右下角附加两个

指标
。

第一个指标表明拮点所在的层数 由下而
,

卜 ,

第二个指标表 减层由左向右的籍 点号

数
。

例如
。

第 。层第反个拮点的角变可以祀作

九 , 至于横梁租矍柱的刚度系数
,

则令洲用总

号 耘脚 和 , 表示
,

共右下角的第一个字毋表示

梁或柱
,

第二 个字
一

母表示孩梁或柱所在的层数

按照上述犯号
,

若将式 劝应用于图 所示 图

无侧移刚构 占 第 。层的所有拮点
,

郎得歌层 及个拮点的平衡方程 在这粗方程中
,

必然包合有 卜下和嶙三层的全部桔点角变
。

如果从中解出第 那 一 功 层的桔点角变
,

得 ,

劝 以耕点角变作为初参数的概念
,

系山灭津火学孟昭礼激授首次提 “
,

哈尔缤叉业大学不光远同志在农献〔 中

作了进一步的发展
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瓷
会

口。曰 , 粤鲡多 幻
主圣丛 。二 ,

掣率
多 ,。 多 仍 」

式中 刃编 为 第 二 层第 了个拮点所含杆件的刚度系数之和 皿州 为第 层第 个拮点的

不均衡力矩

根据矩障理萧
,

我俩不难把方程祖 。 写作如下的矩障形式

。一。

, 一。。

。一 多 仇

口。 幼

, 幻

, 。

公 仍

川二

一一

口。一 无
。

拜、
、卜﹄

、、︸

召矛。 , 苦刀。 ,

多萝。 , 若刀。 ,

。

皿切

‘‘‘︸一︸月
︺

一叨, ,

一

漏
,

耘。 , 刃茗。 , ,

助形
· · ·

一
日

,

一 代代尸一 八久。
介 , 日宕饰

、 、

一、 、
勺 电 电 电 , ‘ 巾 、

、、
若刀。

二
咭 、 、、

·

一耘
, , 公萝。 , 碱

,
卜丫币七

如果将高层刚构看作一个悬臂
,

而将每一层横梁比拟作一个桔点 图
,

阵拮点
,

只叮下列形式的行向量

并称之为矩

⋯ ,﹄抽几工
︸几才
口︸日︸。一。

口 , 曰

毋 , 一

口。 , 。一 毛 ,

可以呀做矩阵桔点角变
,

或蔺称矩障角变 于是方程 可以写为

⋯ ⋯ ⋯梦。一 二 一 澳则
。梦。 一 万二梦。 一

落 仍

, ,

竹二一 日性
仍

上式中的 、为一 反阶单位矩障 表示元素为第 层拮点不均衡力矩的 左阶行
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向量
,

它可以筒称为矩障不均衡力矩 窟 表示一个 反阶雅柯比矩阵
。

它具有下列形式
、、

从

乒份

月气日

一一万

雅柯比矩阵 中的元素全由各杆的刚度系数所粗成
,

因而它可以称为雅柯比刚度矩

障

式 就是本文所称的矩障角变方程
,

不难理解
,

应用这种方程分析无侧移高层刚构

时
,

必填按照下列程序来进行 先将顶层的矩阵角变 梦
。

当作已知的初参数
,

糙而根据方程

分 握过建敛式的矩障廷算
,

可以依次求得第 。一
,

第 , 一 ⋯⋯
。

直至底层的矩障角

变 梦
, , 梦、

。

⋯⋯
,

甄 然后根据底层柱脚的边界条件 兑后第三段
。

却可求得爪层的

矩阵为变 梦
。 ,

街厉可粼立郎算出潭来刚构的全部桔点角变
二 雅柯比刚度矩障的鳍换 山州阵 角变 方程 幻不难石出

。

根瞩前 到诉逃的程序进
。犷龙侧移高层刚构的内力分钾叶

二

必然要遇到一簇州
,弓塑紧柯 矩牢纳运非朋毯

,

而这

达诈 了
一

作可能是阳鸟繁琐颇 ,
一

,不他的 与 犷
,

窿龟运川 的这 一闲
’

难
,

浅料 “引
、

之根裕撇阵

理榆将公式 型的推柯比矩阵改片成 下列 形式

‘、户﹄、、

卜﹄卜‘汀﹄,且,牙月月飞,匕苦、
·

山

⋯⋯
,上
·

⋯

八曰儿
。‘·。··﹄

八

口尸

日︸曰
,。。,

王
卜

傲以。
···

⋯以
··、·

一一万

式右端的第一琪是一个灸阶对角矩阵
,如果采用克氏 勒 戏 记号

, ’

它可以祀作

,,“了““ ,,“
·

其 ·户“了, 一 又
的而右端的第二

、

第三两个矩陈
,

在构造 卜有着显明的桥点 一 卜敦 右阱附对角示竞卜

七素都等于
。

而所有彗七余的元素均等于零 另一个是 左降附对为概 卜的元索为
,

炸余的元素均等于零 为行文方便补
。

我俩将前者称 为右降附对角矩阵
,

后者称 为左嶙附

对角矩阵 若用 和 分别表示这两个矩障
,

有

夕

日︺八
﹃‘

代

一

一﹄

一一的

︸曰︸,一八
·

一一无八
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其中右下角的 左系表示矩障的阶 非常明显
,

矩阵 与 是互为卿着矩阵的 于是 型

的雅柯比矩阵可以写为
万 。 ,占, , 无 月尸 , , ,

而矩障角变方程等于

梦 , 一 一 缈
三』及。梦。 , 一

花

件 风
, , 二

仍 多 招

毋二 轰
九,

甲矛吕
八

‘

产、

根据矩阵相乘的定义
,

关于对角矩障和附对角矩障的作用
,

我俩可以写出下列三个法

法期 用对角矩阵左乘 或右乘 任一同型矩障汉 时
,

等于将矩障汉中的各列 或各

⋯ ⋯ ⋯行 的元素分别乘以对角矩障的相应元素

⋯ ⋯法期 用右邻附对角矩障 左乘 或右乘 任一同型矩阵汉时
,

等于将矩阵汉的元

枣警价毕印牛李卿亨于万移秒丁刁李万行 , 甲妙孕于移可哗梦中手呼可号名冬妙等
一列 李量有丁行乎枣埠冬丁

,

西尽丁丁刁李芋丁行冬枣辛丁妙俘谭别甲零华弩
·

法 甲存邻附狱年毕呼尽夺剩李亨和俘丁卿慧些毕呼 吟 等于将矩障 的元
枣警呼牌卿丁李卿夺于行臀秒丁烈枣丁行 , 甲华攀于管甲秒苛中手呼彭号冬冬妙量
辱丁刁李等丁行矛枣乍冬丁

·

西等丁刁亨量辱了叮子枣辛丁妙俘孝别甲零华弩
·

往后郎将看到
,

利用对角矩阵和附对角矩阵的上述特性
,

将使我俩在无侧移高层刚构

分析的过程中
,

免去大量的数字运算 特别是附对角矩障的作用
,

如同一个普通的运算子

一般

三 边界条件 如前所述
,

通过矩障角变方程可以求出底层柱脚的矩障 角变 与填

层矩障角变的钱性关系 显然
,

这样求出的矩障角变关系必填符合柱脚 的支承条件

目前一般应用的柱脚支承清况有敛支和固定的两种
,

对于这样的支承情况
,

其边界条件

为

固定柱脚

梦。 ,
‘

敛支柱脚

甄

其中 梦。与 梦 分别表示底层柱脚与底层横梁的矩阵角变

四
、

无侧移高楼刚构的舒算突例

段有一座三简五层的对称刚构
,

受有如图 月补云的对称栽荷 假定月芦育杆件的刚度

系数全为
,

其余的几何尺寸则如图所示 由子拮构形式与载荷全系对称
,

因而么下的卦

算只限在半个刚构中进行
,

各拮点由图示载荷作用而生的不均衡力矩载于表
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·
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图 图

根据公式 钓
,

各层的未知矩阵角变为

甄 一

⋯之
曰︸月口

一一梦

根据方程 以及上文所述的三个法
,

关系如下

口川
⋯⋯ 二 一 。,

’

可求得各层矩障角变与顶层矩阳￡角变的

。 一

⋯剧
二 一

⋯
一

斗
毋 二 一 丑梦 , 一

十 。 一

一 ⋯卜洲 ⋯幼
一

卧
‘切勺习,山︺‘,工

一
姚 一

八一八、︸,上八乙,上尸闷工山

一一一

、

十 十 。 乙
。

一
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梦 ,
一 斗
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。

一
一

⋯⋯
, 二 一

一 斗

多
毋 , 一
一

斗 利用边界条件 叽 一 可得
, 夕

,

一 斗
,

日
, 、,

斗

解此二元联立方程
,

郎得
,

斗 , ,

一 斗

既知顶层的拮点角变
, 由第 段列出的矩阵角变关系不难算得全部拮点角变之值

如表 所示

表

。,

少‘‘ 氏
, ,, 砧劣 岁。。 。, ,, 力力 叭叭 口

, ,, 叮拓 叭叭 口, , ,, 乡们绍

。, 一
一

妇妇妇 氏
, 。。 ,

日。
, 。。 口

,
、

, 。,

相相相
,‘ , ,, 一 日

‘ , 。。 一 口‘
, 一

。

四 口
, , , 。。 一 斗

,。, 生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生生一一一
。

招
‘ , ,, 一 ‘ ,

一 力力力 日
, , ,, 一 口

‘ , , ,, 一 多长另

根据求出的桔点角变之值
,

利用熟知的角变位移公式算得各杆端力矩
,

从而糖出刚构

的弯矩图如图 所示

五
、

有侧移高楼刚构的矩障分析
一 矩障角变方程 我佣知道

,

在一般性载荷作用下
,

图 多所示的高层刚构必将发生

一定量的侧移 如果略去各杆的帕向伸精
,

此项独立侧移数剧和刚构的层数相等 若将

方程 应用于刚构第 。层 图劝 的所有桔点
,

并注意到同层登柱的相对侧移均相同
,

郎

与,
氏

一 一一

、、

声 寿
可可可可
’

一一一一一一
卜卜

··

勿纽纽已已 一一一

皿皿 一一一

一一一
气气气气

左左左巧订

下‘丰下千偏牛

﹄
︸

宁

一一︸

时一一瓜
鑫︸十衡土

图 多
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劝

⋯
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得歌层 左个桔点的平衡方程 从这祖方程中解出第
, , 一 层的桔点角变

,

并从中悄去上

下相降两层的相对侧移量阁
,

乃有

。‘二一。 ,

立上卫孟互圣恤土丝些 氏
形 ,

些丛三些兰二卫丛 。
石 。

兰丛 土生
子

反命。

,

刃了二 十 耘。 。
口仍只 月曰 二

’ 奋

二 月 一

—
一 仍 一

左著。。

多 们 门
仍十 八
些业丛二

一

左二兰鱼二二鱼鱼土
叫

丛困垦七进
多 门 万 ,

已二 。
,

一 圣戮竺土鱼二旦丛 九
,

怂 。
丝二翌坚立鱼土生垒

少

‘
协

召苦, 。

,

—
‘二二 土卫孟二互肠 氏

,

尽。。
刃瑞、十 耘。

友苦、
日川 ⋯⋯

呈伙尸鲡
仍七一

贾
飞“、 印

圣经丛二
甲

圣鱼兰塑 二恤几
一

如
、

命
一

必
形
‘、

。

口。一 ” 一
万萝川

尽‘扔
蝙氏

、 ”“‘脚 一“漏氏
戊乡亡那

一 寿 刃编 十 耘。
,

刃瑞 〔 一弄 八。 。

——
那 丫

——
仍

砂、 左蝙
·

⋯ 圣里丛互土 全勿
尽。。

氏 一 兰望巫些 。十巾
多口”

丝型三二五丛些二夕鲤丛土鱼塑鱼里
尽。 门

一
互
伙点肠阮 些瓮二肠

“川
⋯⋯

圣里丛竺旦土哑丝二
反寿。
左丝如肠

、

衬退二多处势壮丛
仍 。。 ,

左价二

一 鱼巡些 , 乙圣些匕二塑鱼止
‘

互鱼三竺丑竺土
一

丛丝玉哩
才 左潇 。

式中 另 。 为第 、层所有拮点的不均衡力矩之和
如果采用公式 劝表示的矩阵角变记号

,

则方程粗 郎可写成下列矩阵形式

、、一呼 。二
、 , 一

月
。 ,

奋 脚 代币 夕” ”

毛 少。 十 叨几
,

乏冠孺
’ 丈

式中 】勺 死表示元素为各汗刚度系数忽贼的 友阶刚度矩阵 叭 表示与赦荷有关的行向址
,

‘

乞刊分洲 毒育下列形式
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一 反 另茗。 杨脚
, 名云。 一 左 ￡。 , 召萝。

枷
,

⋯⋯
, 刃编、 婉

。

。 , 左

召萝, 一 左如一气 一 及 召茗仍 肠
, 名若阴 。

一 左苦
, 另宕, 苗、 ,

⋯⋯
, 另苦。 , 苦刀

另茗。 肠。
, 另艺。 一 左肠。

, 一 左 另 ￡。

茗。
,。 ,

召宕
,。、 一 反艺。

,。 ,

⋯⋯
。 名茗

, 、 艺。。

另标 标
。 , 召称 肠, ,

⋯⋯
,

名氛 ’
十 一 反几

,。 , 一 左 另 ’, 婉
。 ⋯⋯

,

⋯
﹄卜谕

名
,。

一 反
, , 一 左 尸二 十 左 。

、,了、,了

工曰上刃皿。 一 左 。 一 禹 。 十 左二十

召对。 一 左 一 左。 , 十 左
。

几几十

召
。 ,

一 左 碱 一 。。 二 么、俨二

式 就是适用于有侧移高层刚构的矩障角变方程 象分析无侧移高层刚构一样
,

利用这一方程
,

握过速敛的矩障运算
,

可以求出有侧移高层刚构的各层矩障角变与顶层矩

阵角变的关系

求出了各层的桔点角变之后
,

各层的相对侧移可按下列公式卦算
“。 一

轰粤
“仍左 “。一 ,无 乃轰 。

万 。
’

叶

二 边界条件 通趁矩阵角变方程列出了各层矩阵角变与顶层矩障角变的修性关系

之后
,

再以底层弹性拮点的静力平衡条件
万 二 叭 万风

, · · ·

⋯⋯ 公
,

作为边界条件
,

郎可算得原来刚构的拮点角变

六
、

有侧移高楼刚构的爵算实例

殷有一座三简五层的对称刚构
,

受有如图 所示的水平风载荷 假定其’何尺寸与

图 相同 由于拮构形式对称及载荷可以分解为对称与反对称
, 因而以下的舒算仅限在

半个刚构中进行 因图 月伶示刚构在对称载荷作用下各杆不产生弯矩
,

故此处不予衬萧

根据方程
,

拜注意公式 和
,

郎可求得各层矩障角变与顶层矩障角变的

关系如下

毋 二 毋 ,
一工

一

梦 ,甄
,山,山

毋 “ 一刀梦 ,

。

一

多

一斗

一

一

一 久
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月,卫目、一洲

⋯
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梦 一 梦
工

王

梦
一

一

一

一

多
梦
一 斗 多

一

梦 二 一 毋 梦
王 夕

乡
梦
一 未

一

万乃沁乃现柳仇
曰日日日日日曰日多

应用方程 功
,

并注意公式 的
,

展开边界

条件 匀
,

拜将有关的角变代人
,

乃有
‘, ,宁斗 口

,

弓 日
,

一

一 弓二 ,

斗王 口 夕弓口
,

一

一 斗 二

解此二元联立方程
,

郎得
氏 斗 七 ,,

恨据上文第
一

段求出的矩率角变关系和公

材卜的亡飞

﹄、且冲皿冲口︸﹄︸下一盯 一

︵一︷一一

日‘‘

一呵︸

畔一姗一
毛十瑟

阅

上了寸斗玉

卜
”川 一份

“月 一卜
”入召 一

州

黔黔 一一黔黔
、。次

赢赢
即

。

沁 丁

。

。

丁 二二

康康康

黔黔
。。 , 董董董董董董董董

冬噜
,

泥渔丫

材材材材材
一

左左左左左左左左左左左左左左左左左左左左左左

。

郊 丁 军军羊羊燕燕

卜

崖崖崖崖崖崖崖
解解泰泰琳琳

基基笼笼笼笼笼笼笼笼笼笼笼笼

胜胜胜胜胜胜胜胜胜胜胜胜〔〔

缨缨缨
少

默默默默默鳄鳄二 。 、 川。

癫癫
湘湘了

一

夕 ,水砚砚砚砚砚砚
””“

清清
栩栩

连连姿至三乙

蛋蛋

才才鬓到到

图 图

式 工劝
,

可恢次算 浮全部桔点角变和谷层相对侧移之位 夫 , 珍传云

口口。
,

科 斗斗

乓 峭

夕夕
, ,

弓 勺勺

口口
‘。。、、 夕势招斗斗

些军缪
伪

, 。 斗
·

斗 吕乡,

伊‘ 诵斗 斗

别另

。

仓

夕
。

夕

一巫⋯亚⋯一占‘ 。,
·

“ 儿 卜

日日。
, 、、 斗 斗斗 叭叭

不不不
。

朽另

丁丁丁
两

范二二丁丁丁

竺竺竺
一 性口口 乙州州州

目 白门
曰 目 口

口口
, 。。 ,, 子 斗斗斗

嚼

口口丸
。

王 生

口口
, , ,

口口
‘ , ,、、 洲

恨据土列为变们侧移价制的念矩图如图 犷听亏轰
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七
、

精 而

粽合以上所越可觅
,

利用本文提出的矩障角变和矩障角变方程的概念
,

可将高楼刚

构的分析周题
,

归拮为矩阵角变简藏性关系的连敛运算 这一矩阵运算不仅具有系挽的

和机械的工作程序
,

而且也有显明的物理观念 它既不需要解析大量的联立方程
,

也避免

了大量迭代的数字补算工作

为行文方便和节省篇幅豁
,

本文仅仅衬萧了对称式高楼刚构的分析简题 但是必

须指出
,

不希是在原剧上还是在实践上
,

矩阵法的适用范围
,

都无此项限制 对于任何形

式的高楼刚构
,

本法都是可么应用的

本文全部插图承葛文源同志协助循制
,

附此致榭
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