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用于粘性流体湍流的局部性假殷
’

汀 洛孩斯基
列宁格勒

, 加里宁工学院

号 简 题 的 现 状

目前广泛应用着的湍流和热盾交换的半握脸理萧
,

其出发点乃是把整个流锡筒略地

划分为几个截然分开的区域
,

在这些区域当中
,

摩擦
、

热输运和盾翰运或者只具有分子的

层流底层 性盾
,

或者只具有钝粹克分子的 湍流核心 性盾
‘
在它俩之简的过渡区域中

所存在的规律性还很少有人研究
,

通常都应用一些握盼关系式 但是
,

对研究物体与其周

围的运动介盾的热与物盾的交换
,

研究具有粗糙表面的物体的阻力
,

以及对其他部多卖际

的简短来耕
,

对现象仅作这种粗略的考虑是十分不够的
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本文系作者于 好 年 月 日在北京航塑学院作的报告
克分子就是指我佣考虑的最小单位已不是分子而是更大的一团流体—校者赴
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根据关于确定物体表面附近的平均速度而进行的实阶的桔果
,

其中包括最近时期的

拮果
,

可以看出 图
。

在由紧邻物休表面的按性速度断面图 〔它在半对数坐标内是悬

雄袋 〕过渡到远离物体表面的对数枝断面图〔它在半对数坐标内是直技 〕的区域简
,

有一渐变的过渡区域 已握进行过的研究工作中曾建立了几种表示速度断面图的分

析表达式
,

这种速度断面图包括了上述所有三个区域 作为这个方向的第一篇著作
,

我俩

首先要指出 日本学者
。 的文章〔 为了估舒粘性对湍流摩擦的影响

,

歌文提出

了公式
一 ,·粤 。 , 粤丫

,

夕 、 夕

这个公式乃是钝层流 分子 摩擦与不依辍于分子粘性的湍流 克分予 摩擦二者的筒单的

叠加 在这个公式中
,

第一项代表牛顿定律
,

第二项代表普朗特公式 两项都对应于极筒

单的平行于某一平面的直找定常运动
,

公式 的使用是否合理还有着争渝
,

因为在大家熟知的雷带公式

二 。粤 一 。蕊万

中
。

第二项代表动量的克分子输运拮果
,

同时还包含着分子粘性的影响
,

这影响对于过渡

区域来耕是重要的
,

但没有被普朗特公式考虑进去 由此可见
,

在关系式 中
,

动量的

分子输运过程和克分子翰运过程的相互影响
,

被看成是二者的筒单的叠加

公式 是所有撇擅沿着上述方向进行研究的基础
,

特别是不久以前在国外刊物上
出现的 窿布列夫斯基

、

万一德莱斯特【月 和 且水 迈勒斯 的文章的基础 在这些

文章中
。

由于这些作者不得不对
“混合长 ” 的变化律进行修改

。

这就形成了公式 的

缺点 例如
,

上述第二位作者不使用大家熟知的极筒单的普朗特公式 二 勺
,

而使用复

杂得多的
、

含有一个新的握盼常数 的规律
夕 一 。一 ,扭 ,

他以在接近固壁时涨落急遴衰诚这种人为的理由来税明规律的正确性 为 了 同样 的 目

的
,

另一些作者 是将量 开始增长的点移到离固壁有某一距离的地方
,

靛跄离 由实瀚

来确定

这篇研究萧文走的是完全相反的道路 整个湍流区域内分子过程与克分子过程是有

相互作用的
,

本文把湍流混合机理的局部性假靛和关于动量输运与热量输运之简的雷带

比拟推广到整个湍流区域
,

这就使我偶得以对所有现存的半握脆理渝建立起一个扰一的

观点
,

并得到湍流摩擦和热输运的新的公式 利用这些公式
,

在与流动方向正交的流锡整

个横断面内
,

我们就能建立速度断面图和趁剩温度的具有一极速擅导数的速擅分析表达

式
,

屯把层流区域
、

过渡区域和钝湍流区域都包括在内

现代湍流半握膝理蒲中的局部性假毅

目前通行的湍流半握阶理渝
,

其特点乃别民定它俩的微分的性盾
,

自川民定钝湍 流式

克分子 动量输廷过程完全由当地流体物理常数值以及平均流速度对垂直于流动方向坐

标翰的导数所确定 在我俩封萧的定常流动中某一点的把对平均流速以及固定在流动层
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士的坐标系的等速平移运动速度二者都不影响湍流输运过程 除此之外
,

还假定 在离物

体表而充分远的地方
,

竟分子交换比分子交换重要
,

所以与湍流输运相比
,

忽略掉通常的

粘性和热传导
,

可以不致有大的视差

这些假定总合起来就是所有砚代湍流半握硫理渝的假毅的基础
,

我俩可以把这些假

殷称之为“湍流输运过程的局部性假毅 ”

与上述微分的处理办法相反
,

对湍流蛾运的任何其他
“
积分的 ”观点

,

也就是考虑到湍

流流堤内离某点校远处发生的过程对此点影响的观点
,直到 目前为止

,

还没有以任何确定

的形式提出过

大家知道
,

根据上述局部性假殷和筒单的量桐分析
,

可以立郎得到普朗特和卡阳半

握瀚理萧公式 作为
“一极近似 ,,

,

如果当地平均速度的变化只由一极导数立 确定
。

那
岔

么量胭分析告祈我俩
,

必镇另外引进某一个长度郎普切特
“混合长 ” 刃 的概念 没有混

合长 刃
,

要根据局部性假段在这种近似情况下写出摩擦应力公式
。

将是不可能的 引进

这种长度之后
,

根据瞥单的量泞同分析
,

可以立郎断定 在上述条件下
,

以流体的密度
、 “混

合长” , 和导数李 来表达摩擦应力
,

只存在着唯一可能的粗合
一 夕

’

一

一 ”
一

一
’

一 ”
一

’

一
’

一
’

一 。 粤、
、路夕

这就是大家熟知的普助特公式 当然
,

刃 的定量的表达式
,

不能从 “一极近似呀晴形下

的局部性假殷推演出来
,

而应歌用一些补充考虑得出
“二极近似 ”就是用开始的两个导数

“ ‘ 刃牙 矿
‘

刃 来抬出平均速度的变化 根据同

样的量炸周分析
,

可么断定下面的卡阴摩擦应力公式是存在的
。

一

“伙

代
一下下

其中 代是一个无澎两常数
,

到现在为止
。

在实际中遇到的儿乎全部是湍流现象
,

其中包括湍流边界层中的现象
,

普朋特公式 功和卡阴公式 一直是进行理萧研究的基础 近几年来对 数此较大

的 其数量极等于或大于 流动的实阶表明
,

在超声速边界层理萧中直接应用普朗特公

式是完全容爵的 这就再一次肯定了筋单的湍流半握阶理渝在现代技术中有多么大的价

值 至子被到很大的 数 到 加
。

那么
。

在这种速度的情形下
,

通常将发生分子离

子化及离解等一些本质上是新的现象
,

这就根本改变了气休动力学的拯典热力学关系式
‘

把属于不同
“近似 ” 我婀弦规这一点 的公式 和 加以工 交

,

可以得到大家熟

知的卡阴公式
尸

一 、

但我们觉得应靛款为 “混合招
,

的概念对湍流唯象理偷的“二极近似”是格格不入的

一扭 ,二教等等近似在本文中只泛衍时用的租念
, 与原愈不全同
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半握盼理萧之应用干湍流热愉廷过程
,

其基础乃是所韶 “雷需比拟 ” 这种此拟的基

础在于当 ’团流体作湍流混合时
,

动量与热量的携廷者是相同的 根据这种此拟
,

可以对

两种过程取同一个湍流混合系数 于是
澎“

二 尸 万
岔合

尸 夕 二丁一

消去 那
,

郎得雷带比拟的通常的表达式

公

己

己“
’

今后我他将只利用雷耕此拟的这个极简单的公式 关于以固体为边界的流爆中湍流核心

的实脸材料已很好地征实了这个公式的正确性 大家知道
,

在“自由”湍流 射流
、

尾流 的

情形当中
,

湍流热输廷系数比动量输运系数大一倍 根据靳的费料
,

这些系数的比位有时

会沿流踢的横向方向变化 目前正在对这一尚题进行祥韧的研究

在层流区域内
。

亦郎在碗分子热毓运区域内
,

下列等式应当是正确的
己“

,

二 尸 —
,

二 人 一一
勿 汉梦

又是热传导系数
。

因而
, ,

弓 式应以
一

几划七林

,

夕乃一而介︸改一一
价︸一而凡一产

一一
口
口

︸一‘

这里引进了普朗粗
三
数 ‘ 卞等于

‘ 渔
甲

又

将表达湍流和层流中 “雷带此拟 ” 的公式 幻和 加以此校
,

可以看出
,

只要普朗

特数等于
。

两种情开 的此值二将是相同的
万

劳 分子交换和克分子交换之简有相互作用时的

局部性假殷和雷斋比拟

现在我们取消 妇 中关于分子愉运拜不影响克分子翰运的假定
,

而将局部性假段的应

用范围加以扩大 换句活礼
,

我佣将考虑流休的粘性和热传导对湍流愉运机理的影响 根

据局部性假设
。

表示这种彩响的办法
。

应当在曦擦定律和热愉运定律中引进一些附加的因

子
。

这些因子是当地雳淤数或培克数的函数 所谓当地番带数
。

根据同样的局部通到廷

段
。

就是指下远斋量的无量桐粗合
,

而此粗合应献与粘性系数的一次方成反此 这些量就

是 确定平均速度的变化的量及流体的物理常数—密度和粘性 显而易觅
。

这种粗
一

合可

以是比低

在这里 ,

掀 。有运动粘性系数的因次
,

它在 “一艇近似 ” 时是 ,及李
洛夕
二最的粗合

,

或在
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“二极近似 ” 时是粤及奕 的粗合
,

么此类推 就其对这些量的依搬形式而言
。 。 不是

内尸 ,

别的东西
, ’

它恰好是无粘性情形下湍流交换的动力系数
, 因此 ,

在“一极近似 ”时
,

有

二 澎“
夕

专洁厂厂协

在 “二极近似 ” 时
,

有

一

共“
所鸽当地培克数 尸

,

就与通常所用的一样
,

我佣将指当地雷带数同普朋特数的乘积
,

三 ‘ 已立三
久

于是
,下列摩擦和热输运的公式就是广义局部性假毅的定量的表达式

一 。享 一 , ”李 , 二、
,

勿
、 、 ”

。
一

二 丝 , , 。 二 丝 , , , 二 二 丝 , ,

‘华华、
勿

’ ‘

砂
一

、 入

〔

关于函数 和
,

暂时只知道 在层流区域和热输运区域内
。

二者都等于
,廷对应于

年顿和傅利叶定律 的 在钝湍流交换区域内
,

剧分别等于自己的自变数 只有在这种情

形下
,

起源于分子现象的量 和 久才能不在公式 的和 中出现
,

而公式取
,

叼的形

状

由此得头
,

画数 和 在各自的自变数的变化范围
,

《 《 和 。试 ‘ 镇 ‘ 。
·

内是相同的 其中
。

是相应于层流区域的边界的当地临界雷带缈
,

拜且当这些自变数无

限增加时
,它俩各自逐渐趋近于自己的自变数 除此之外

,

从 。点开始
,

除分子交换

现象外
,

还发生数值大得多的克分子安换现象 代表过渡区域内的摩擦跟层流区域内的摩

卿

擦之比的画数 八 刻应当急遗地增加
一

尹。

画数 伍 的这种性质可以用擒段 图

及以 ‘二 士 为撕近藏的等边双曲修的一个分

枝来表示 于是
,

画数 厂劝 在 的整个变化区筒

内的分析表达式将是画数
」

份

俘以凡

当

了渺 二 璐

成 尺《 时 ,

当 。《 时

,
娜烹 〕 俘

,

阵才

,、月、

一一
、了尹‘、

完全兹复上述衬渝
,可么拾出画数 ‘ ‘动 的

分析表达式 图

’

巧 在“一撇近似 , ,

份形下的当地留眯数的扭念
,

大概是在我 凹的旧作 中首次出现 那些文耸亡是考虑和似性理脸
对湍洗理偷的应用
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,

当 。《 镇 。 时
,

当 。‘ 时了 护 尸 一 护 尺吕十

厂、万、

一一
‘

、
尹

改
心

‘
气

人

这就靓明
。

如果对钝克分子交换区域内的雷带此拟用了前面所 远白勺解释
,

并欲为湍流

混合系数 或 左
一

不渝对动量愉运而言或是对热翰运而言都是相同的
,

那么
,

画数 才和 六

也可以款为是相同的

现在回到公式 匀和
,

我俩得到下列广义雷甜此拟公式

二 二 主 眼 卫 二
公 严 了 多“

业
叮

了砍
了扭

泌

浮“

可以直接看出
,

在动量愉运过程和热输运过程具有钝分子性盾的区域中 二 约
,

公

式 是正确的 而在钝克分子交换区域中 幼
,犷‘动 二 眼

,

公式 幻是正确

的 刚才得到的公式 指明 在分子与克分子过程互相作用的混合区域中
,

普朗特数
, 如何影响着传热量与摩擦应力之比值

再回到公式以分和 动 并以 和 王 中的值来代替其中的面数 步和 了
,

我俩得

到 丫和 叮的最胳表达式
。

岔邵
尸 — 当 。‘ 《 尺。 时

,

公 容二二

了尸 二威 注 当 尺。‘ 反 时

丫万万二矛城浮几

当 。《 尺‘ 尺。 时
,

当 。《 时

一勿面一办扔匆扮一勿

、八,八‘‘、、,‘ ,,‘、

一一穿

这里 二
,

公

而定

而如何用平均速度的当地导数 及长度 来表达 。刻要看选取了那种近似

谷
“

一撒近似
, ,

法中定常流速度断面圈的确定

考虑“一极近似 ”
,

并且为筒单起晃
。

考虑光滑表面附近没有撇向压力落差的定常湍流

情形 遵循普朋特的作法
。

取
丫 二 常数 ‘

, 勺
,

其中 九
,

是光滑表面上的摩擦应力
, 陀是根据实脸定出的常数 于是有

, ,

击‘
, ,

岔“
‘

夭二 二 代
‘

夕
‘

万二
,

勿
’

勿
’

而在层流区域的边界
。
上有

。 二 ,

倪 叫 帅了 ” ‘

方程 刻分成两个方程
‘ 一 ”

会
当 。“ ‘

”
,

晚 呼
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声
, , 。 。 岔“ 、

, 月

了‘“ ,

,、
’ ’

、
‘

刀 ’、
’

飞一丁一
, , , 。“ 夕 、 。夕 、 。夕 , ,

业
二 沪 一 廿 , 、

‘矶一 尸 一丁一 衣了一一 一二一一一 一

—
丁 上 二月

‘
砍 下 “ 。 , ,

‘夕 刀“ ”·

引进通用坐标

, 二二
,

护

此时方程有如下形状
浮甲

,

一 一
上

浮粉

口

一

一
,

公
百
丫

斗

当 成 刀成
’

刁。 时
, 斗

粤
人 ‘ ,

鲜
一 ‘令

哟
’

’

‘夕 、‘专 、‘ 。
当 刀。《 专时 斗

由第一个方程拍轶口

伞二 刀 当 。《 刀成 刀。时

、意到津、
二 , 拜在第二个方程中解出粤

,

我 ,孵到
、‘夕 ‘夕

。 、 、
话刀

“ 言一 土了 “ 言一
, 、‘ , ”

, 刃弓

或者很自然地只保留上面的符号
,

并将右端稍加改变
,

得到

一切己甲

夕

作替换

了粤涛三 丫粤俨石
二

一

丫努
二丫粤俨孚、

,

才二 耘 代肠

盆巴

,。 》 。
,

当 粉 场 时
,

当 邓 时
,

斗

就得到积分

甲 二 叮。个 一 气 一 勺 甲
色 ’

一

丝七
司

代 公,

一

这已握满足了周题的边界条件
甲 二 夕。 当 粉 刀。 时

求出小 右端的积分后
,

就得到了用孤用坐标表示的速度分布

“

, 三 一
凡

当 成 专成 叮。 寸
,

当 专 刀。 时
,

其中曾合
,

盆一
一 馆

一
一
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可以直接从公式中看出
,

所得的速度分布在 叮 刀
。点速值 在 生 中令 刀二

习 、 , 哥 ”左
。 冷 火

,

比 七古 落卿 卜郁 口琳 耗加拟 山
,、八 古心八七丫抬 扮 , ,

〕二七百 步户勺 之二凡万口李上主 乍‘ 尹 获、了曰 一万一 一
工 , 一 凶侧‘ 王三甲乙 , 门长 月 叱匕 体‘口 幼 , 二丘去风刀

一

尸 巨人
‘

〔 铭 ,

刀。,

握

夕。速

擅
,

而且在此点有速祯的一极导数
剩下的事情是确定常数 和 邓

。 下述事实值得予么注意 在
“

第一近僻
,

的情形下来

考虑过渡区域 并不增加樱阶常数的个数 为了确定 “和 珑
,

我俩来建立当 邓 或
‘ 时 甲 的 的渐近表达式

根据 斗 和。
,

我俩将有下列潮近等式

云 一
、 刀言一
斗仁 邓 一 ,

口 分
尤 山

二 、

丁
’

万
“‘ 、,

斗

一
石与

,

此后郎不难求出西数 甲 的渐近表达式

, 刁 土 邓 乳 , , ,

凡

斗

这里曾合
‘ 。。

, 、 二 、。
一

三、 一 一上 三
上土生一 上

名代 拓 一 上 才托 黝朽
上
一 一 个

叮

‘

协 片

渐近等
一

犬 协 畜泊 井亦剑的
, ‘它就是天家熟知的对数栈速度规律 把这规律写成如下

形式
甲 二 反 粉

·

”
,

·

未

它大致比尼古拉效公式更为准确川 将 斗 同 斗 加以比较
,

并将 叩
。近似地选为熟

数
,

可得
仁“ 二冬 。 。二 交斗 夕

根据尼古拉兹公式
甲 久 扮 民

当然也可以确定这些常数
,

这就用不着多说了

确定了常数之后
,

我啊就得到整个区域内速度断而图的下列分析表达式

当 《 夕减 时
,

。 」 ,

了
, ,

。

寸 一 乙 什寸、 不一 一
一 一

—一
一‘办 未 的

丫
。,

,

而砰下下
万 十 叭干 宁 ‘ 当 》 时

护亡、

一一甲

把根据公式 拧 补算得到的桔果跟实脸数据 此校 图
‘ ,

我俩得到相当满意的

符合

图 七的尖脸点子末在明尖睑人名
,

这些点勺、尖示上二腿好些作者桃扁次尔
,

苏尔不炎 将留洛失峪人 的测滋钻
果 点 的分布位健取 ‘克劳塞的总抽性吹献 中的图 火
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昆 假如考虑大家熟知的管流中横向靡擦应力的筱性变化
,

使用 的更复杂的变化律
,

井

注意到包合扒向压力梯度的一个参颐的影响
。

那么
,

求速度断面图时舒算方面就要复杂

一些 最蔺单的没有考虑这些影响的速度断面图 之所以与实阶数据有很好地符

合
,

是由于速度断面图由技性形状变到对数筱形状的过渡范围比 瞬小 豹为管子半径 的
。

并且以后速度断面图与对数栽的相差比校小

现在来衬萧下述情形 流踢的横向摩擦分布预先并不是已知的 边界层
,

射流
,

尾流等

等
,

这就必填利用雷带形式的湍流平均运动的一般方程
,

此方程合有靡擦应力沿与流向
一

, , ,

“
, , , , , 、’ ,

公 ’
‘ ,

一一
,

一
, 、
‘

, 、 , , 』 、 ‘ 、一
、。 山 , 、 ,

。一 一垂直的坐标方向的导数常
·

在这些清形下利用公式恤 和 ‘ 就不能款为航理渝
根据的了

,

因为第一
,

近似公式的微分可能引起很大的既差 第二
,

在表达式中出现高阶

导数未必是能容爵的
,

因为按照所取近似的极数湘应极的导数已握案去了 在这些情形
一 一

, 一 、 。 一一 。 小
、。 ,片 , 、。卜 了

, , 入

卜 ,

峨侣 龙里附始凰汝于口间司、飞生 民战皿州于 舒姚 二一 七弓牙
,

贯

哥
一 产

肇“劝
’

其中函数 和局部数 的意义和以前相同 如此
,

在“一极近似 ”的情形下
,

就有

了护巫、
公 , , 口乙“ 夕 】

州二一 口一 月忿 了 、

—
,

夕 口夕‘ ”

容易看出
,

在相应于没有分子粘性影响这一假定的区域内
,

这个公式的渐近表达式将

是大家熟知的泰勒公式
日公

, ,

口“ 口“
,

又 ‘一叹一 一 一丁
口 夕 口夕

‘

斗

大家知道
,

宅有时抬出同普朗特理流相符的桔果
,

有时却与之有差别

根据本文所叙述的想法
,

泰勒公式 和宅用一般公式 来表达的推广后的拮

果
,

在湍流半趣履龄理渝中应当占有独立的位管 这一简题值得进行专四研究

号 “
一融近似

, ’

法中定常温度断面图的确定

脚户冲

由平均流动方程和平均热谕运方程可以知道
,

在速度和温度不依习菠于麒向坐标的情

形
,

可以靓为
、

丁 丁, , 二 奋。 ,

仿

其中 咖 是与流体相接触物体单位面积上每秒握过的热量

除了从前考虑过的短用速度尺度 和姐用长度尺度 味

度尺度 礼

竺外
,

我仍再引进通用温

礼 一
甲

鱼匕

今 夕

·

于是
,

如果引进无量桐量
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华 二 , ,

汀

拜且象前面那样
,

令

二 代 ,

多

多的面一勿呷一
·

而一匆产一
”

我俩就可以把基本等式 刃和 的改写为如下形状

澎甲
当 。《 邓‘ 邓。时

,

, , , ,

甲丫
。

了 争、
, 二 ,

人 ’‘ 沙 吸一丁一 口 一
’‘ , 吸一二一 一‘一 上

丫 弓叩 粉
当 刀。《 刀 时

。

互邓甲一︸二浮一
」

,

、矛,七

种
‘ 弓刀

当 《 刁《 刀。时
,

生票
、

份
, 守。

牌丫
一 , ,。 言粤丫 、 当 刀、 。时

‘ 耳夕 丫 、‘今 、诺叮和

弓

丁一
矛丫

由以前的等式可知
‘粉

甲 一 元一 。

, , 十 ‘ ,

当 ‘ 专《 粉。时 ,

岔刁 乡

了反不巧厂丙不矛一 扭
‘呢十

当 刀。《 邓时

在舒算温度断面图时需利用椭囿函数

助特数 ‘ 的情形 当 ‘ 二 工时温度分布

‘ 数值时温度分布的趋势

最筒单的做法是分 衬谕大普期特数及小普

与速度分布二相同 图 表示出几个不同

谷 对
“

二极近似
, ,

速度断面图的筒短盆明

正如 妇 中已樱指出过的
,

用“二极近似 ”时局部性假没可用下列公式表达出来

产“
‘

石主

其中局部雷诺数等于 托是某一个常数
“ , ,

一 仰
,户

同时在层流区域内 函数 才和 “一极近似 ”情形中的似是一样的
,

郎等于
,

在湍流区域内

则随局部雷诺数的增加而趋于此局部霭带数
, ‘ , ‘ , ,

气认介夕叶
心孟币

把画数 的这个值代 人墓本关系式
,

我俩得到大家熟知的卡阴公式
,

屯同

前面的普朗特公式 功一样
,

也可以着作是大 数时一般靡擦公式的渐近表达式
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产“
‘

公
, ‘

一一
,

一
一 』

气产杯
‘

一 石十

层流区域同流锡其余部分内的解的接合简题
,

当 《 。 时 ,

当 凡《 时

在现在的情形下有些困难
局部性定义 预先假定了 矿

‘

年 叭 但在层流区域内
,

这个条件并不成立

雷带数的

可以用下

述两种办法之一米处理 或者放案雷豁数的变化的建疲性而对湍流区域引进歌区域的初
,‘、、了法︼︸划门沪,‘、户‘、始雷带数 在这里么及在以后

, 甲的右角上的撇号都是表示对通用坐标 刀的导数
,

叫
。一

鹦郎
沪中子 砂

甲’
·

甲护

其中惫

甲
·

二 甲
,‘ 刀。

是新的实阶常数 或者对层流区域利用“一极近似 ”的雷带数
,

可根据层流区域边界上的局

部雷带数的接合条件

盖“‘
妙

妙端成
沙

矛 峙
少 哺住

来确定 甲犷
,

于是 叫 二

下 , 丈汀
口

一 叮。
。

甲。

。

珍时二极导数 扩
‘

的在点
。处当然要发生简断

,

但是函数 甲 帕 及其一极导数

在全部流锡内保持速液 假如同意利用近似等式 ‘
,

那么
,

在似后的解中就不必再增

加实敬常数的个数
,

而同一极近似的情形一样
,

作为向未知常数只需保留同样两个常数 ‘

和 邓
。

在本文所考虑的定常流动的情形中臼“ ‘户
,

根据 叼
‘

的第二个等式
,

取通用变数
,

将有

工

,

加护 ”
’

,

犷生
,

’

甲 划 一 , 下万 一 一弋万
一 一 孟

、 甲
’

甲。
’

﹄尸暇助

由此解 创
‘ ,

得到

创
‘

一
代 甲佗

、 ,件专龙不‘ 一、 万
’

、了 十 气, , 苏 一 ,叮
‘

丫 、甲。
一

, ,

其中 叫
‘

可根据 确定
,

等式右端分式前面的负号相应于下述条件 在离开物体表面

时 ,

拢度断面图的切擒的坡度诚小 根据
,

分毋根号中圆括弧内的常数差等于
代呼

一甲苏了 井 ‘
’

刃 一 ,

甲。
飞

并且可以把它看成是正的值

在方程 中 ,

合
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丁二万
甲 二 呵踢一

一
‘

,

司时

、

一可一一甲
,

中
,

当 刀 刀。 ,

当 刀“

时

郎可得到微分方程

一一代下
奋刀二 一 — 肠 一 土

浮
‘ 一 “ ’

用了边界条件

当 夕二 肠 时

后
。‘

它的积分是

不尸一一二一
刀 一 叮 孟 宁 — 而 一

, 多

, 于一 卿
’

汁算右端积分后
,

得到

万一下了
‘

年 一 , ”一
一、

一

丫 不”一 工 气万砚下二于 一
多
‘

一 」 瑞一

泌 、
卞 、 下二井二井

二 。

以、上 ,

‘

多,

一
了

右端还保留着一 个积分
, ‘

它不能用初等函数表示出来 可以把
‘

匕改写成如下形状

仁一立一
‘

七
‘

了玄
,

万了
‘

了

撼术

多 一

一 一
“

一

岛各
一

刹
“ “

御
御〕

。

工

侧,,其中曾用第一类椭圆积分的常用表示法

, 、 一 丁‘等 一
”

一 左
‘ ‘

中

这样一来
,

我俩有
一了一一了 「 吞、 一厂 飞、

, 一 丫 丫 峪 一 ‘ 厂干 井 一 一歹 井 二 宁 一下
二 刀 气 了 一

丫 扩一 踢一
、 产

” 、
一 一万书

二 刀 几 子 一丁一
·

、

石 夕

另一方面
,

从 ‘ 和
,

我俩有

‘ ,
尹一
下二丁下 刁 一 下
于

—
工 昌‘

户尽多

碑 一
,

于是
,

积分井注意到边界条件

二 夕。, 。 当 叮 刀。 时 ,
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可以得到
, 、 八 , 。 , ,

刃。 十 —气 一
多。夕 十 一 又多。 一 叭刁

,

代

其中 ‘ 觅 。 斗

等粼
·

‘ 和 工 合起来
,

抬出我们要求的
“二极近似 ”速李断面图

·

在 , 附近写出这两个等式右端的表达式并消去
,

我仍得到大 刀数时的渐近对

数换速度公式 在本文中
。

我介织进行了上面的一般性的研衬
〔黄务民择 黄 教校 〕
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