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弹性地基上的固定边矩形板

强 福 范

清 华 大 学

引 言

在弹性薄板的小携度平衡理渝中 , 四边固定的矩形板的弯曲是个难题 因而曾翘是

力学家们的研究对象 例如布勃带夫 助 ,

铁木辛柯 血 ,
及勒务

都曾以各种不同的方法来解这尚题 直至最近
,

还有苏联的学者们在研究这周题

但如对于这周题再增加一个因素
, 例如这固定边的矩形板某在弹性地基上

,

刻这简题

当更困难 就作者所知
, 由于在数学上的困难

,

至今尚未有人对这尚题作出严格的探衬

本文提供以双重三角极数解这背题
,

并获得了精确的方程以供数字静算之用 井且
,

使所

得的方程中的地基弹性模量 无。
,

郎得敛木辛柯教授以叠加法解固定边矩形板所得的桔

果

所提供的方法
,

亦同样有效地可角以解垂直于板面的荷重与在板平面内有强力 或 压

力共同作用的固定边矩形板 因用双重三角极数来解
,

在数学形式上这类尚题与在弹性

地基上的板是相同的 换言之
,

对于这类简题木文提供了一标准化的解法

本文内容包括均布荷重及在板的中点作用一集中力这雨种情形

在均布荷重作用下的固定边炬形板

殷有一为弓助性基础所支承的矩形板
, 二 一 , 二 , 万 , , 一 这四边均为固定 , 如圆

作用于板的均布荷重的强度为 须解的微分方程为
刁叨 日 , 日盛叨

,

顶砰 十“ 瓦平了十
叫

百画了 万讨一 ”叨少,

二二二二瓦“二二月

圆

伙

一。
。
生卜份

国 石
,

吹卜
劳 注 年 月 日收到

,
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井符合边界条件
。 日叨 。

佗口一 荞

一
、

价乙

式中的叨为板的携度 众为弹性地基模量
刀无月

一
,

万了不元至 为板的抗弯 度

毅想将板的四固定边除去
,

而得到四边为兢支边的这基木系就 但在这四边为筒支

边的板上
,

除均布荷重 外
,

在 。 , 。 这雨边上有分布的弯矩 形 功
,

在 , , 万一 乙

这雨边上有分布的弯矩 形 对
,

如圆 乙

由于圈 乃 所示这板的四题为筒支
,

所以可用双重正弦粗数来表示这板的弯曲面
,

自

二 一 过 叉
协

,几 , ” 几 止 曰 “

叮 乙派仍
、

托而心
日

—
丈 一与爷

系数 嘛
。

可用虚位移原理来决定 整个系就内的变形能 由雨部分粗成 板内的变形能 ,

及弹性地基内的变形能 万 ,

杯

⋯
”

⋯
“

⋯
、日
一
⋯

,

一

, 一
习, 州

刁劣

口‘全口

日犷

、
‘ , 、 一 、

厂护侧
一 艺又 一孙川 一不万

, 芯一

矛全刀

乡岁

多 口 飞〕
,

一气丽而夕」室韶“

户百皿乃
︷

﹁

希叨
砒殉

奄

将 式代人
,

得

了几 一
万“ 乙

艺
扑 尔韶 , 软蒸

嵘
。

纂
一

、

脚
“ 、。

身 真一梦硫
·

‘

由虚位移原理
, 当系数

。

增为 甄
。

苏蝙
、

时
,

。二 二 一 、、、

伽、
·“

邵
。《“

、
“

翩
二 “ 。

现分别舒算 式的各项

。 ,

囚 一

「
一

亚

丫旦 子 脚
’

曾
一

〕嘶
·

鲡

以
, 而““丹、

日 ,“ 宁 乙万劣 , 宁乙兀
一蕊一 坦 一石尸

动叮
‘

刀乏净而‘

占
, ,‘。 ,

一 零 , 撇
办

“

、闭 。 些匹乡而
,

一

一 亚 ” “树 。

孔”伽淤黔电

、 、卫黔、一

音凡凡一

东、、沥“

郡二

吼州厕
“

翎
二 。

“ 、。罕
、

凡
,

凡 各为以富氏粗数表示 万 劝 与 万 功 时的系数 代入 式得

、 「
一

丝妙介洲 其丫 全吵
一

〕一少呵 粤
、瓜 丝 饥风

注 、 刀 口州 了圣 竹己尹刀兀‘ 伟

于是板的弯曲面为
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期 眼丽范 弹性地墓上的固定边炬形板

吕 易
·

, 万 二

叨 一二甲 」 之
, 一一 一二 一下 ,

,

甲石二一
月

甲贾 一一

气犷 气 下万尸 , 。止习 仍 甲
‘

示
川 ”

厕 二叨 婴 鉴 、, 希 兀一

训
、 “ 习

派乙 。 几
,

饥 劣 叽派心

十下 刃乙刀 ” 吕 王

—
日上 飞拼

。

乙肠 肠

将 ’ 式分别对 与 , 微分
,

并各以
, 。 , , , , 乙代入

,
郎得同加 所示 的筒

支板沿 二 , 。 ,
及 , 二 , , 二 乙各边上的斜度

了鲤、
夕 ,

丝、
、刁劣 二二

一 士

氯 ,
‘

硬六石
器‘几 骼耐刁 罕

,

拓 召 答
士一 芍万 三匀 启翻

一

了一丁二 一一 二艾厂丁 一一
,

饥
一

⋯
一 二 ” 甘 么一 了乙一 、 ,

沥训气砚可个万『 宁‘

器二
。

骼‘风 」如缨二

由于板的四边固定
,

歌
二 。一

锹
二 。一

刀 口 任

、卜

于是由 式
,

习
外目

一 竹沪 矿 、
一 , 十 一 节 尹 十

、 “ “

无
派叨

〔黑 器“
。

贵饥萨刁
一 ,

矛
一

一一一达一
一 鱼鱼里

”续洲 川 竹沪
,

矿 、公 无 妈拓艺 器。涵砂豁二〕
一 ”

兀叨
由方程 可得“粗燕穷联立方程以解系数 凡与 尸

。 ,

并从而静算作用于固定边上的弯

矩 在用 式静算时
,

我们将遇到形式如下的雨种极数
,

郎

矛 一一三一一
,

矛 一一竺一一
。
巧岌卜·

记 耐 犷
’

续改卜·

矿 刃矿 犷
’

沪
‘

,

尸

式中的 刃与 夕均为常数 我们须静算以上雨极数的拯限和 对于弹性地基上板这简题 ,

刃 夕 为了豁算拯限和 ,

可用以下这热穷乘积
,

郎

己下
书召

二 一 ‘ 沪 ‘

普
‘

釜 ⋯

雨边取对数并微分
,

得

界
尊 毛二 瞥扁
住 艺

”。

翼 矿 沪

式可用以静算极数 的拯限和
,

由于 刃 少,

助式的第一式可写作 ,
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日
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习
卜 记 ”尸刃 犷

不篇币 负 而丁一

万子庸一习‘
丫 尹 一 “ “ 一 ’ 。

’

仆 下 明 一
。 丫 护 一 勺

习
卜

七
而

、 ‘ 一 , 厂一一万

百丫 刀一 协丫 夕一刃

喃碗刁护二了

俪“晋甲拜万

一一

习弄不万
工

一
版 厂万万

‘

丁万甲 万 一
, 、 , , 、 , ,

一

囚 勺 勺士亿 犷一丫 丫
一

玄 气夕十叨 士乞
一

交火 尹一叨 ,

代人仁 式挫整理石 ,

便哭数都分相

等
,
郎得

艺
雌二 记 内 犷 一

界

即 声二矿

丁丁
一

一乙
, , , 、 一 , , 、 ‘

丁丁 ⋯一
、

丫万 、夕一叨 跳皿 抓
’

百 、夕十刀 一叮万 、夕十叨 派 万 、尹一 刀

峨今城速

、。誉心协、 咖 剖酥砰布
吐

同理得

, 屯、

‘目
月留

,

沪
矿任

一

矿刀 沪 一

二

丫李不马
二

丫
一

〔、石办
尹 、 。 , 二

打亏一而
︷丫甲扩一 刀“

咖此了百蔽万 、 晋
诵曰

一

乙 石

一

尹一 刀

由 式可知
,

饥 护
刃 一了一

于是

卜

⋯
耐

, 、

希 ‘

夕 汽歹
一 上十 不矛瓦叮

,

, 一

半
勺

儡
万

、

两
一

丫斋
,

人
一

, 、 一

孚心丫舜需石习
一

等、
,

丫骊不
一

等燎扣蕊筹分
一

功
一

孚月, ,

式中的
了不了产不犷下不 丁

,。 勺 下犷 心 土 十 , 犷于了 十土 ‘

月 , ,

二 勺 , 二
为 、 , 产乙

’

万
‘

刀
了 ’ 一

”
乙

,

一 无妒
一 、 、

魂 一岑华一 一 、
、 , 竹乙, 布 ,

刀

终 式代人 幻
、

雨式
,

得 幼式中的南粗数的拯限和
,

于是由 幼式的第一

式得
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李勿 张丽范 弹山也墓上的固定边妞形板

。

要
‘ 。。。

要
。一

。 ,

仍兀 仍兀 。 、
拼爪

一
“价 一 打‘ 日

—
户饥 十

场

二
,

月。 。

、
。。 。 , ‘。

鲤
刀。

、
“ “ 」

濡云了 吕
十丽 丫 犷 万

。

蕊 。 吞。二
切 , , , ‘ 、 ,‘ 功

了心 , , ,

一
号 晌 , , ‘

一 号 吮 , 二二
、 人 石

一

乙
一

任 任
、 , 七 砂夕 ,

自 式的第二式将得到一类似的方程 这样
,

我们就有了一祖燕穷的联立方程 对于

任一特殊情形 , 我介弓可用逐次近似法解系数 凡
,

凡 ⋯尸 , ,

几 ⋯等 井从而静算 万 劝 与

万 岁

对于一正方形板
,

则弯矩沿四边的分布相同 子是 刃。 井且所得的雨粗方程

将相同 其形式为

日 护
们乞万 仍 而护 饥二月。

「一一幸垫迄 一
‘

、 而 生

砂‘ 了 ‘ 庵 卜 一丁 气 , 只
, 汀 , 们乞习少

月
,。 。纽 。二哪 』,吝一 。

如哪二月
, ,‘

’

二 。。 乙 ·仍派 ”鑫

一
、

, ·

·
令丫零

。

具一奋
目

酥丁劈不

焉
一

“

在解 式时 , 可先解 刀 , , 丑。 , 刃。 , 刃 等四个系数 于是

得四个联立方程 从所得的拮果可 断甜系 数收放的 情

况
。

若使 拐 式中的 兀
‘ ,

郎得 。 , 。 为简支边 , ,

如圆

于是由 句式
,

得

圆

, , 为固定边这情形 ,

风
‘ 卫乡去

了 口

刀。 日 饥万石
牛犷 ‘ 一 以 班

』些亚互。

卜 一一万二了一一

一 —
石屯二么

—
一入 、

盛 本 一二竺 —
, 口 。 。卜 竺竺巴匕 , 小 。 成。 二竺竺上兰 只 、

,

一 滩 飞 、 、 了‘ 刀】尸占占占占 山 矛冷 泞乙 目占一 曰 肠 口

西 甘乃 、 肠 伪

卜‘

‘目

分布在固定边上的弯矩为

月 。 、

肪 , 、 卫竺卫匕 气、
法“ 、柑 — ‘目

砂 打名 心

乙韶劣
一一石,一

。 ,

仍而 饥拓 。

卢。 王 且 万一
, ,‘一 , ” 趾 一几王甲 ,

乙。怪
, , 访

了 , 叼 山 门 , 注 爪气汽曰
‘

, 口石‘刀乙‘ 沪

饥兀乙 饥派 。

以 ,护各十氏 , 日

—
户云

肠
月

,。 日

气

极数 为一收救很决的极数 只取为首的几项部可补算得作用在固定边上的弯矩

由 勿式还可作更进一步的推渝 可以预料得到 , 当弹性地墓模录 石、 时
,

应由

式得到热弓助性地基时固定边矩形板的边上的弯矩的算式

由 热 式
,
当 希 , 。 一

,

刀。 井且由敲式得到
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代入 式
,

并使 凡
一 , 由洛必德

, 。声 规刻得
、

〔
器飞 票妥币禽车 票

月二

、二 月 、

丽
‘

· 一

而感

拔氦、、 ”
。备 日 ”

粤
创

可
一寸

瓤“禁
, 。

“ 、 ”
, · 。 “

禁
工

孤 寸

可
。

票时」

景答
件

豪 奋嗒 葡众丽可
、 , 恤 禁

一

粤
“

协
·

票
, ,

刃二

仍拓乙
王 且

—
十

场

仍布

“

伽护

嘿 ‘护

朽 。
,

︸︸、、了矛心

犷一
摊︸
工‘

︸一︹区︼了力

饥才

‘气
、

一
一

了气压盈呀‘

十

吞誉
二

鼻

终 心式稍加整理后
,

得

佑 甲

饥‘拓

翎布乙

饥拓

“

, ,

饥兀
吕 一 石兮一

乃岛

饥
加卜

—
尽 呈

几二
一

吕一

口公

尸,

, 一 、
交 阅涛 口 、

朴一 气丫二十一、 了犷 ,

石

式就是铁木辛柯教授以叠加法解固定边矩形板所得的雨祖燕穷联 立 方 程 之

一 因此
,

算式 句实已包括了燕弹性地墓时的固定边矩形板这情形

现点一例滋明算式 的应用

例 毅有一四边固定的正方形板
, 石 伽 , 希 石 加

“ , 刀一 丫 弓

蟾 。
衅

, 户

由算式 琦补算 嘶
,

月、 , 代入 句式
,

并将静算先限于场
,

凡
, 。, 刀 等四 个系数

,

得以
一

卜这四 个方程

阅

,

胎 及
,

甘 去 山 , 工

·

‘。。 “ 。
·

。”” 二 。
·

‘“ “ 一
·

““ “ ‘, ,

· ’

云小
。

·

” ‘卜
·

“ “‘ 一 。
·

”‘
’ ,

蛇想恳君“ 刀
。

咒刀
‘
一 一 注沦’

刃 , 刃。 刀。 刀 二 一
。

希,

式中的 希’一攫
盛
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丽危期 强丽范 强性地墓上的固定边姐形板

以上这方程可用逐次近似法来解 由于沿对角钱的甜项为每方程中数值最大 的原
,

所以先算位于黑钱左边的褚项 由第一式得 刀 一 形 代入第二方程得 凡
一 无‘ 将 及 与 几 代入第三方程 ,

得 刃。 剐 由最后这方程得 凡

司 澎 将以上所得的近似解代入黑钱看边的甜项
,

得第二近似解 樱三次重复静

算后得
,

刀 一 几‘ , 刀。 一 而, ,

风 而, , 刀 而,

分布在固定边上的弯矩为
二

一等
一

。
·

由 臀 。
·

粤
一

、粤
一

·

“ 钥
,

, ,
‘

、 , , , , 。 ‘ 乙
最大骂粗杀花四尼边的甲息

, 劣 百
, 戮 , 万

·

“ 、二 ·

一等
。

·

“ ”一 ”
·

一
·

。 ‘”
·

”‘ ‘, 一 “
·

, 气

所得的最大弯矩为热弹性地基时 石 勺的百分之

例 毅固定边的正方形板的边是
, 户 , 刀 与例 同 , 但 希 “ 于是由

式
·

” 刀‘

土旦二王塑些竺
·

盛 风
·

刀 ,

一
·

“石 而‘

·

“ ‘ “
·

‘ ““‘

竺竺竺兰
洲 ·

‘““‘ 一 ”
·

“
‘

刀 石 刀 刀。
场 一 希‘

盛 及 石 凡 刃。 刀 一 无,

解以上这方程
,

得
刀 一 剐

,

刃。二 无’,

风 二 希’, 刀 而‘
最大弯矩为

“ 。 ·

一罕
,

·

。
·

。 。一 、、。 。。 。卜

一平
。一

。。 , ·气

犷
﹃

卜

河恤 的最大值为热弹性地基时 的 界
有镇中力作用在板中点的弹性地基上的固定边炬形板

殷有一集中力 作用在板的中点
,

板的四边仍为固定
,

并由弓助性地基所支承 , 圆
,

圆 乙为所取的四边为支筒的基本系航
阅 乙所示这四边为简支的板的弯曲面 , 可由双重三角极数表示为

杀 杀
叨

二二 一 二 夕 夕
” 麦介

二 路身六日

帐

二叨 耸 其丫
、 曰

等“等

竿、 等耐刁、
价乞布劣 从 , 外拓

口孟 二 气产一一
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,

日﹁
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》
一一

川川卜卜卜
——气 去去

圆 “

,

及 二 , 二 一 各边上的斜度为

目

、
︸,

、‘

卜了
落︸‘

卜

布 易 召
士下万犷

点
,

点 一了了兀幕厂一不可不厂一一
“ ‘

一
‘ ’

少
卜

”
’一 犷‘ 拓手

厂号
一

共 希
口“ ‘

「。 ,

饥万 , 妈拓
肠 跳且 一二子一 班且

恤

二共

石 迈

岁
、

、
‘

门枷句沿 夕

布 , ”
十 万 叩力

’“

,

兀乙 。

十 —
刃功乙亡 ”

,

饥兀劣

吕 且 一」 ‘石

了日倪八
, 二 哎

, 有、

、 石二二
,

一 苗 一不亚 , ‘山 石翻
、 汤 全二 任一 爪 , 心 ⋯ 摊 ·

吕

,

。 竺
铸 几 , 。 了。 、 , 乙

曲 刀 、
一

二丁 个 事 少 甲 摺
、 叱心 产

。 竹乙尤 临汀

匕
”“ ”

一 厄一 “‘从 丁 个

兀邝

十
一

为
‘

尹老了,更工少 ,入 十 一 针乙一工味 好 上‘ 罕
由于

勺习

、‘尹夕

瓢
二 。一 。,

如瞥 等二 孚饥儿

刁
一 。

,

汀

动动饥夕刀

了丝、
、刁万产

全
朴二卜

。二

烈
莎

嚓不纂不斋丁〔几
, ·

蔡肴嚼
丫〔抓

“ 〕

川勺刁
矿

由 式可得一祖热穷的联立方程
,

从而可解得富氏系数 这样就可以算得作用于固定

圆

边上的弯矩
为了影

、

算第 句式中的第一 个热穷粗数

的拯限和
,

毅有一在弹性地浓 汹筋支梁
,

在

其雨端作用雨力偶 几及版力 召 , 圆 甚

解这梁的揍度曲较的微分方程

式中的

红由圣

刀

一
一

容 、一 。
,

澡。 犷一 六
·

鱿少

召 为梁的杭弯 度
, 冷为邺性地莱模缺

得梁中点的搜度
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丁丁

一尸万 几一厂一一二
邓 万 沙十叨 , 份 丫百又夕一叨

·

同时
,

这梁的揍度曲较亦可用正弦极数表示
,

并得其中点的携度为

功 号
乙

沥 刀 风
。

虽

叽兀
九 日

了
记 、子 , 子

‘

于是得

习
‘ ”,

九 一丁
。、 粤

。 乙

‘二 。 乙。 二 乙住 一诬了
,

。 。 , ,

几 认
。 刀

。 , 、 下 〕
‘ ” 闷 ,,

” 气二犷 一‘一尹 下二了 召尸 己山址以 一石一 下 ‘ 口 气万一
口少 翻

“
泊 乙

拓

一乎
,

,

丁万 , 甲 丁丁一下
班班万 万印 叨 阻 万丫万印一 叨

两巨 音矿歌砰而 砖丫哥福与 〕
’

由 式
, 郎可静算 式的第一式的第一个极数的拯限和 于是由 式的第一式

得

八 六 刃去拓
乙厂 邵 一

厄一

滋 饥派乙 、 。。。

票
”。

二 月。 。 “

饥派乙
昌 且 一 言丫一 仪矛矛乡吕 且

乙肠

仍布乙
月。

仍而 一“票仆
,

丽乎
叫

名
宁 万 下万

,

票
⋯ 风

。

矿 饥 , 、 无砂
奴厂饭气二石一

十 一 芍一 卜卜 一二二二

、 口曰 犷 穷 丈少宁 满

式中的 惭 与 刀、 仍与前同

由 式的第二式可得一类似的方程 这样就得到了一粗热穷的联立方 程 以解富 氏 系

数
,

拜从而得到作用于固定边的弯矩 对
‘

于一正方形板
,
由 式得

。‘ “

警
,· “ “”

刀。

“ ,

警
, , “‘

警 ”。

·刀”

月
”‘日 ·饥盯。”冬 · , , 日

一
·

且
‘

巫孤“
。

刀
习

,

刀
。

呻 黝
”

祸命
若使 式中的 名

,

郎得 。二 , 二 。 这雨边为蔺支边
, 岁 , 岁‘ 吞 为固定边这情
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形 于是由 式得

凡
阻 酉一一

哪汇
口几 一 飞布 , 一

乃

饥派乙 。

“ 跳几 厄犷 ”

“派 刀。

赫票
嘶十 。。

如禁时
‘

分布在固定边上的弯矩为

班 又劣 一 飞厂

宁矛乙兀
一厄

日

芝

饥派 仍派 。

嘶灿 一亘云
一

“

形
刀。
。 , 、

饥兀 饥拓
游 吕王 且一一一 ,

十 纽 一

—

滋 卫鲤巡
只 “

若使弓罩性地基的模量 务 , 由 式得到

二 、警 票 、票
仍 二 。“

票

仍拓

卫
。 仁

、

、汕 一 厄压
一

、
,

资 石 且 一气刃 十一一
一一尸泞了下一 月个

、 团“ ‘ , 、队 , 踢沥 ,
、 七 。上 一气汽吮一
、

一

瞥 全匀 一 厂

声
‘一

二
, 、 ,

一 。

兀 夕 扑二卜莎 了 场 , ‘ 、
‘“

火子 了平

肠 式郎为欲木辛柯教授以叠加法解固定边矩形板在
一

其中点承受集中力 尸作用时 所 得

的南粗热穷联立方程之
,

砚以 实例况明 斗 式的应川

例
·

段正方形板的 叼边均固定
, “ 一

明 以 、 , 九一 皿
, 刀一 沐 ,

“ , 户二

“ , 无 叱 。“

由 劲式
,

得
刀 君 凡 祖几 一 无‘ ,

凡 刀 , 。 石 二 石 冷, ,

工肚 刃 弱刀。十 凡 挤邓 一 剐
,

肠 刀 , 劝 刀 湘 凡十 刀 澎
,

一‘ 汪
一 , 卜 , ,

式中的‘’一专
’

·

解上式得 ,

刀 , 二 一 希‘ ,

方 工
一

‘甘 无 , 召。二 冷汤,

匆 一 习冷少

作川于固定边的最大弯矩为

汀 。 。 二
尸 八 八 。 。 。 八 。、 八八 。 、 八八 。 、 。 。 八八八 、 。。 八 八 。 , 尸八 。

一

— 一
·

迈 了 一
·

气一代少 十
· 、

一
·

, 一 」
·

若任口 了
。

上述这解法当同样有效地可用来解其他形式的荷重
,

手卜且很容 易被推 “到雨 相 郑边

头固宁雨相掷边为筑支等情形
二

正如在引育中已樱述及
,

如果代朴粥性地 售而有均布张

力或压力作用于板的平面内
,

姻用三角极数来解将得到在数学形式 卜
一

与弹性地笔 上的板

相同的粘果 对
,

二更一般的情形
,
例如板系在弹性地 堪之上扑在板 苗内有均布张力或

压力作用
,

或这板系正交各向异性
,

所提供的解法将仍为一有效的途超
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