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摘要 本文研究 Birkhoff 系统和广义 Birkhoff 系统平衡稳定性的动力学控制。首先建立系统的运动方程和平

衡方程。其次，研究 Birkhoff 系统中控制参数出现在 Birkhoff 函数中平衡稳定性的动力学控制。方法是通

过选取控制参数使得 Birkhoff 函数 B 成为定号函数，而其时间导数 B 为与 B 反号的常号函数。再次，研

究广义 Birkhoff 系统平衡稳定性的动力学控制，这时研究的方法是控制参数出现在 Birkhoff 函数或附加项

中。如果选取控制参数使 Birkhoff 函数是一定号函数而其时间导数成为与其反号的常号函数，这时平衡稳

定性得以控制。最后举例说明结果的应用。 
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Dynamical control of stability for Birkhoffian system* 
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Abstract:  A dynamical control of the stability of equilibrium for the Birkhoffian system and 

generalized Birkhoffian system are studied. First, the equilibrium of motion and the equations of 

equilibrium of the systems are established. Secondly, the dynamical control of the stability of 

equilibrium for the Birkhoffian system where the Birkhoffian contain control parameters is 

investigated. The control parameters are chosen such that the Birkhoffian B  become a definite 

function and its derivative of time B  is opposite sign . Thirdly, the dynamical control of the 

stability of equilibrium for Birkhoffian system where control parameters are contained in the 

Birkhoffian or in the additional terms is exploited. Finally, some examples are given to illustrate 

the application of the result. 
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引言 

    Birkhoff 系统是一类应用广泛的约束力学系统。Birkhoff 力学的研究已取得重要进展，

如专著[1-4]。在该力学系统下，关于稳定性的研究通常采用的方法是 Lyapunov 函数法和一

次近似法。特别的，对于自治和半自治 Birkhoff 系统而言，Birkhoff 函数即为系统的积分。

因此，如果 Birkhoff 函数在平衡领域内是正定的，则平衡位置是稳定的。 

力学系统的运动依赖于作用力以及所受的约束，因此既可以借助力来控制运动，也可以

借助于约束来控制运动。前者称为动力学控制，后者称为运动学控制。本文讨论用动力学控

制的方法研究 Birkhoff 系统和广义Birkhoff系统的平衡稳定性。虽然对于 Birkhoff 系统来

说，其“作用力”并不明显，但是 Birkhoff 函数一般来说是具有能量意义的。因此，对Birkhoff 

系统和广义 Birkhoff 系统，均可借助 Birkhoff 函数中包含控制参数的方法来控制系统的运

动。进一步地， Birkhoff 系统亦可借助其附加项中所包含控制参数来控制系统的运动。这

种用动力学函数来控制系统的运动，也可称为动力学控制。 

针对以上构想，我们提出如下两个问题：1）对于 Birkhoff 系统而言，Birkhoff 函数B

可依赖控制参数，若已知 Birkhoff 函数组  1 2 2R , , , n    ，如何选取合适的控制参数

使得零解稳定？2）对广义 Birkhoff 系统，Birkhoff 函数 B 或附加项  1 2 2, , , n    可

依赖控制参数，若已知 Birkhoff 函数组  1 2 2R , , , n    ，如何选取合适的控制参数使

得零解稳定？  

1. 系统的运动微分方程 

   Birkhoff 方程为[1-3] 
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当  det 0Ω  ，可由方程（1）解出所有a ，有
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其中 
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设方程（3）有零解 
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（5） 

则平衡方程为 
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广义 Birkhoff 方程有形式[4-5] 
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其中 
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为附加项。设方程（7）有解 
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则平衡方程为 
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2. Birkhoff 系统平衡稳定的控制 

 定理 1. 假设给定 Birkhoff 函数 B 与 Birkhoff 函数组  1 2 2R , , , n    ，其中 B 可含控制

参数  1,2,u r    ，则通过选取适当的控制参数可使系统的平衡是稳定的。 

证明：首先，选取 B 使之正定。其次，按方程求 B 使之为负。由方程（3），求 B ，有 
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特别地，如果 
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如果适当控制参数  1,2,u r    的选取使得 0B   ，则平衡是稳定的。 

3. 广义 Birkhoff 系统平衡稳定的控制 

定理 2. 对广义 Birkhoff 系统平衡稳定的控制，可提出两类问题： 

1）对 给 定 的 Birkhoff 函 数 B ， Birkhoff 函 数 组  1 2 2R , , , n    和 附 加 项

 1 2 2, , , n    ，如果 B含控制参数  1,2,u r    ，则可选适当的控制参数使平

衡是稳定的。 

2）对给定的 Birkhoff 函数，Birkhoff 函数组和附加项，如  含控制参数，则可选适当的

控制参数使平衡是稳定的。 

证明：首先选 B 为正定的。其次，求其导数 B 。如果 B 含控制参数，则有 



 
 

ν

ν   = Λ

RB B B B
B Ω u

a a t t u

RB B B
Ω u

a t t u

 
 



 




              

          

 


                               （14） 

如果仅  1 2 2, , , n    含有控制参数，则 
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由 Lyapunov 定理可知，若适当控制参数  1,2,u r    的选取满足 0B  时，系统在平

衡位置是稳定的。 

4. 算例 

例 1． 已知四阶 Birkhoff 系统为 

        
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2 2 2 21 2 3 4
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                                  （16） 

其中  =u u t 为控制参数。选取适当的u 使得系统在零解  0   1, 2,3, 4a    附近是

稳定的。 

由式（16）可计算出 
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根据上述所论的方法，欲使 B 在  0   1, 2,3, 4a   邻域内正定，应有 

( ) 0u t   

根据式（13）可直接得到 
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为使 0B  ，需选取 0u  。于是，控制参数  u t 的取值范围如下 
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（17） 

例 2. 已知广义 Birkhoff 系统的 Birkhoff 函数组，Birkhoff 函数以及附加项如下 
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试求  =u u t 使系统的零解  0   1, 2,3, 4a   是稳定的。 

由式（15）直接得到 

   2 23 31 1

2 2
B a u a u     

很显然，若取 0u  ，则 B 在  0   1, 2,3, 4a   邻域内是正定的。若取 

0u u    

则 0B  。因此，控制参数的取值范围有 
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这时系统的平衡是稳定的。 

例 3．广义 Birkhoff 系统为 
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试求  =i iu u t 使系统的零解是稳定的。 

同样的由式（15），我们有 

        2 2 2 21 2 3 4
1 2+ + +B a a a u a u   

因此，当控制参数选取为 

   1 20,   0u t u t                   

（21） 



 
 

B 负定。故解  0   1, 2,3, 4a   是渐近稳定的。 

例 4． 已知四阶 Birkhoff 系统为 

     

3 4
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其中  =u u t 为控制参数。选取适当的u 使得系统在零解  0   1, 2,3, 4a    附近是

稳定的。 

首先，由 Lyapunov 稳定性可知，若选定 B 使其正定，则 

1 ln 0ua t   

因此，有
10,  ln 0u a t  或

10,  ln 0u a t  。 

其次，由(11)式可知， 

1 11
lnB ua ua t

t
     

当控制参数满足条件 

0,  0,  ln 0u u u ut t     或 0,  0,  ln 0u u u ut t      

B 负定。解  0   1, 2,3, 4a   是渐近稳定的。 

5. 结论 

有关 Birkhoff 系统和广义 Birkhoff 系统的稳定性研究已有一些结果，如文献[6，8-14]。

大多结果是在给定的 Birkhoff 函数和 Birkhoff 函数组下进行研究的。本文在此基础上考虑了

包含参数时的情形，研究了当系统的 Birkhoff函数或附加项出现控制参数时，通过选取控制

参数使得 Birkhoff函数 B 成为定号函数，而其时间导数为与 B 反号的常号函数，来实现控

制系统的平衡稳定性。通过例题讨论并得到了 Birkhoff函数及其导数符号变化的几种可能情

形。由于完整力学系统和非完整力学系统均可纳入 Birkhoff 力学系统，因此 Birkhoff 力学具

有一定的普遍性。故本文的思想和方法可以进一步用来研究 Hamilton 力学系统，非完整力

学系统以及变质量力学系统等的平衡稳定性。 
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