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动力学与控制

全柔性空间机器人运动振动一体化输入

受限重复学习控制
1)

付晓东 陈 力 2)

(福州大学机械工程及自动化学院,福州 350116)

摘要 探究基座、臂、关节全柔性影响下空间机器人动力学模拟、运动控制及基座、臂、关节三重柔性振动主

动抑制的问题,设计了不基于系统模型信息的运动振动一体化输入受限重复学习控制算法. 将柔性基座与关节

等效为线性弹簧与扭转弹簧,柔性臂视为欧拉−伯努利梁模型, 利用拉格朗日方程与假设模态法建立动力学模

型,然后,用奇异摄动理论将模型分解为包含刚性变量与臂柔性振动的慢变子系统,包含基座、关节柔性振动的

快变子系统,并分别设计相应的子控制器,构成了带关节柔性补偿的一体化控制算法. 针对慢变子系统,提出输

入受限重复学习控制算法,由双曲正切函数,饱和函数与重复学习项构成,双曲正切函数与饱和函数实现输入力

矩受限要求,重复学习项补偿周期性系统误差,以完成对基座姿态、关节铰周期轨迹的渐进稳定追踪. 然而,为

了同时抑制慢变子系统臂的柔性振动,运用虚拟力的概念,构造同时反映臂柔性振动与系统刚性运动的混合轨

迹,提出了基于虚拟力概念的输入受限重复学习控制器,保证基座、关节轨迹精确追踪的同时,对臂的柔性振动

主动抑制.针对快变子系统,采用线性二次最优控制算法抑制基座与关节的柔性振动.仿真结果表明: 控制器适

用于一般柔性非线性系统,满足输入力矩受限要求,实现对周期信号的高精度追踪,有效抑制基座、臂、关节的

柔性振动,证实算法的可行性.
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INTEGRATION OF MOTION AND VIBRATION 1)
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Abstract In order to analyze the dynamic simulation and movement control of space robot under the influence of full

flexible of base, links and joints, as well as the active vibration suppression of base, links and joints, an input limited

repetitive learning controller with integration of motion and vibration is proposed. The design of the algorithm is not
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based on the system model information. The flexible base and the flexible joints are regarded as linear spring and torsion

springs. The flexible links are analyzed by the Eulerian Bernoulli model, and the dynamic equation is established by the

Lagrange equation and the assumed mode method. Based on the singular perturbation theory, the model is decomposed

into a slow subsystem including the system rigid variables and the link flexible vibration, and a fast subsystem including

the base and joint flexible vibration. The corresponding sub controllers are designed for the slow and fast subsystems to

form the general controller with joint flexible compensation. For the slow subsystem, an input limited repetitive learning

controller is proposed, which is composed of hyperbolic tangent function, saturation function and repetitive learning term.

The hyperbolic tangent function and saturation function realize the requirement of limited input torque. The repetitive

learning term compensates the periodic system error to complete the gradual stable tracking of the expected trajectory of

base attitude and joint. However, in order to suppress the flexible vibration of the links of the slow subsystem, a hybrid

trajectory reflecting the flexible vibration of the links and the rigid motion of the system is constructed by using virtual

force conception, and an input limited repetitive learning controller on virtual force conception is proposed to ensure the

accurate tracking of the trajectory of the base and joint, while actively suppressing the flexible vibration of the links. For

the fast subsystem, the linear quadratic optimal control algorithm is used to suppress the flexible vibration of the base

and joints. The simulation results show that the controller is suitable for general flexible nonlinear system, meets the

requirements of limited input torque, realizes high-precision tracking of periodic signal, effectively suppresses the flexible

vibration of base, links and joints, and verifies the feasibility of the algorithm.

Key words flexible base, flexible links, flexible joints, space robot, limited input, repetitive learning control

引 言

空间探索进程中,为减少太空作业风险,需借助

空间机器人代替宇航员完成舱外任务. 空间机器人

是由航天器与机械臂构成的无根多体系统, 其动力

学与控制的研究受到众多航天工作者重视 [1-7].机械

臂安装于航天器桁架导轨上, 在极端恶劣的太空环

境中, 机械臂易受到宇宙射线, 太阳风等的影响, 加

之执行空间任务,尤其在目标卫星的抓捕阶段,由于

碰撞极易造成基座轨道安装处振动 [8-9]; 另外, 为减

少发射载重以降低发射成本, 构成机械臂的各杆多

选用轻质细长杆, 所以工作中臂杆易发生柔性变形;

而且, 空间机器人关节处多采用谐波减速器以驱动

杆的运动, 具有轻质、大承载力与大减速比等显著

优点,但由于其本身的结构特性,导致关节处电机的

驱动转角与被驱动杆的实际转角不同步, 相当于在

电机与杆之间设置了一个力矩滤波器, 引入了关节

柔性 [10-12]. 因此, 空间机器人系统是一个刚性运动

与基座、臂、关节柔性振动高度耦合的刚柔复合系

统, 其各部件柔性严重影响机器人工作精度与性能.

为减少柔性对机器人控制精度的影响,往往采用 “低

速,缓动”操作模式,这种模式下,柔性振动影响不突

出,整个系统可看作刚性系统.迄今为止,刚性模型假

设下的空间机器人动力学响应分析及运动控制相对

成熟 [13-17]. 然而,由于太空环境的特殊性,对空间机

器人可靠性要求非常高. 面对未知的太空环境与复

杂的空间任务, 系统柔性很容易被激振, 一旦基座、

臂、关节某部件柔性振动被激发,可能导致系统所有

柔性部件的振动, 在无阻尼的太空环境中衰减缓慢,

如果不对其进行有效抑制, 会使执行器发生剧烈振

动甚至失效, 严重影响机器人工作可靠性. 因此, 考

虑空间机器人基座、臂、关节的柔性效应并主动抑

制其振动值得人们关注.

近些年, 柔性空间机器人的研究取得一定进展.

针对臂杆柔性, Kumar等 [18] 讨论了单柔性杆空间机

器人的动力学模拟与控制问题; Wang 等 [19] 用假设

模态法处理单柔性杆,讨论了其动力学建模,刚性控

制与柔性振动抑振问题;于潇雁等 [20]考虑两杆均存

在柔性的情况下空间机器人动力学响应分析与振动

主动抑制问题.针对关节柔性, Nanos等 [21]讨论了双

柔性关节空间机器人的动力学模拟与控制问题; Chu

等 [22] 针对高精度柔性关节伺服系统的位置控制问

题,提出了反推控制方案.针对存在两类柔性部件系

统,谢立敏等 [23] 讨论了单柔性杆、双柔性关节空间

机器人的动力学建模与控制问题;陈志勇等 [24]讨论

了弹性基座、双柔性关节空间机器人的动力学模拟
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与双重振动抑振问题.

值得一提的是, 上述研究仅考虑空间机器人基

座、臂、关节某一类或两类部件柔性的影响,属于部

分柔性空间机器人系统.基座、臂、关节全柔性空间

机器人系统是刚性运动与三重柔性振动高度耦合、

高度非线性的时变系统,其动力学模拟非常繁杂,控

制器设计面临着实现刚性轨迹跟踪,抑制基座、臂、

关节柔性振动四重功能共存的突出难点 [25]. 这使得

全柔性空间机器人动力学模拟与控制问题较难分析,

相关研究鲜有报道. 针对这些问题,本文提出了柔性

基座、两柔性杆、两柔性关节空间机器人的动力学

建模方法, 以及系统刚性运动与三重柔性振动的解

耦方案.

另外, 考虑到太空任务复杂, 搭建空间站, 维护

航天设备,回收失效卫星,清理轨道垃圾等任务中周

期重复工作都占有很大比重 [26-28]. 而传统的控制

器, 执行周期性任务, 可以实现渐进跟踪, 但对于周

期重复出现的误差,系统响应无法改善,导致控制精

度不高. 重复项的引入, 能补偿周期性误差, 提高控

制精度 [29]. 最近, 地面机器人重复学习控制研究相

对成熟, Califano 等 [30] 提出指数稳定的重复学习算

法, Verrelli等 [31]论证最小相位非线性系统的重复控

制方法, Sun等 [32] 提出了跟踪误差收敛于有限时间

内的重复学习算法, Verrelli等 [33]提出不确定周期的

重复控制算法. 然而,作为高精度运动的有效控制策

略, 其在全柔性空间机器人系统中的应用比较少见.

而且, 载人航天成本高昂, 机器人控制液宝贵, 由于

驱动能量的有限与机械构造的限制, 其关节输入力

矩是有饱和值的,限制力矩输入就变得很有必要.所

以,在运动控制方面,设计了输入受限重复学习控制

算法,满足力矩受限要求的同时,实现对周期信号的

高精度追踪.

基于上述两方面的分析,本文提出基座、臂、关

节全柔性空间机器人运动振动一体化输入受限重复

学习控制器. 利用假设模态法与拉格朗日方程建立

模型,采用奇异摄动法分解模型,将基座与关节的柔

性等效在快变时标下分析, 刚性运动与臂的柔性等

效在慢变时标下讨论. 而为了抑制慢变子系统中臂

的柔性振动,运用虚拟力的概念,设计能实现刚性轨

迹跟踪与臂柔性抑振的基于虚拟力的输入受限重复

学习控制器. 对于快变子系统,利用线性二次最优控

制方案同时抑制基座与关节双重柔性振动. 最后仿

真分析,校验了算法的可行性.

1 全柔性空间机器人系统动力学模型

1.1 系统动力学简化模型

漂浮柔性基、柔性臂、柔性关节空间机器人结

构模型如图 1所示,由漂浮载体 B0,近载体端的柔性

杆 B1, 远载体端柔性杆 B2 组成. OC0 为载体 B0 的

质心, OC 为系统的总质心, Oi 为连接 Bi−1 与 Bi 关节

铰的几何中心 (i = 1, 2). 建立惯性坐标系 OXY 与各

分体的连体坐标系 Oixiyi, 令 xi 轴的轴向单位向量

为 ei(i = 0, 1, 2), 柔性杆 Bi 主轴坐标系 xi 轴的径向

单位向量为 e′i (i = 1, 2), O0 与 OC0 重合.假设系统在

OXYZ 平面内做平面运动. r0 与 rC 分别表示载体质

心与系统总质心在惯性坐标系下的位置矢量, ri表示

柔性杆 Bi 上任意一点相对于 O的矢径 (i = 1, 2). qb

为载体与杆 B1 铰接处载体柔性变形量, q0 为惯性坐

标系下基座相对于 Y 轴的转角, qi 为杆 Bi 的相对转

角, qmi为关节电机转子转角 (i = 1, 2). xi为柔性杆 Bi

主轴坐标系 xi 上任意轴向距离, vi (xi, t) 为 t 时刻柔

性杆 Bi 在 xi 处径向柔性位移 (i = 1, 2). 基座无弹性

变形时, OC0 与 O1 的距离为 l0,载体质量为 m0,转动

惯量为 J0. 杆 Bi初始长度为 li,密度为 ρi(i = 1, 2). 电

机转子质量忽略不计,转动惯量为 Jmi.
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图 1 基座、臂、关节全柔性空间机器人系统

Fig. 1 Space robot system with flexible base, flexible links

and flexible joints

本文将柔性基座与柔性关节分别等效为无质量

的线性伸缩弹簧和线性扭转弹簧, 假设基座与关节

的柔性系数均为定值,分别用 kb 和 kmi 表示. 将两杆

均等效为简支梁, 取其抗弯刚度 EIi 为定值,杆径向
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变形表达式为 vi (xi, t) =
n∑

j=1
ϕi j (xi) δi j (t), (0 6 xi 6 li).

其中 ϕi j, δi j分别表示杆 Bi的第 j阶模态函数与模态

坐标, ϕi j (xi) = sin
[
( jπ/li)xi

]
, i, j = 1, 2, n为保留模态

数, 本文取 n = 2. 经计算, 杆 Bi 的等效刚度系数为

kδi j = EIi
∫ li

0 ϕ̈
2
i j(xi)dxi, i, j = 1, 2.

1.2 系统动力学建模

根据系统在惯性坐标系中的位置关系得

r0 = (x0, y0)T

r1 = r0 + (l0 + qb) e0 + x1e1 + v1 (x1, t) e′1
r2 = r0 + (l0 + qb) e0 + l1e1 + x2e2 + v2 (x2, t) e′2

 (1)

其中, x0, y0为载体质心坐标.

系统总质量为

m = m0 +

2∑
i=1

ρili (2)

根据质心定理,得

m0r0 +

2∑
i=1

∫ li

0
ρiridxi = mrC (3)

由式 (1)∼式 (3)得,各分体矢径表达式

ri = rC + Γi0 (l0 + qb) e0 + Γi1e1 + [Γi2δ11 (t)+

Γi3δ12 (t)] e′1 + Γi4e2 + [Γi5δ21 (t)+

Γi6δ22 (t)] e′2, i = 0, 1, 2 (4)

式中, Γ00 ∼ Γ26为惯性参数组合函数.

本文全柔性空间机器人系统的动能主要考虑基

座、两杆及两电机转子的动能,设系统初始动量为 0,

即 ṙC = 0,对式 (4)求导,得系统各分体动能为

Tr0 =
1
2

m0 ṙ2
0 +

1
2

J0q̇2
0

Tri =
1
2

∫ li

0
ρi ṙ2

i dxi, i = 1, 2

Tmi =
1
2

Jmiq̇2
mi, i = 1, 2


(5)

其中, Tr0 表示基座的动能, Tri 表示杆 Bi 的动能, Tmi

表示关节铰 Oi处电机转子的动能 (i = 1, 2).

系统总动能为

T = Tr0 +

2∑
i=1

Tri +

2∑
i=1

Tmi (6)

忽略重力, 全柔性空间机器人系统的势能主要

由基座、杆及关节的振动引起,各部分势能如下

Vb =
1
2

kbq2
b

Vai =
EIi

2

∫ li

0

∂2vi (xi, t)
∂x2

i

2 dxi =

1
2

2∑
j=1

kδi jδ
2
i j, i = 1, 2

Vmi =
1
2

kmi (qmi − qi)2 , i = 1, 2


(7)

其中, Vb表示柔性基座的势能, Vai表示杆 Bi的势能,

Vmi表示 Oi处柔性关节的势能 (i = 1, 2).

系统总势能为

V = Vb +

2∑
i=1

Vai +

2∑
i=1

Vmi (8)

令 L = T − V 为拉格朗日函数,将式 (6)、式 (8)

代入拉格朗日方程, 得载体姿态受控全柔性空间机

器人动力学模型为D
(
qbojδ

)
0

0 Jm


 q̈bojδ

q̈m

 +
h
(
qbojδ, q̇bojδ

)
02×1

 +

kbqb

0

−Kmσ

Kδδ
Kmσ


=


0

τ0

06×1

τm


(9)

式中, D
(
qbojδ

)
为对称正定质量矩阵, h

(
qbojδ, q̇bojδ

)
表示离心力、 科氏力列向量, qbojδ =

[
qb, qT

ojδ

]T
,

qojδ =
[
qT, δT

]T
, q =

[
q0, qT

j

]T
, q j =

[
q1, q2

]T, δ =

[δ11, δ12, δ21, δ22]T, qm =
[
qm1, qm2

]T, Jm = dig (Jm1, Jm2),

Kδ = dig (kδ11, kδ12, kδ21, kδ22), Km = dig(km1, km2), σ =

qm − q j.

为便于后文分析,式 (9)重新写为

D
(
qbojδ

)
q̈bojδ + H

(
qbojδ, q̇bojδ

)
q̇bojδ +

kbqb

0

−τ
Kδδ


=


0

τ0

06×1

 (10)

Jm q̈m + τ = τm (11)

τ = Kmσ (12)
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2 全柔性空间机器人模型分解及其特性

基座、臂、关节全柔性空间机器人运动振动主

动控制问题中,突出难点在于存在三重柔性,主动抑

制其中一类柔性会造成另一类的激振, 控制难度大.

为解决上述问题,利用奇异摄动法,将系统柔性等效

在不同时标下考虑.

2.1 模型奇异摄动分解

设计带关节柔性补偿的总控制器为

τm = (I + Kc) τn − Kcτ (13)

式中, I ∈ R2×2 为单位矩阵, Kc ∈ R2×2 为对称正定柔

性补偿矩阵, τn ∈ R2×1为待设计的控制器,表达式为

τn = τns + τnf (14)

式中, τns ∈ R2×1 为慢变子系统控制器, τnf ∈ R2×1 为

快变子系统控制器.

将式 (13)代入式 (11),有

σ̈ = J−1
m (I + Kc) (τn − τ) − q̈ j (15)

为方便后文计算,式 (10)重新写为Dbb Dba

Dab Daa


 q̈b

q̈ojδ

 +
Hbb Hba

Hab Haa


 q̇b

q̇ojδ

 +
kbqb

0

−τ
Kδδ


=


0

τ0

02×1

04×1


(16)

式中, Dbb, Hbb ∈ R1×1, Dba, Hba ∈ R1×7, Dab, Hab ∈
R7×1, Daa, Haa ∈ R7×7.

定义 N11 N12

N21 N22

 =
Dbb Dba

Dab Daa


−1

(17)

令 qojδ 为慢变子变量, qb 和 σ 为快变子变量,

µ = 1/min (kb, km1, km2) 为奇异摄动因子. kbf = µkb,

Kmf = µKm, qbf = qb/µ, σf = σ/µ. 将式 (17) 代入式

(16) 进行慢、快变子系统刚柔性解耦, 再将 kbf , qbf ,

Kmf , σf 表达式与 µ = 0, τnf = 0分别代入式 (15)与解

耦结果式得

Kmfσ̄f = τns − (I + Kc)−1 Jm q̈ j (18)

kbf q̄bf = −H̄ba q̇ojδ − N̄−1
11 N̄12H̄aa q̇ojδ +

N̄−1
11 N̄12


τ0

Kmfσ̄f

−Kδδ

 (19)

q̈ojδ = −N̄21H̄ba q̇ojδ − N̄21kbf q̄bf −

N̄22H̄aa q̇ojδ + N̄22


τ0

Kmfσ̄f

−Kδδ

 (20)

其中, ℜ̄表示变量ℜ中 µ = 0时的表达式.

已知存在如下关系式

D̄aa =
(
N̄22 − N̄21N̄−1

11 N̄12

)−1
0

(I + Kc)−1 Jm q̈ j

04×1

 =


0 01×2 01×4

02×1 (I + Kc)−1 Jm 02×4

04×1 04×2 04×4

 q̈ojδ


(21)

将式 (18)、式 (19)代入式 (20),再将式 (21)代入结果

式,得慢变子系统动力学方程

R
(
qojδ

)
q̈ojδ + S

(
qojδ, q̇ojδ

)
q̇ojδ +

03×1

Kδδ

 =
 τoj

04×1

 (22)

其中

R
(
qojδ

)
= D̄aa +


0 01×2 01×4

02×1 (I + Kc)−1 Jm 02×4

04×1 04×2 04×4


S
(
qojδ, q̇ojδ

)
= H̄aa, τoj =

[
τ0, τ

T
ns

]T
为便于基于虚拟力概念的控制器设计, 式 (22)

重新写为R11 R12

R21 R22


 q̈δ̈
 +
S11 S12

S21 S22


 q̇δ̇
 +
03×1

Kδδ

 =
 τoj

04×1

 (23)

其中, R11, S11 ∈ R3×3, R12, S12 ∈ R3×4, R21, S21 ∈ R4×3,

R22, S22 ∈ R4×4.

式 (23)刚柔性分解得

R11 q̈ + R12δ̈ + S11 q̇ + S12δ̇ = τoj (24)

R21 q̈ + R22δ̈ + S21 q̇ + S22δ̇ + Kδδ = 04×1 (25)

将式 (25)代入式 (24)得刚性系统动力学模型

M (δ, q) q̈ + C
(
δ, δ̇, q, q̇

)
q̇ + κ

(
δ, δ̇, q, q̇

)
= τoj (26)

式中, M (δ, q) = R11 − R12R−1
22 R21, C

(
δ, δ̇, q, q̇

)
=

S11 − R12R−1
22 S21, κ

(
δ, δ̇, q, q̇

)
=
(
S12 − R12R−1

22 S22

)
δ̇ −

R12R−1
22 Kδδ.
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取快变时标 tf = t/
√
µ,快变子系统状态变量 qf =[

q f 1, q f 2, qT
f 3, q

T
f 4

]T
, 其中 q f 1 = qbf − q̄bf , q f 2 =

√
µq̇bf ,

q f 3 = σf − σ̄f , q f 4 =
√
µσ̇f . 将 q f 1, q f 3 与式 (19)代入

式 (16)慢、快变子系统解耦结果式得

µq̈bf = −N̄11kbfq f 1 + N∗12Kmf q f 3 (27)

其中, N∗12是 N̄12第二、三项元素组成的行向量.

将 q f 3与式 (14)、式 (18)代入式 (15)得

µσ̈f = −J−1
m (I + Kc) Kmf q f 3 + J−1

m (I + Kc) τnf (28)

qf 在快变时标下求微分,并代入式 (27)、式 (28)

得快变子系统动力学方程

dqf/dtf = Af qf + Bfτnf (29)

其中,

Bf =

[
0T

1×2, 0T
1×2, 02×2,

(
J−1

m (I + Kc)
)T]T

Af =


0 1 01×2 01×2

−N̄11kbf 0 N∗12Kmf 01×2

02×1 02×1 02×2 I2×2

02×1 02×1 −J−1
m (I + Kc) Kmf 02×2


2.2 动力学模型特性

注意到式 (26) 是全驱动的动力学模型, 形式与

刚性机械臂相似,具有如下结构特性 [34-35]:

特性 1 惯性矩阵 M(x)对称正定有界,即

λm(M) ∥y∥2 6 yT M(x)y 6 λM(M) ∥y∥2 ,∀y ∈ R3×1 (30)

其中, λm (·) 和 λM (·) 分别表示矩阵的最小和最大特
征值, ∥·∥表示二范数.

特性 2 科氏力、离心力矩阵 C (x, y) ∈ R3×3满足

C (x, y) z = C (x, z) y, ∀y, z ∈ R3×1 (31)

Cm ∥y∥ 6 ∥C (x, y)∥ 6 CM ∥y∥ , ∀y ∈ R3×1 (32)

式中, Cm, CM是已知正常数.

特性 3 Ṁ(x) − 2C (x, ẋ)为交错矩阵,满足

yT
[
Ṁ(x) − 2C (x, ẋ)

]
y = 0, ∀y ∈ R3×1 (33)

特性 4 存在正常数 kM, kC1, kC2对于任意矢量 x,

y, z, x1, y1, x2, y2 ∈ R3×1满足关系式

∥M(x)z − M (y) z∥ 6 kM ∥tanh (x − y)∥ ∥z∥ (34)

∥C (x1, y1) z − C (x2, y2) z∥ 6 kC1 ∥tanh (y1 − y2)∥ ∥z∥ +

kC2 ∥y1∥ ∥tanh (x1 − x2)∥ ∥z∥ (35)

其中, kM, kC1, kC2 的取值参考文献 [34], tanh(·) 如式
(43)所定义.

特性 5 κ (x, y)满足关系式

∥κ (x1, y1) − κ (x2, y2)∥ 6 kC3 ∥y1 − y2∥ +

kC4 ∥y1∥ ∥tanh (x1 − x2)∥ ,

∀x1, x2, y1, y2 ∈ R3×1 (36)

其中, kC3, kC4的取值参考 Kelly等 [34].

3 控制器设计

3.1 慢变子系统输入受限重复学习控制器设计

连续可微周期期望轨迹 qd (t)满足条件

qd (t) , q̇d (t) , q̈d (t) ∈ l∞ (37)

qd (t) = qd (t − T )

q̇d (t) = q̇d (t − T )

q̈d (t) = q̈d (t − T )

 (38)

∥q̇d∥ 6 VM, ∥q̈d∥ 6 AM (39)

其中, T 为已知周期, VM, AM 为期望速度与加速度范

数的上界.

结合式 (26),机器人期望输入力矩 τd为

τd = M (δ, qd) q̈d + C
(
δ, δ̇, qd, q̇d

)
q̇d +

κ
(
δ, δ̇, qd, q̇d

)
(40)

其中, τd (t)是以 T 为周期的周期函数,用傅里叶级数

展开为

τd (t) = ā0 +

∞∑
k=1

[
āk cos (kωt) + b̄k sin (kωt)

]
(41)

式中, ω = 2π/T 为角频率 ā0, āk, b̄k 为未知常矢量.

结合式 (30)、式 (32)、式 (36)、式 (37)、式 (39)与

式 (40)得, τd (t)是有界函数,满足

∣∣∣τd,i (t)
∣∣∣ 6 γi, i = 1, 2, 3 (42)

其中, τd,i (t)表示 τd (t)的第 i个元素, γ =
[
γ1, γ2, γ3

]T
是已知的正常数矢量.
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定义矢量 sgn(·) ∈ R3×1, tanh (·) ∈ R3×1, sat(·) ∈
R3×1为

sgn
(
η
)
=
[
sgnη1, sgnη2, sgnη3

]T
tanh
(
η
)
=
[
tanh η1, tanh η2, tanh η3

]T
sat
(
η
)
=
[
satη1, satη2, satη3

]T
 (43)

其中 η ∈ R3×1 ,令输出误差 e, ė ∈ R3×1为

e = qd − q, ė = q̇d − q̇ (44)

引入滑模变量 s ∈ R3×1为

s = ė + tanhe (45)

设计有限维输入受限重复学习控制器为

τoj = K0tanhs + K1tanhe + K2sgn (s) +

sat

Q0 z0 +

N∑
k=1

Qk żk

 (46)

z̈k + k2ω2zk = Qk s, k = 1, 2, · · · ,N
ż0 = Q0s

 (47)

其中, K0, K1, K2, Q0 和 Qk (k = 1, 2, · · · ,N) 是 3 × 3

的常正定对角矩阵, N 为谐振子数量. Q0 z0 +
N∑

k=1
Qk żk

为重复学习控制器 (repetitive learning controller, RC),

sat(·)为重复项饱和函数,其元素为

sat (ηi) =

ηi, |ηi| 6 γi

γisgnηi, |ηi| > γi
, ∀ηi ∈ R, i = 1, 2, 3 (48)

考虑双曲正切函数,符号函数,饱和函数的性质,

由式 (46)得输入力矩满足关系式∣∣∣τoj,i
∣∣∣ 6 k0,i + k1,i + k2,i + γi, i = 1, 2, 3 (49)

其中, τoj,i 表示 τoj 的第 i个元素, k0,i, k1,i, k2,i 分别为

K0, K1, K2 对角线上第 i个元素.假设 τoj,i,max 为空间

机器人基座或关节最大控制力矩,合理选择控制器参

数,可使系统满足输入受限条件,即 k0,i+k1,i+k2,i+γi 6

τoj,i,max.

现求闭环系统方程,式 (45)对时间求导,结果式

两边同乘 M (δ, q),并代入式 (26)得

M (δ, q) ṡ = X + Ỹ + τd − C
(
δ, δ̇, q, q̇

)
s − τoj (50)

其中, X = M (δ, q) sech (e)2 ė + C
(
δ, δ̇, q, q̇

)
q̇ −

C
(
δ, δ̇, q, q̇d

)
q̇d + C

(
δ, δ̇, q, q̇

)
s, Ỹ = M (δ, q) q̈d +

C
(
δ, δ̇, q, q̇d

)
q̇d + κ

(
δ, δ̇, q, q̇

)
− τd, sech2η =

dig
(
sech2η1, sech2η2, sech2η3

)
.

将式 (31)、式 (44)、式 (45)代入 X表达式得

X = M (δ, q) sech (e)2 (s − tanhe) −

C
(
δ, δ̇, q, q̇d

)
(s − tanhe) +

C
(
δ, δ̇, q, tanhe

)
(q̇d + tanhe − s) (51)

对式 (51)求范数,并利用特性 1与 2得

∥X∥ 6 [λM(M) + 2CMVM +CM] ∥tanhe∥ + [λM(M)+

CMVM +CM] ∥s∥ 6 λ1 ∥h∥ (52)

对 Ỹ求范数,并利用特性 4得∥∥∥Ỹ∥∥∥ 6 (kMAM + kC2V2
M + kC4VM

)
∥tanhe∥ +

kC3 ∥s∥ 6 λ2 ∥h∥ (53)

其中, h =
[
tanhTe, sT

]T
.

定理 1 对于刚性子系统式 (26), 在满足如式

k0,i + k1,i + k2,i + γi 6 τoj,i,max 所示的输入受限条件下,

若控制器增益满足如下条件

λm (K0) >
1
α0

(λ1 + λ2)

λm (K1) > λ1 + λ2

λm (K2) > max {d1, d2}

 (54)

则输入受限重复学习控制器可确保 lim
t→∞

e = 0,

lim
t→∞

ė = 0,其中 d1, d2在证明中给出.

证明: (1)当

∣∣∣∣∣∣∣
Q0Z0 +

N∑
k=1

Qk żk


i

∣∣∣∣∣∣∣ 6 γi时

引入变量 z̃k = zk − z∗k, k = 0, 1, 2, · · ·N,定义

z∗0 = Q−1
0 ā0

z∗k = (kω)−1 Q−1
k

[
āk sin (kωt) − b̄k cos (kωt)

] (55)

经计算, z∗k 满足关系式

z̈∗k = −(kω)2z∗k (56)

将式 (41)、式 (46)、式 (55)代入式 (50),得闭环系统

误差方程,为

M (δ, q) ṡ = −C
(
δ, δ̇, q, q̇

)
s − Q0z̃0 −

N∑
k=1

Qk ˙̃zk −

K2sgn (s) + X + Ỹ − K0tanhs −

K1tanhe + f̄ (57)

¨̃zk + k2ω2z̃k = Qk s, k = 1, 2, · · ·N
˙̃z0 = Q0s

 (58)
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f̄ =
∞∑

k=N+1

[
āk cos (kωt) + b̄k sin (kωt)

]
(59)

由式 (41)、式 (42)知,
∥∥∥ f̄
∥∥∥ 6 d1, d1 为已知正常数. 构

造李雅普诺夫函数 V1为

V1 =
1
2

sT M (δ, q) s +
3∑

i=1

k1,i ln (cosh ei) +
1
2

N∑
k=1

˙̃zT
k

˙̃zk +

1
2

N∑
k=1

k2ω2 z̃T
k z̃k +

1
2

z̃T
0 z̃0 (60)

合理选择 α0,使满足以下关系式

sTK0tanhs > λm (K0)α0sTs (61)

式 (60)沿闭环轨迹式 (57)∼式 (59)求微分,并代

入特性 3与式 (45)得

V̇1 = sTX + sTỸ − sTK0tanhs − sTK2sgns + sT f̄ −

tanhTeK1tanhe (62)

将式 (52)、式 (53)、式 (61)代入式 (62),并在结

果式中代入式 ∥h∥2 = ∥tanhe∥2 + ∥s∥2,得

V̇1 6 − [α0λm (K0) − (λ1 + λ2)] ∥s∥2 −

[λm (K2) − d1] ∥s∥ − [λm (K1)−

(λ1 + λ2)] ∥tanhe∥2 (63)

由式 (54)可知 V̇1 6 0. 定义 Ω1为 V̇1 6 0确定的

点的集合, R1 为 Ω1 内 V̇1 = 0确定的所有点的子集,

而 V̇1 = 0的解为 ė = 0, tanhe = 0,所以上述等式确定

的集合 M1 是 R1 内的最大不变集. 根据拉塞尔不变

性原理,对于 Ω1 内的任意初值 q (0) , q̇ (0),当 t → ∞
都趋向于 M1内,即 lim

t→∞
ė = 0, lim

t→∞
tanhe = 0,再结合双

曲正切函数的性质,得 lim
t→∞

e = 0, lim
t→∞

ė = 0.

(2)当

∣∣∣∣∣∣∣
Q0 z0 +

N∑
k=1

Qk żk


i

∣∣∣∣∣∣∣ > γi时

将式 (46)代入式 (50)得闭环系统误差方程为

M (δ, q) ṡ = −C
(
δ, δ̇, q, q̇

)
s + τd + X + Ỹ −

Γ · sgn

Q0 z0 +

N∑
k=1

Qk żk

 − K0tanhs −

K1tanhe − K2sgns (64)

其中, Γ = diag (γ1, γ2, γ3).

构造李雅普诺夫函数 V2为

V2 =
1
2

sT M (δ, q) s +
n∑

i=1

k1,i ln (cosh ei) (65)

式 (65)沿闭环轨迹式 (64)求微分得

V̇2 = sT
[
τd − Γ · sgn

Q0 z0 +

N∑
k=1

Qk żk

 − K0tanhs −

K2sgns + X + Ỹ
]
− tanhTeK1tanhe (66)

由于 τd ∈ l∞,结合范数性质得∥∥∥∥∥∥∥τd − Γ · sgn

Q0 z0 +

N∑
k=1

Qk żk


∥∥∥∥∥∥∥ 6 d2 (67)

将式 (52)、式 (53)、式 (61)、式 (67) 代入

式 (66)得

V̇2 6 − [α0λm (K0) − (λ1 + λ2)] ∥s∥2 − [λm (K2)−

d2] ∥s∥ − [λm (K1) − (λ1 + λ2)] ∥tanhe∥2 (68)

由式 (54)得 V̇2 6 0,根据拉塞尔不变性原理,对

于任意初值 q (0), q̇ (0), 系统误差收敛, 即 lim
t→∞

e = 0,

lim
t→∞

ė = 0.证毕.

3.2 慢变子系统控制器设计

由于上节设计的输入受限重复学习控制器仅能

保证慢变系统中刚性运动对期望轨迹的渐进跟踪,而

不能对两杆柔性振动主动抑制,因此,本节使用虚拟

控制力原理, 对原有的期望轨迹进行修正, 生成同

时反映臂柔性振动和刚性期望轨迹的混合轨迹 qh.

然后设计基于虚拟力概念的输入受限重复学习控制

器,实现运动跟踪与两杆振动主动抑制双重功能.引

入虚拟力 F ∈ R3×1, 期望轨迹与混合轨迹误差为

eh = qd − qh,由如下二阶指令发生器生成

ëh + aėh + beh = F (69)

其中, a, b ∈ R3×3为正定常值对角矩阵.

定义混合误差 er = qh − q, 混合滑模变量为

sr = ėr + tanher, 将控制器式 (46), 式 (47) 中 qd, e 分

别替换为 qh 与 er,得基于虚拟力的输入受限重复学

习控制器为(
τoj

)
r
= K0tanhsr + K1tanher + K2sgnsr +

sat

Q0 zr0 +

N∑
k=1

Qk żrk

 (70)

z̈rk + k2ω2zrk = Qk sr, k = 1, 2, · · · ,N
żr0 = Q0sr

 (71)
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将控制器式 (70),式 (71)代入刚性系统式 (26)得

ër + aėr + ber = G (72)

其中, G = q̈h + M−1(δ, q)
[
C(δ, δ̇, q, q̇)q̇ + κ(δ, δ̇, q, q̇) −

(τoj)r
]
+ aėr + ber.

式 (69)与式 (72)相加得

ë + aė + be = F + G (73)

由式 (73)有 q̈ = q̈d + aė + be − (F + G), 将其代入式

(25)得

δ̈ = −R−1
22 R21 q̈d − R−1

22 R21aė − R−1
22 R21be +

R−1
22 R21 (F + G) − R−1

22 S21 q̇ −

R−1
22 S22δ̇ − R−1

22 Kδδ (74)

令 qs =
[
δT, eT, δ̇T, ėT

]T
,由式 (73)、式 (74)得

q̇s = Asqs + BsF + Ls (75)

其中,

As =


04×4 04×3 I4×4 04×3

03×4 03×3 03×4 I3×3

−R−1
22 Kδ −R−1

22 R21b −R−1
22 S22 −R−1

22 R21a
03×4 −b 03×4 −a



Bs =


04×3

03×3

R22R21

I3×3


, Ls =


04×1

03×1

R−1
22 R21 (G − q̈d) − R−1

22 S21 q̇
G


定理 2 对于状态方程 q̇s = Asqs + BsF + Ls,

当 Ls = 014×1 或满足以下条件式 (76), 取 F =

−R−1
s BT

s Psqs,则系统稳定.

∥Ls (t)∥E
∥qs∥E

6
1

2
∥∥∥N−1

s

∥∥∥
s ∥Ps∥s

=
λmin (Ns)

2λmax (Ps)
,

∀qs ∈ R3×1 (76)

其中, Ns = Qs + PsBsR−1
s BT

s Ps,
∥∥∥ℜ∥∥∥E 表示向量 ℜ的

欧几里得范数, ∥M∥s表示矩阵 M的谱范数.

证明:当 Ls = 014×1时,对于系统 q̇s = Asqs + BsF

构造性能指标函数为

Js =
1
2

∫ ∞
0

(
qT

s Qsqs + FTRsF
)
dt (77)

其中, 对称权阵 Qs > 0, Rs > 0, 于任意矩阵 ℜs, 有

ℜsℜT
s = Qs,若如下黎卡提方程式 (78)的解 Ps 对称

正定,则阵对
{
As,ℜs

}
完全可观.

Ps As + AT
s Ps − PsBsR−1

s BT
s Ps + Qs = 0 (78)

又因为阵对 {As, Bs}完全可控,所以系统存在最

优控制

F = −R−1
s BT

s Psqs (79)

其中最优性能指标为 J∗s = qT
s (0) Psqs (0) /2.

当 Ls , 014×1时,将式 (79)代入式 (75)得

q̇s =
(
As − BsR−1

s BT
s Ps

)
qs + Ls (80)

构造李雅普诺夫函数 V (qs) = qT
s Psqs, V (qs) 对时间

求导,并代入式 (80)及 Ns得

V̇ (qs) = q̇T
s Psqs + qT

s Ps q̇s = −qT
s Nsqs + 2LT

s Psqs (81)

根据条件式 (76)得

LT
s Psqs 6

∥∥∥LT
s

∥∥∥ ∥Psqs∥ 6 ∥Ls∥ ∥Ps∥ ∥qs∥ 6
λmin (Ns)

2λmax (Ps)
∥Ps∥ ∥qs∥2 6

1
2
λmin (Ns) ∥qs∥2 (82)

将式 (82)代入式 (81)得

V̇ (qs) 6 −
(
qT

s Nsqs − λmin (Ns) ∥qs∥2
)
6 0 (83)

所以系统是稳定的,证毕.

3.3 快变子系统控制器设计

同上文分析,快变子系统中, qf 在快变时标 tf 下

的状态方程如式 (29).构造性能指标函数

Jqf =
1
2

∫ ∞
0

(
qT

f Qf qf + τ
T
nf Rfτnf

)
dtf (84)

其中,对称权阵 Qf > 0, Rf > 0.

则快变子系统最优控制为

τnf = −R−1
f BT

f Pf qf (85)

其中 Pf 为如下黎卡提方程的解

Pf Af + AT
f Pf − Pf Bf R−1

f BT
f Pf + Qf = 0 (86)
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4 仿真算例分析

为了验证式 (13)、式 (14)、式 (70)、式 (71)、

式 (85) 构成的运动振动一体化输入受限重复学习

控制器 (an input limited repetitive learning controller

with integration of motion and vibration, ILRCI) 的有

效性, 对图 1 所示的系统进行仿真分析. 全柔性空

间机器人参数选取为: m0 = 40 kg, l0 = l1 = l2 =

1.5 m, J0 = 30 kg·m2, ρ1 = 3.5 kg·m, ρ2 = 1.1 kg·m,

Jm1 = Jm2 = 0.1 kg·m2, EI1 = EI2 = 100 N/m2,

km1 = km2 = 50 N·m/rad, kb = 500 N/m. 取控制参

数: K0 = dig (200, 40, 20), K1 = dig (10, 5, 1), K2 =

dig (10, 10, 2), KC = dig (104, 88), Q0 = dig (15, 40, 25),

Qk = dig (20, 20, 20), k = 1, 2, · · · ,N, N = 3, a = b =

dig (5,5, 5).

广义坐标初值为 qbojδ(0) = [0 m, 1.9 rad, 0.7 rad,

0.5 rad, 0 m, 0 m, 0 m, 0 m]T, qm(0) = [0.7 rad, 0.5 rad]T,

q̇bojδ(0) = 08×1, q̇m(0) = 02×1, zrk(0) = 03×1, żrk(0) = 03×1.

周期性期望轨迹为 qd = [1 rad, 0.8 rad, 1.2 rad]T,

仿真步长取 0.01 s. 图 2 给出了全柔性空间机器

人基座姿态、关节在 ILRCI控制下的轨迹追踪曲线.
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图 2 ILRCI控制下基座姿态与关节角的轨迹追踪曲线

Fig. 2 Trajectory tracking curve of base attitude and

joint angle under ILRCI

图 3为开启或关闭 ILRCI控制中 RC时,基座姿态、

关节的跟踪误差收敛曲线.图 4为开启或关闭 ILRCI

控制中 τnf 时基座与关节的柔性抑振曲线.为了对比

验证虚拟力对杆的抑振效果, 采用式 (13)、式 (14)、

式 (46)、式 (47)、式 (85)构成的关闭虚拟力的 ILRCI

控制重新仿真. 图 5 为 ILRCI 控制中虚拟力对柔性

杆 Bi的抑振效果图.
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图 3 ILRCI控制与关闭 RC后 ILRCI控制的误差收敛曲线

(单位: rad以 10为底取对数)

Fig. 3 Error convergence curve of ILRCI and ILRCI without RC

图 3表明, RC可以提高系统的轨迹跟踪精度.图

4表明,快变子系统控制器 τnf能实现对系统基座、关

节柔性振动的有效抑制.图 2、图 5表明,所提的 IL-

RCI能确保轨迹精确追踪的同时,实现对柔性杆振动

的有效抑制.本文机器人关节柔性大,所以采用关节

柔性补偿间接增大其等效刚度.关闭柔性补偿,重新

对系统进行仿真运算, 图 6 为前 1 s 的仿真结果, 系

统发散, 可见奇异摄动法仅适用于弱柔性非线性系

统.而本文设计的关节柔性补偿器,可实现对一般柔

性非线性系统的奇异摄动分解与有效控制.
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Fig. 4 Simulation results of ILRCI and ILRCI without τnf
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图 4 ILRCI控制与关闭 τnf 后 ILRCI控制的仿真结果 (续)

Fig. 4 Simulation results of ILRCI and ILRCI without τnf (continued)
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Fig. 5 Simulation results of ILRCI and ILRCI without

virtual force F
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图 6 关闭关节柔性补偿后 ILRCI控制的仿真结果

Fig. 6 Simulation results of ILRCI after closing joint

flexible compensation controller

更进一步, 为了验证所提算法的力矩受限情况,

分析 ILRCI 控制所需的驱动力矩, 仿真结果如图

7 所示. 可以看出, 实时力矩的最大上界
(
τoj

)
r
=

[150, 40, 23]T,根据式 k0,i + k1,i + k2,i + γi 6 τoj,i,max 得,(
τoj,0,max

)
r
> 220,

(
τoj,1,max

)
r
> 55,

(
τoj,2,max

)
r
> 23, 仿真

运算中
(
τoj,i

)
r
6
(
τoj,i,max

)
r
,式中,

(
τoj,i

)
r
是矢量

(
τoj

)
r
对

应的元素, i = 1, 2, 3,所以力矩受限.
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图 7 ILRCI控制的驱动力矩

Fig. 7 Torques of ILRCI

5 结 论

利用假设模态法与拉格朗日第二类方程, 建立

基座、臂、关节同时存在柔性的空间机器人动力学

模型. 根据奇异摄动法,将模型解耦为双时标下的慢

变子系统与快变子系统. 对子系统分别设计控制器.

提出基于虚拟力概念的慢变子控制器, 具有如下优

点: 第一,控制器不基于模型信息设计;第二,适用于

驱动力矩饱和情况;第三,能补偿周期重复出现的误

差, 精确追踪周期信号; 第四, 可以有效抑制臂杆的

柔性振动. 基于线性最优控制设计的快变子控制器,

可同时抑制基座与关节的柔性振动. 上述两种算法

组成的一体化控制器中引入关节柔性补偿, 使系统

动力学模拟与控制适用于一般柔性非线性系统. 仿

真算例,验证了算法的有效性.
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