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倾斜界面耦合弹性层中的渡越辐射能
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摘要 物理学中，摄动源在非均匀介质中或非均匀介质附近匀速直线运动所产生的能量辐射现象称为渡越辐

射. 列车沿轨道运行，由轮轨接触产生的弹性波在非均匀轨道和基础中传播将发生渡越辐射，而轨道和基础的

非均匀性集中体现在不同轨道基础之间的过渡段(如路桥过渡段、桥隧过渡段或有砟--无砟轨道过渡段).为研究

车致弹性波在过渡段中引发的渡越辐射现象，本文以典型高速铁路路桥过渡段结构形式为依据，建立了二维平

面应力渡越辐射能计算模型. 其中，两个材料参数不同的半无限弹性层由一倾斜界面耦合，底端固定，上表面

自由，一个集中载荷在自由表面上匀速运动.界面两侧弹性体中的波动方程均分解为本征场、自由场两个部分

分别求解，其中自由场波动方程采用分离变量法数值求解.通过模型求解得到了不同载荷移动速度和界面倾斜

角度条件下的渡越辐射能及界面附近应变能密度.结果表明，渡越辐射能的大小随载荷移动速度增大单调非线

性增大，移动载荷速度达到刚度较大一侧介质表面波速的 74%时产生的渡越辐射能就将超过载荷本身激发的

本征场应变能；界面倾斜角度越大，即两侧介质刚度过渡距离越短，渡越辐射能与本征场应变能比值越大.
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Abstract The energy radiation phenomenon that is excited when a perturbation source moves along a straight line with

a constant velocity in or near an inhomogeneous medium is referred as transition radiation. As a common physical phe-

nomenon, transition radiation is emitted when train induced elastic waves propagate in non-uniform rail infrastructures,

which are the inhomogeneous medium. Such non-uniformities of infrastructures are mainly concentrated in transition

zones between different track structures, namely between bridge and subgrade, tunnel and bridge or ballast track and

ballastless track. In this paper, a two-dimensional plane-stress model is established based on the common configuration

of high-speed railway transition zone to investigate the transition radiation of the train-induced elastic wave in transition
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zones. Two semi-infinite elastic layers with different physical properties are coupled by an inclined interface. The bottom

of each layer is fixed and the surface is free. A constant load moves on the free surface with a constant velocity passing

through the inclined interface between two layers. The elastic wave field is solved separately in an eigenfield and a free

field, respectively. The free field is solved by employing the method of separation of variables. The transition radiation

energy flux and the energy flux near the interface are calculated separately with different combinations of load moving

velocities and interface inclined angles to analyze the influence of these two factors on the transmission of transition ra-

diation. Results show that the total transition radiation energy increases monotonically and non-linearly with the increase

of load moving velocity and interface inclined angle. The transition radiation energy even exceeds the strain energy in

the eigenfield when the load velocity reaches 74% of the Rayleigh wave velocity in this case. A larger interface inclined

angle (i.e. a shorter transition zone) leads to a larger ratio of the transition radiation energy to eigenfield strain energy.

Key words high-speed railway, transition zone, transition radiation, wave number, energy flux

引 言

物理学中，摄动源 (perturbance source)在非均匀

介质中或非均匀介质附近匀速直线运动所产生的能

量辐射现象称为渡越辐射 (transition radiation).这一

现象由前苏联物理学家 Ginzburg和 Frank[1]在 1946年

首次提出，他们分析了一个带电粒子穿越理想导体

和真空之间界面时所产生的电磁辐射. 渡越辐射

的早期研究即表明这一现象在不同物理场中普遍存

在，包括电磁场[2]、光场[3]、声波场[4]和弹性波场[5]等.

产生这一现象的物理解释为：物体在不同介质中运

动时自身所携带的能量由于介质性质的不同而不

同，在两种介质界面处，这一能量差必须被平衡才

能满足介质连续条件，因此这一能量差独立于物体

运动而向两侧介质中自由传播，产生的能量辐射现

象即为渡越辐射现象. 我国学者对渡越辐射的研究

多集中在电磁学[6-8]和光学[9-12]领域.

Vesnitskii和 Metrikin[13] 1992年最早将渡越辐射

引入力学分析，开始对移动载荷引起的弹性波在非

均匀介质中传播的渡越辐射现象进行研究. 弹性波

场中，一个匀速运动的点载荷经过非均匀的弹性介

质界面时，介质中会产生能量辐射 (该载荷运动速度

应小于介质波速，以去除契伦科夫辐射等其他辐射

的影响). 为了探究轨道劣化和弓网接触 (受电弓和

接触网)劣化等问题的物理本源，从 1996年起陆续

有学者[5]对列车载荷引起的弹性波在非均匀轨道和

基础中传播的渡越辐射现象进行了理论分析. 研究

方法主要是将列车--轨道--路基系统理想化为一维或

二维的物理模型，求解其位移场和应力场，通过位

移场和应力场推导能量流动表达式，进而研究轮轨

接触弹性波在非均匀轨道和基础中传播产生渡越辐

射能的流动规律. 模型经历了均匀弹性地基上的半

有界弦/梁[5]、周期性/随机非均匀弹性地基上的无限

弦/梁[5]、两个均匀各向同性半平面[14]和两个均匀各

向同性弹性层[15]的发展，如图 1所示. 而轨道和基

础的非均匀性(轨道几何不平顺和基础刚度变化)集

中体现在不同轨道基础之间的过渡段 (以高速铁路

路桥过渡段为例，如图 2所示)，统计资料表明，过

渡段轨道劣化速度显著高于一般路基段和桥梁段.

(a)半有界弦/梁、均匀弹性地基[5]

(a) Semibounded string/beam on a homogeneous elastic foundation[5]

(b)无限弦/梁、周期性/随机非均匀弹性地基[5]

(b) Infinite string/beam on a periodically/randomly inhomogeneous

elastic foundation[5]

图1 力学中的渡越辐射计算模型

Fig. 1 Transition radiation models in mechanics
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(c)两个均匀各向同性半平面[14]

(c) Two homogeneous elastic half-planes coupled by a vertical

interface[14]

(d)两个均匀各向同性弹性体[15]

(d) Two homogeneous elastic layers coupled by a vertical interface[15]

图1 力学中的渡越辐射计算模型(续)

Fig. 1 Transition radiation models in mechanics (continued)

国内外对于过渡段动力特性的研究主要集中在

现场实测、室内试验和数值分析.以现场实测和室内

试验数据[16-22]为问题提出和理论验证的依据，采用

理论和数值模型[23-32]计算过渡段车辆--轨道--路基大

系统各组成部分的动力响应，通过与现场实测或室

内试验所得数据的对比来验证模型的可行性，进而

分析过渡段刚度变化和轨道几何不平顺对列车运行

平稳性和轨道各组成部分服役性能劣化的影响规律.

现有的过渡段动力性能的数值分析多以研究对象动

力响应的现象描述为主，其产生机理尚须从波动和

能量的角度进行探索和研究.

Steenbergen和 Michael[33]从普遍物理力学概念

角度指出：影响列车运行稳定性和轨道劣化的本源

在于轨道的非均匀性. 对于运行的列车，任何轨道

组成材料或者几何形位的变化都可以归结为“非均

匀”，轮轨接触产生的弹性波在非均匀介质中传播引

起的渡越辐射是影响列车运行平稳性和引起轨道性

能劣化的物理力学基础.

轨道和基础的非均匀性集中于不同轨道基础之

间的过渡段，以路桥过渡段为例 (如图 2所示)，桥台

与路基之间存在显著的垂直界面和材料性质差异，

过渡段路基沿线路纵向和深度方向均呈现典型的填

料性质变化和成层分布，不同填料间水平和垂向界

面明显，车致弹性波在过渡段范围内传播将产生复

杂的渡越辐射. 渡越辐射现象会显著放大轨道和基

础的应力场与应变场，造成轨道和基础服役性能恶

化，进而影响列车运行平稳性和旅客乘坐舒适度[15].

以往关于波在非均匀弹性介质中渡越辐射的研究

表明，扰动源运动速度越接近波在介质中传播的速

度，所产生的渡越辐射能越显著.同理，随着列车运

行速度的不断提高，当接近表面波 (瑞利波)速时，

既有过渡段结构引发的渡越辐射是否会加速过渡段

服役性能的劣化？既有高速铁路过渡段设计是否还

能满足长期稳定性的要求？

为回答上述问题，需要对既有高速铁路过渡段

渡越辐射能量流动规律和波场特征进行深入研究.

图2 高速铁路路桥过渡段结构[34]

Fig. 2 High-speed railway bridge-embankment transition zone configuration[34]

为了研究过渡段复杂界面引起的车致弹性波渡

越辐射能，需要建立通过复杂多界面耦合的介质振

动模型(如图 3所示).该理想模型的实现仍有很长的

路要走，需要逐步厘清由垂直界面、倾斜界面和水平

界面单独存在引起的渡越辐射能，以及几种界面共

同作用的渡越辐射能.目前为止，既有研究已基本实

现了通过垂直界面耦合的半无限弹性层模型[15] (如

图 1(d)所示)的构建.在此基础上，后续研究应着重

解决倾斜界面引起的渡越辐射问题，以及进一步分

析垂直界面与倾斜界面共同作用下的渡越辐射问题.



114 力 学 学 报 2020年 第 52 卷

图3 过渡段复杂多界面耦合振动模型

Fig. 3 Transition zone muti-interfaces coupling vibration model

本文在 van Dalen等[15] 建立的由垂直界面耦合

的两个半无限均匀弹性层模型的基础上，采用分离

变量法求解了由倾斜界面耦合的两个半无限均匀弹

性层模型波动方程，并采用半解析方法对该模型中

两个弹性层中的渡越辐射能流密度进行了计算，分

析了受载荷移动速度和界面倾斜角度影响的渡越辐

射能流分布规律，以期对高速铁路过渡段动力响应

机理提供参考.

1 倾斜界面渡越辐射物理模型及数学模型

1.1 物理模型

高速铁路路桥过渡段结构复杂，以我国《高速铁

路设计规范》(TB 10621—2014)[34]中推荐的倒梯形路

桥过渡段结构为例，高速铁路路桥过渡段中存在桥

台背与过渡段填料间垂直界面，基床表层与基床底

层、基床底层与路基本体之间的水平界面以及过渡

段填料与普通路基段之间的倾斜界面等多种不同刚

度介质之间的界面. 为理解高度铁路路桥过渡段中

的能流和波动特征，有必要对不同介质界面处产生

的渡越辐射现象进行研究. van Dalen等[15] 给出了移

动载荷经过两个由垂直界面耦合的弹性层所激发的

渡越辐射能的计算方法. 为了进一步理解高速铁路

路桥过渡段中的波动及能量，本文中建立了分析由

倾斜界面耦合的两个半无限弹性层中渡越辐射现象

的物理模型.

因高速列车经过引起的过渡段路基动变形处于

弹性阶段，可将过渡段路基各组成部分视为通过界

面相互耦合的各向同性弹性体 (小应变)，列车等效

为沿自由面直线运动的集中载荷或质量块. 为分析

过渡段波场特性，整个过渡段车辆--轨道--线下基础

系统抽象为如图 4所示的物理模型. 弹性层顶部为

自由面，底部为刚性基础，两弹性介质由一倾斜界

面耦合，在该界面处满足位移、应力连续条件.该模

型中坐标系为直角坐标系，x轴建立在自由面上，其

正方向为移动载荷运动方向，z轴垂直于 x轴，正方

向从自由面指向刚性基础. 坐标系零点为介质 1与

介质 2在自由面上的连接点. 本文中将介质 1定义

为移动载荷先经过的介质，介质 2定义为移动载荷

后经过的介质. 介质倾斜角度定义为介质界面与介

质 2底部刚度基础之间的夹角 θ.

图4 匀速运动载荷在两种层状介质倾斜界面处激发

渡越辐射的物理模型

Fig. 4 Physical model for transition radiation excited by a surface load

moving over an inclined interface of two elastic mediums

为分析两种介质刚度差异产生的渡越辐射现

象，移动的点载荷在两种弹性介质表面匀速移动产

生的弹性波场可被分解为本征场 (eigenfield)和自由

场 (free field)两个部分求解.本征场描述载荷本身在

单一弹性介质中引起的波动响应，自由场描述由界

面两侧介质差异引起的渡越辐射能场，两者叠加成

为可观察到的总体弹性波场. 本征场动力响应随载

荷移动，并局限于载荷一定距离范围内，仅受到介

质材料参数、载荷值大小及载荷移动速度影响.由于

两种介质的材料差异，在其界面处两种介质中产生

的本征场响应存在差值，即在同一空间坐标位置存

在两个不相等的动力响应值. 而界面处两种介质又

需满足位移应力连续条件，这一差异即可视为自由

场的激扰源. 自由场响应由界面向两侧介质中自由

传播，且独立于载荷的运动，不仅受到介质材料参

数、载荷值大小及载荷移动速度影响，同时也受到

界面倾斜角度的影响.

1.2 数学模型

由斯托克斯--亥姆霍兹矢量定理可知，任何一个
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足够平滑的矢量场都可以分解成无旋的部分和无散

的部分. 为描述 1.1节中物理模型的本征场及自由

场弹性波，引入 ϕ(i), j，ψ(i), j 两个亥姆霍兹势函数，其

中 ϕ(i), j 表示散度，ψ(i), j 表示旋度. i = {1,2}表示该势
函数所表征的介质层，j = {e, f }分别代表本征场、自
由场. 两个由倾斜界面耦合的弹性层中的弹性波场

可由下述亥姆霍兹方程描述

∂2
t ϕ

(i), j = (c(i)
p )2∇2ϕ(i), j , c(i)

p =

√
λ(i) + 2G(i)

ρ(i)
(1)

∂2
t ψ

(i), j = (c(i)
s )2∇2ψ(i), j , c(i)

s =

√
G(i)

ρ(i)
(2)

式中，c(i)
p 表示弹性介质的压缩波速，c(i)

s 表示剪切波

速. λ(i) 与 G(i) 为拉梅常数，ρ(i) 为材料密度.旋度与

散度势函数与弹性层中的位移关系如式 (3)，式中逗

号前后分别为势函数所表示的 x方向位移及 z方向

位移. 利用弹性介质中的物理方程可得到亥姆霍兹

势函数与应力场对应关系

u(i), j
x = ∂xφ

(i), j − ∂zψ
(i), j , u(i), j

z = ∂zφ
(i), j + ∂xψ

(i), j (3)

将点载荷经过 x = 0的时刻定义为 t = 0，

点载荷先经过的弹性层称为介质 1，后经过的弹性

层称为介质 2，则模型的应力、位移边界条件可由

式 (4) ∼式 (8)表示

σ(1)
zz (x, z = 0, t) =


−Fδ(x− Vt) , t < 0

0 , t > 0
(4)

σ(2)
zz (x, z = 0, t) =


0 , t < 0

−Fδ(x− Vt) , t > 0
(5)

σ(i)
zx(x, z = 0, t) = 0 (6)

u(i)
x (x, z = L, t) = 0 (7)

u(i)
z (x, z = L, t) = 0 (8)

式中，i = {1,2}分别表示介质 1、介质 2，L表示介质

层厚度 (如图 4所示)，t表示时间，V表示点载荷移

动速度，δ为狄拉克函数.两个介质层界面处位移应

力应满足式 (9) ∼式 (12)所示的连续条件.

σ(1)
xx

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
= σ(2)

xx

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
(9)

σ(1)
xz

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
= σ(2)

xz

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
(10)

u(1)
x

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
= u(2)

x

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
(11)

u(1)
z

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
= u(2)

z

(
x = − z

tanθ
, z, t

)
(12)

介质中的位移场、应力场均为本征场与自由场

的叠加，即

u(i)(x, z, t) = u(i),e(x, z, t) + u(i),f (x, z, t) (13)

σ(i)(x, z, t) = σ(i),e(x, z, t) + σ(i),f (x, z, t) (14)

式中，上标 e表示本征场，f 表示自由场.

1.3 波动方程求解

将 1.2节中给出的亥姆霍兹方程作傅里叶变

换，代入边界条件中即可得到两个弹性层各自的本

征场波动方程频域解. van Dalen等[15]在其对垂直界

面耦合弹性层中渡越辐射能的研究中给出了本征场

的详细求解过程，本文不再赘述.

自由场定义为由于点载荷所作用的弹性介质材

料变化产生的弹性波辐射场，其激扰源为两种不同

材料介质在界面处的本征场动力响应差异. 由于载

荷作用在本征场中已经考虑，因此自由场的边界条

件中自由表面不再重复计算载荷作用，其边界条件

可表达如下

σ(i),f
zz (x, z = 0, t) = 0 (15)

σ(i),f
zx (x, z = 0, t) = 0 (16)

u(i),f
x (x, z = L, t) = 0 (17)

u(i),f
z (x, z = L, t) = 0 (18)

考虑本征场在介质界面处的响应差异为激扰

源，自由场在介质中的传播为弹性连续介质中

的自由振动，其波动方程可采用分离变量法求

解. 在一个二维问题中，波动方程可分解为相互

独立的 x相关项、z相关项和常数项. 自由场可

分解为无穷多组模态的叠加，每个模态对应一个

唯一的水平向波数 k(1)
x;k (介质 1)和 k(2)

x;l (介质 2)，

垂向压缩波数 k(1)
z,P;k (介质 1)和 k(2)

z,P;l (介质 2)，垂向

剪切波数 k(1)
z,S;k (介质 1)和 k(2)

z,S;l (介质 2)及模态参

数 C(1)
k (介质 1)和 C(2)

l (介质 2). 因此，求解自由场

波动方程的关键是求解各模态一一对应的水平向波

数和模态参数(垂向波数可由水平向参数直接转化

得到). 式 (19)∼式 (22)给出了频域内模态叠加方法

表达的自由场亥姆霍兹势函数.

ϕ̂(1),f (x, z, ω) =

∞∑

k=1

C(1)
k Z(1)

P;k(z)e
+ik(1)

x;kx , x < − z
tanθ

(19)

ϕ̂(1),f (x, z, ω) =

∞∑

k=1

C(1)
k Z(1)

P;k(z)e
+ik(1)

x;kx , x < − z
tanθ

(20)
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ϕ̂(2),f (x, z, ω) =

∞∑

l=1

C(2)
l Z(2)

p;l (z)e
−ik(2)

x;l x , x > − z
tanθ

(21)

ψ̂(2),f (x, z, ω) =

∞∑

l=1

C(2)
l Z(2)

S;l (z)e
−ik(2)

x;l x , x > − z
tanθ

(22)

将以上 4式代入式 (3)可得到自由场位移表

达式，通过弹性介质应力--应变关系可以得到应

力场表达. 对于自由场位移应力，每个模态都应

当满足边界条件要求，故将得到的表达式代入

式 (15)∼式 (18)可得如下等式
−λ(k(i)

x )2 − (2G + λ)

(
k(i)

z,P ±
k(i)

x

tanθ

)2 η(i)
P B(i)

P1+

−λ(k(i)
x )2 − (2G + λ)

(
k(i)

z,P ∓
k(i)

x

tanθ

)2 B(i)
P2∓

2Gk(i)
x

(
k(i)

z,S ±
k(i)

x

tanθ

) η(i)
S B(i)

S1±
2Gk(i)

x

(
k(i)

z,S ∓
k(i)

x

tanθ

) B(i)
S2 = 0 (23)

∓
2k(i)

x

(
k(i)

z,P ±
k(i)

x

tanθ

) η(i)
P B(i)

P1±
2k(i)

x (k(i)
z,P ∓

k(i)
x

tanθ
)

 B(i)
P2+


(
k(i)

z,S ±
k(i)

x

tanθ

)2

− (k(i)
x )2

 η(i)
S B(i)

S1+


(
k(i)

z,S ∓
k(i)

x

tanθ

)2

− (k(i)
x )2

 B(i)
S2 = 0 (24)

±ik(i)
x B(i)

P1 ± ik(i)
x η

(i)
P B(i)

P2 −
(
ik(i)

z,S ±
ik(i)

x

tanθ

)
B(i)

S1+

(
ik(i)

z,S ∓
ik(i)

x

tanθ

)
η(i)

S B(i)
S2 = 0 (25)

(
ik(i)

z,P ±
ik(i)

x

tanθ

)
B(i)

P1 +

(
− ik(i)

z,P ±
ik(i)

x

tanθ

)
η(i)

P B(i)
P2±

ik(i)
x B(i)

S1 ± ik(i)
x η

(i)
S B(i)

S2 = 0 (26)

式中，η(i)
P = e−ik(i)

z,PL，η(i)
S = e−ik(i)

z,SL. 上标 i = {1,2}表
示介质 1或介质 2，式中正负号与 x < −z/ tanθ，

x > −z/ tanθ相关. 若要 B(i)
P1，B(i)

P2，B(i)
S1，B(i)

S2有非

零解，应有系数行列式等于零. 求解该方程即可

得到自由场无限多个模态一一对应的水平向波

数 k(i)
x ，将求得的 k(i)

x 代回到方程组 (22)∼(25)中，

可求出波动方程中 z相关项常系数 B(i)
P1，B(i)

P2，B(i)
S1，

B(i)
S2. 至此，自由场波动方程中未知数仅剩模态参

数 C(1)
k (介质 1)和 C(2)

l (介质 2)，模态参数求解方法

与 van Dalen等[15] 垂直界面模型中模态参数的求解

方法相同.

1.4 数值计算方法

由于自由场波动方程采用了分离变量法求解，

波函数分解为无穷多个模态的叠加，难以通过纯解

析方法求解每个模态所对应的波数和参数. 马文涛

等[35-37]均在研究中对二维弹性力学问题的数值求解

方法做出了有益的贡献. 本文中对介质中自由场的

响应亦采用数值方法求解，具体方法过程如下.

自由场波动方程在频域内进行求解，由 van

Dalen[33] 研究给出的结果可知，自由场渡越辐射能谱

密度峰值均出现在 10 Hz以内，故本文频域范围均取

为 0∼10 Hz，频率步长取为 0.1 Hz.对每一个频率，为

了得到介质中任意一点自由场位移值和应力值，均

需要求解与模态一一对应的的水平向波数，Z相关

项参数和模态参数.

求解的起点是 1.3节中给出的行列式为零的

方程，该方程为复平面上的超越方程，本文中利

用 Matlab内置函数 fsolve对数值求解，该算法原理

为牛顿迭代法，这种算法需要给出初始值，算法在

初始值附近范围内寻找满足条件的解. 将 k(i)
x 的实

部和虚部作为两个独立的未知数，经过试算将实部

取值范围设为 −0.5 ∼ 0.5，虚部取值范围设为 −16 ∼
0.实部初始值步长为 0.02，虚部初始值步长为 0.2，

误差范围选取为 1.0× 10−8，即当行列式绝对值小

于 1.0× 10−8时，认为该实部与虚部的组合为可接受

的 k(i)
x 值.该方法计算得到的 k(i)

x 存在重复值.认为两

个解实部和虚部差值均小于 1.0× 10−6情况为重复

解，仅保留其中误差较小解. van Dalen等[15]认为，自

由场中选取 100个模态已经能较好地反映介质中的

渡越辐射现象，且水平向波数虚部值越大的模态对

渡越辐射能做出的贡献越小. 因此本文中将计算得

到的水平向波数解按虚部值由大到小进行排序，仅

保留前 100个解.将求解得到的水平向波数回代至频

散方程中求解方程组即得到了每个模态对应的 Z相

关项参数.

模态参数的求解涉及到了将每个模态计算得到

的应力应变值对 z进行积分的过程. 对于每个算例

的自由场计算均存在 5个积分项，且每个积分项均

需要对介质 1、介质 2不同模态组合及每个频率进行

积分，即对于一个算例为求解自由场模态参数需进

行 500万次积分，这一过程将极大地影响计算效率.

因此，本文中将积分简化为 z方向上的求和，取计算
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步长为 0.01，这一算法极大地提高了计算效率，且由

于所取步长较短，积分算法与求和算法的计算精度

差距不大，约为 2‰∼ 5‰.

模态选取量越多，自由场计算结果与理论解吻

合度越高.本文计算条件下，选取 100个模态已能满

足模型界面处的位移应力连续条件.

2 渡越辐射能案例分析

渡越辐射能定义为两弹性介质中向无限远处传

播的能量，该范围内能量传播不再受本征场作用影

响，因此这部分能量仅为自由场中的传播模贡献.渡

越辐射能与介质中本征场应变能的比值表征了介质

刚度变化对系统中能量分布的影响.

为计算自由场产生的辐射能通量，选取如

图 5所示闭合面 Γ1，其水平边界为介质自由面 z =

0和介质刚性基础 z = L,其垂直界面为介质两侧 x方

向无限远处，即 |x| → ∞. 通过该闭合面的能通量可

通过闭合面范围内各点应力应变的乘积积分得到.

图5 渡越辐射能通量计算闭合面

Fig. 5 Enclosing surface for accessing the energy flux associated with

the transition radiation

2.1 计算参数

为研究载荷移动速度和界面倾斜角度对弹性

层中能流密度分布的影响，本节中采用的载荷移

动速度为 20 ∼ 90 m/s (间隔取 10 m/s)，界面倾角

为 15◦，30◦，45◦，60◦，90◦，120◦，150◦共 14种情况下

界面两侧介质中的渡越辐射能. 频域计算范围均

为 0∼10 Hz，步长均为 0.1 Hz，自由场均选取 100个

模态进行计算.这里再次说明，本文中介质 1均定义

为载荷先经过的介质，介质 2定义为载荷后经过的

介质，界面倾斜角度定义为介质界面与介质 2刚性

基础之间的夹角 θ.

所有算例中介质 1材料为材料 A，介质 2材

料为材料 B，具体材料参数见表 1. 介质层厚度均

为 25 m. 载荷移动速度改变的 8个算例中界面倾角

均取为 60◦，界面倾斜角度改变的算例中载荷移动速

度均取为 50 m/s，移动载荷取值均为 10 kN/m.

表 1 材料参数表

Table 1 Material parameters

E/MPa µ ρ/(kg·m−3) v/(m·s−1)

A 70 0.4 1700 121

B 50 0.3 1700 106

2.2 载荷移动速度对渡越辐射能的影响

本文载荷移动速度的取值控制在介质临界速度

以内，以防止其他类型辐射 (例如，切伦科夫辐射)的

产生对渡越辐射受现象的干扰，因此，载荷移动速

度取值为 20∼ 90 m/s (该案例分析中介质介质 1临界

速度为 121 m/s，介质 2临界速度为 106 m/s).在载荷

移动速度增大的过程中，渡越辐射能谱密度分布变

化规律相似，且当载荷移动速度逐渐接近临界速度

时，渡越辐射能谱密度变化量值过大，难以在同一

坐标尺度内表现能谱密度分布规律受到载荷移动速

度的影响，因此，本节采用载荷移动速度为 20，30，

40 m/s的计算结果来反映载荷速度变化对渡越辐射

能谱密度分布规律的影响，如图 6所示. 能量谱密

度中的特征频率主要来源于水平向波数为实数的模

态，故复波数为实数解的模态较多的频率将计算得

到较大的能量谱密度，主要受界面倾斜角度、介质刚

度差异的影响. 随着载荷移动速度增大，渡越辐射能

谱密度峰值点对应的频率位置并未发生变化，但峰

值并不是单调增大的.频率较小范围内 (在该算例中

为小于 8.5 Hz)应变能谱密度随着载荷移动速度的增

大而增大，而频率较大范围内应变能谱密度峰值随

(a)介质 1中渡越辐射能谱密度分布

(a) Spectral density of transition radiation in layer 1

图6 渡越辐射能谱密度随载荷移动速度变化规律

Fig. 6 Spectral density of transition radiation with

different load moving velocities
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(b)介质 2中渡越辐射能谱密度分布

(b) Spectral density of transition radiation in layer 2

图6 渡越辐射能谱密度随载荷移动速度变化规律 (续)

Fig. 6 Spectral density of transition radiation with different load moving

velocities (continued)

着载荷移动速度的增大有所下降. 对整个频域而

言，可以认为随着载荷移动速度的增加渡越辐射能

谱密度向较小频率内集中. 介质 2中应变能谱密度

最大值显著大于介质 1，但介质 1中峰值点较多，应

变能密度在频域上的分布较介质 2更均匀.

图 6(a)与图 6(b)对比可知，随着载荷移动速度

的提升界面两侧介质中能量密度峰值差异减小. 介

质 1中随载荷移动速度增大应变能谱密度向频率较

小侧集中，介质 2中 3个应变能峰值点始终在频率

为 6.2，6.9和 7.4 Hz位置处，但三者之间的大小关系

发生了变化，随着速度的增大，频率较小位置谱密度

的增大幅度要大于频率较大位置.

如表 2所示，载荷移动速度较小时，渡越辐射

能谱密度峰值并不随速度单调增大. 当载荷移动速

度超过 50 m/s后，渡越辐射能谱密度峰值随载荷移

动速度增大而单调递增，且变化率也逐渐增大. 当

速度由 80 m/s提升至 90 m/s，两侧介质中渡越辐射

能谱密度最大值增长率均发生显著增长. 介质 1中

速度为 80 m/s时谱密度最大值仅为速度为 90 m/s时

的 13%，介质 2中该比值为 26%.将得到的渡越辐射

能谱密度分布对频率积分可得到介质中向无限远处

传播的渡越辐射能 Er .

为理解渡越辐射现象对总能流密度分布的影

响，将计算得到的渡越辐射能 Er 除以该算例参数下

本征场应变能 Ee，得到的比值称为正规化的渡越辐

射能. 虽然介质 2中渡越辐射能较大，但由于其介

表 2 自由场远场应变能计算结果汇总

Table 2 Summary table for the free field strain energy

calculation results

Load moving Maximum spectral density Maximum spectral density

velocities/ of transition of transition

(m·s−1) radiation in layer 1/ radiation in layer 2/

(J·s·m−1) (J·s·m−1)

20 1.420×10−3 0.420×10−3

30 0.900×10−3 2.000×10−3

40 0.840×10−3 5.320×10−3

50 1.320×10−3 10.060×10−3

60 0.01 0.856

70 0.174 1.485

80 0.432 3.069

90 3.318 11.81

质刚度较小，本征场应变能远大于介质 1中本征场

应变能，故介质 2中渡越辐射能对总能量场的贡献

比介质 1小. 介质 1中渡越辐射能在载荷移动速度

提升到 80 m/s以上时超过本征场应变能. 图 7中为

正规化后的渡越辐射能随载荷移动速度的变化规

律，由图可知随着载荷移动速度的增大，两侧介质中

渡越辐射能对总能量场做出的贡献均单调非线性增

大.本算例中，介质 1临界速度为 121 m/s，介质 2临

界速度为 106 m/s，如图 7所示，载荷移动速度达到

界面介质 2临界速度 74%时渡越辐射能的绝对值大

小已经超过了本征场应变能. 对于高速铁路列车而

言，这一结论表明当列车行驶速度接近基础临界速

度时，基础刚度差异引起的系统动力响应可能会超

过列车载荷本身激发的系统动力响应.

图7 渡越辐射能与本征场应变能比值随载荷移动速度变化规律

Fig. 7 Transition radiation energy normalized by the eigenfield energy

versus velocityV
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2.3 界面倾斜角度对渡越辐射能的影响

图 8中为不同界面倾角 θ (界面与介质 2刚性基

础夹角)情况下两侧介质中的渡越辐射能谱密度分

布，由于篇幅限制仅给出界面倾斜角度为 45◦，60◦，

90◦，120◦ 情况下的计算结果. 对于界面倾角为锐角

的情况，介质 2中的渡越辐射能谱密度最大值均大

于介质 1中的最大值，且介质 2中渡越辐射能谱密

度均集中于 2∼3个峰值点. 对于界面倾角为钝角的

情况，介质 1中的渡越辐射能谱密度最大值均大于

介质 2中最大值，两侧介质中渡越辐射能谱密度均

集中于频率较大的范围内. 图 8(c)为界面为垂直情

况下两侧介质中的渡越辐射能谱密度，界面垂直情

况下，两侧介质的刚度差异成为影响介质中自由场

谱密度分布的支配性影响因素，因此刚度较小的介

(a)界面倾角为 45◦

(a) Interface inclination angle at 45◦

(b)界面倾角为 60◦

(b) Interface inclination angle at 60◦

(c)界面倾角为 90◦

(c) Interface inclination angle at 90◦

(d)界面倾角为 120◦

(d) Interface inclination angle at 120◦

图8 渡越辐射能谱密度随界面倾斜角度变化规律

Fig. 8 Spectral density of transition radiation with different interface

inclination angles

质 (介质 2)中渡越辐射能显著大于刚度较大介

质 (介质 1).

渡越辐射能谱密度谱密度最大值随界面倾

斜角度的变化规律并不是单调的. 界面倾角为锐

角情况下，介质 2中应变能谱密度峰值显著大

于介质 1. 界面倾角由 45◦ 增大到 60◦，介质 1中

渡越辐射能谱密度峰值从 1.460×10−3J·s/m减小
至 1.320×10−3 J· s/m，介质 2中渡越辐射能谱密度峰

值从 2.780×10−3 J·s/m增大至 1.006×10−2 J·s/m. 界面

倾角为钝角情况下，介质 1中应变能谱密度峰值显

著大于介质 2. 将渡越辐射能谱密度分布对频率积

分可得到介质中向无限远处传播的渡越辐射能，界

面倾角为锐角情况下，两侧介质中渡越辐射能均随
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界面倾斜角度单调增大，且介质 2中渡越辐射能始

终大于介质1中渡越辐射能.

图 9中为界面倾角为锐角情况下渡越辐射能对

总能量场贡献随界面倾斜角度的变化规律. 随着界

面倾斜角度的增大，两侧介质中渡越辐射能对总能

量场做出的贡献均单调非线性增大. 界面倾角为锐

角情况下，界面倾斜角度的增大对两侧介质中渡越

辐射能贡献相对大小关系没有显著影响. 界面为垂

直情况下，两侧介质中渡越辐射能对总能量场做出

的贡献的相对关系主要受到两侧介质刚度相对大小

的影响. 垂直界面情况下两侧介质中渡越辐射能的

差异远大与倾斜界面情况，其中刚度较小介质 (介

质 2)中渡越辐射能对总能量场做出的贡献大于倾斜

界面情况，刚度较大介质中渡越辐射能对总能量场

做出的贡献小于倾斜界面情况. 界面倾角由锐角变

为钝角，介质 1中渡越辐射能贡献大于介质 2.对于

高速铁路路桥过渡段设计而言，这一结果表明过渡

段界面的倾斜有利于减小基础刚度差异所导致的系

统动力响应.

图9 渡越辐射能与本征场应变能比值随界面倾斜角度变化规律

Fig. 9 Transition radiation energy normalized by the eigenfield energy

versus interface inclination angle

3 界面附近近场应变能密度计算结果

将两介质界面附近范围内的应变能定义为近

场能量，该范围内自由场和本征场仍存在叠加，故

需要考虑总的位移和应力场. 该部分能量计算结

果主要用于评估应变能的方向性和自由场在总场

中的占比.因此，选取图 10中的半圆形闭合面进行

分析，本节计算中闭合面半径 R均选取为介质层厚

度 L的 1/4，即 6.25 m，其他计算参数与 2.1节中相

同. 本节中计算得到的介质 1中近场应变能均为负

值，表明能量由闭合面外侧向闭合面内侧流动，这

是由于近场能流密度中本征场能流密度占支配比

例，而载荷由介质 1向介质 2移动，本征场能量由介

质 1向界面处再向介质 2方向传递，因此介质 1中

能流密度指向闭合面内侧，介质 2中指向闭合面

外侧.

图10 界面附近近场应变能通量计算闭合面

Fig. 10 Enclosing surface for accessing the energy flux close to the

interface

3.1 载荷移动速度对近场应变能密度的影响

载荷移动速度对近场能量密度的方向性具有

显著影响. 图 11中为载荷移动速度分别为20 m/s

和 90 m/s时的近场能量密度分布.由图可知，载荷移

动速度较小时，界面向主要向 x轴两侧方向传播能

(a)载荷移动速度为 20 m/s

(a) Load moving velocity at 20 m/s

(b)载荷移动速度为 90 m/s

(b) Load moving velocity at 90 m/s

图11 近场应变能角密度随载荷移动速度变化规律

Fig. 11 Angular energy density of the near-field with different load

moving velocity
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量，载荷移动速度较大时，沿界面方向传播的能量较

大.

近场应变能角密度随载荷移动速度增大单调非

线性增大.与远场能量密度规律相同，近场应变能角

密度在载荷移动速度达到 90 m/s时也发生了极大增

长，速度为 80 m/s时的近场应变能角密度最大值仅

为速度为 90 m/s时的 24%.

相较于远场渡越辐射能，近场应变能角密度在

极坐标上的分布随影响因素的变化规律相对不显

著，这是因为在界面附近范围内本征场与自由场仍

存在叠加，体现出的近场应变能不能独立的反映自

由场的能量辐射规律.因此，有必要计算自由场在近

场应变能中所占的比例.

随着载荷移动速度的增大，自由场在近场应变

能中的占比逐渐增大.速度为 20 m/s时，自由场做出

的贡献主要沿界面方向，而速度为 90 m/s时，虽然自

由场贡献最大方向仍为沿界面方向，但其他方向自

由场贡献均有上升. 载荷移动速度为 90 m/s时，介

质 1中自由场对近场应变能密度的贡献显著大于介

质 2.

3.2 界面倾斜角度对近场应变能密度的影响

界面倾斜角度显著影响了近场应变能密度在角

度上的分布规律. 图 12及图 13中不同界面倾角的

模型均在极坐标系中沿两介质界面方向的角度上出

现尖点，这一结果表明最大近场应变能角密度均发

生在介质界面方向上，即近场应变能中较大一部分

能量是沿着两介质界面方向传播的，在介质界面位

置通过两介质之间的能量传播平衡了移动载荷在不

同介质中的能量差. 介质 1中近场应变能密度随介

质倾角无明显变化规律，但介质 2中存在介质倾角

越大，近场应变能密度越大的规律.与远场渡越辐射

能规律不同，近场应变能角密度最大值并不随介质

图12 近场应变能角密度随界面倾斜角度变化规律

Fig. 12 Angular energy density of the near-field with different interface

inclination angle

图13 近场应变能角密度中自由场贡献比例随界面

倾斜角度变化规律

Fig. 13 Free field contribution of near-field angular energy density with

different interface inclination angle

倾角增大而单调增大，这可能是对于界面倾角

为 15◦ 和 30◦ 的情况，界面距离自由表面距离较近，

本征场在这一范围内做出了较大贡献.

自由场占近场应变能角密度比例在极坐标上

的分布规律也与这一解释相符，图中不同界面倾

角情况下仍为沿界面方向自由场占比最大，但最大

值随界面倾角的增大单调增大，这意味着界面倾角

为 15◦ 情况下沿界面方向出现的能通量峰值主要由

本征场贡献.

4 结 论

本文提出了倾斜界面耦合弹性层渡越辐射能分

析模型，将介质中的动力响应场分解为本征场和自

由场两个部分，对自由场波动方程采用分离变量法

求解，得到了本征场和自由场位移应力表达式.通过

半解析计算得到了不同影响因素对介质中渡越辐射

能流密度的影响规律：

(1) 随着载荷移动速度的增大，渡越辐射能

单调非线性增大，接近临界速度时 (约为临界速

度74%)甚至超过本征场应变能. 界面倾角增大，渡

越辐射能单调非线性增大. 界面与刚性基础夹角为

锐角侧集中了更多的渡越辐射能.

(2)随着载荷移动速度增大，界面附近能通量的

方向性发生变化，沿界面方向传播的能量逐渐增大.

载荷移动速度接近临界速度时界面附近能通量角密

度发生极大增长.随着界面倾斜角度增大，界面附近

能通量并非单调增大，但自由场占比是单调增大的.

可以认为现行的高速铁路路桥过渡段设置能够

在一定程度上起到减小系统动力响应的作用，但当

行车速度接近基础结构临界速度时，不同结构之间

的刚度差异将对系统动力响应起到极大的放大作用.

在高速铁路列车不断提速的背景下，为保证行车安
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全性和乘客舒适性，有必要对过渡段结构设计做出

优化.

本文中将高速铁路列车简化为一个匀速移动的

点载荷，考虑列车实际载荷形式及轨道结构对载荷

的分散作用，列车经过过渡段的物理模型可简化为

在一定范围内分布的多个点载荷，以一定的时间差

经过两种介质之间的界面，多个载荷激发出的渡越

辐射场也存在相应的相位差，其叠加所产生的渡越

辐射场仍有待进一步研究，计算时需对多个载荷的

本征场进行叠加，进而求得在多载荷条件下界面处

的自由场激扰源.
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