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无网格粒子类方法专题

基于分区径向基函数配点法的大变形分析
1)
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∗(同济大学航空航天与力学学院,上海 200092)

†(上海宇航系统工程研究所,上海 201109)

摘要 无网格法因为不需要划分网格,可以避免网格畸变问题,使得其广泛应用于大变形和一些复杂问题.径向

基函数配点法是一种典型的强形式无网格法,这种方法具有完全不需要任何网格、求解过程简单、精度高、收敛

性好以及易于扩展到高维空间等优点,但是由于其采用全域的形函数,在求解高梯度问题时存在精度较低和无

法很好地反应局部特性的缺点. 针对这个问题,本文引入分区径向基函数配点法来求解局部存在高梯度的大变

形问题.基于完全拉格朗日格式,采用牛顿迭代法建立了分区径向基函数配点法在大变形分析中的增量求解模

式.这种方法将求解域根据其几何特点划分成若干个子域,在子域内构建径向基函数插值,在界面上施加所有的

界面连续条件,构建分块稀疏矩阵统一求解. 该方法仍然保持超收敛性,且将原来的满阵转化成了稀疏矩阵,降

低了存储空间,提高了计算效率.相比较于传统的径向基函数配点法和有限元法,这种方法能够更好地反应局部

特性和求解高梯度问题.数值分析表明该方法能够有效求解局部存在高梯度的大变形问题.
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Abstract The meshfree methods can avoid grid distortion problems because it does not need to be meshed, which make

them widely used in large deformations and other complicated problems. Radial basis collocation method (RBCM) is a

typical strong form meshfree method. This method has the advantages of no need for any mesh, simple solution process,

high precision, good convergence and easy expansion to high-dimensional problems. Since the global shape function is

used, this method has the disadvantages of low precision and poor representation to local characteristics when solving high

gradient problems. To resolve this issue, this paper introduces finite subdomain radial basis collocation method to solve

the large deformation problem with local high gradients. Based on the total Lagrangian formulation, the Newton iteration

method is used to establish the incremental solution scheme of the FSRBCM in large deformation analysis. This method

partitions the solution domain into several subdomains according to its geometric characteristics, then constructs radial

basis function interpolation in the subdomains, and imposes all the interface continuous conditions on the interfaces, which
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results in a block sparse matrix for the numerical solution. The proposed method has super convergence and transforms

the original full matrix into a sparse matrix, which reduces the storage space and improves the computational efficiency.

Compared to the traditional RBCM and finite element method (FEM), this method can better reflect local characteristics

and solve high gradient problems. Numerical simulations show that the method can effectively solve the large deformation

problems with local high gradients.

Key words meshfree, finite subdomain radial basis collocation method, large deformation, high gradient, Newton itera-

tion method

引 言

无网格法通过点来离散求解区域, 不需要划分

网格,因此不会发生网格畸变问题,使得其广泛应用

于大变形和一些复杂问题 [1-9].无网格法构建方程的

模式主要包括两大类：基于 Galerkin法的积分弱形

式 [1,6,10-13] 和基于直接配点法的强形式 [14-18]. 配点

型无网格法由于不需要积分, 能够获得比有限元法

更高的效率 [19-21], 因此逐渐获得了更多的关注 [22],

高效配点型无网格法已广泛应用于声子晶体 [23]、优

化 [24]、结构振动 [25]、环境工程 [26] 等方面. 径向基

函数配点法 (radial basis collocation method, RBCM)是

一种典型的强形式无网格法, 这种方法具有完全不

需要任何网格、求解过程简单、精度高、收敛性好以

及易于扩展到高维空间等优点 [27-28]. 其在分析大变

形问题时,具有不存在网格畸变等优势,但是由于其

采用全域的形函数, 在求解高梯度问题时会存在精

度较低和无法很好地反应局部特性的缺点 [29-30].

为有效改善传统径向基函数配点法存在的问题,

本文引入分区径向基函数配点法 (finite subdomain ra-

dial basis collocation method, FSRBCM)[31]来求解局部

存在高梯度的大变形问题. 这种方法首先将求解域

根据其几何特点或材料性质等划分成若干个子 (区)

域,在子域内构建径向基函数插值.在界面上施加所

有的界面连续条件, 在不同的子域内可以根据局域

特性选用不同的形状参数, 构建统一的配点方程并

一次求解. 与传统区域分解法 (domain decomposition

method)[32]不同的是,区域分解法在子域边界上需要

大量的迭代计算,有时候还会存在不收敛的问题.而

分区配点法的界面连续条件不需要迭代求解, 计算

效率高.该方法仍然保持超收敛性,且将原来的满阵

转化成了稀疏矩阵,降低了条件数和存储空间,提高

了计算效率. 也为求解大规模科学计算问题打下了

基础.

本文从强形式控制方程出发, 基于分区径向基

函数配点法建立了大变形问题的求解格式. 通过牛

顿迭代法对非线性方程进行线性化, 采用完全拉格

朗日格式, 得到了用于分析大变形问题的增量模式,

在每个迭代步内, 采用分区径向基函数配点法一次

求解. 数值算例表明分区径向基函数配点法能够很

好地反应问题的局部高梯度特性.

1 径向基函数近似

径向基函数 (radial basis function, RBF)是一类函

数值取决于计算点 x与源点 xI 之间距离的实值函数
[28,33]. 常见的径向基函数有 Multiquadrics(MQ)径向

基函数、高斯径向基函数和薄板样条径向基函数等.

由于 MQ 径向基函数具有较高的精度和收敛率, 本

文采用 MQ进行求解分析,其表达式如下

gI (x) =
(
r2

I + c2
)ϑ− 3

2 (1)

式中，r I = ‖x − xI ‖2表示计算点与源点的距离,形状

参数 c是大于 0的常数, ϑ的取值不同表示不同类型

的 MQ径向基函数,本文中取 ϑ = 1.

2 大变形分析

2.1 基本方程

某弹性力学问题的求解域为 Ω, Neumann边界

为 Γ, Dirichlet 边界为 Π , 边界 ∂Ω = Γ ∪ Π , 区域

Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω. 初始构形用坐标 X 表示, 变形之后的

现时构形用坐标 x表示. 采用 Kirchhoff应力 S表示

的初始位形空间描述的平衡方程表示如下

(
Sk jFik

)
, j

+ bi = 0 , in Ω

S jkFi j Nk = hi onΓ

ui = gi , onΠ


(2)

其中, Fik = ∂xi/∂Xk 为变形梯度, bi 体力, hi 是 Neu-

mann边界 Γ上的表面力, Nk是曲面法线, gi是Dirich-
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let边界 Π 上的已知位移.对于线弹性材料

Si j = Di jklεkl (3)

其中

εi j =
1
2

(
∂ui

∂X j
+
∂u j

∂Xi
+
∂uk

∂Xi

∂uk

∂X j

)
(4)

式中，Di jkl 为常数.

将求解区域分成m个互不重叠的子域 Ω = Ω1 ∪
Ω2 ∪ · · · ∪ Ωm. 对于任一子域 α, β = 1,2, · · · ,m, 其

中 Ωα ∩ Ωβ = ∅ (α , β), ∂Ωα ∩ ∂Ωβ = ∅ (α , β), Λαβ =

Ω̄α ∩ Ω̄β任一子域的控制方程可表示如下

(
Sα

k jF
α
ik

)
, j

+ bαi = 0 , in Ωα

Sα
jkFα

i j N
α
k = hαi , in Γα

uαi = gαi , in Πα


(5)

界面连续条件为

Sα
jkFα

i j N
α
k + Sβ

jkFβ
i j N

β
k = 0

uαi = uβi


in Λαβ (6)

2.2 近似函数

子域中的未知量可以采用该子域内的径向基函

数近似表示为

(uα (X))h
=

ξα∑

I=1

gαI (X) aI , X ∈ Ω̄α (7)

其中，ξα为 α子域中源点的个数.方程 (7)可以写成

如下的一般形式

(
uαi

)h
= (Φα)T a (8)

其中

(Φα)T
=

[
gα1 , gα2 , · · · , gαNα

]
, gαI = gαI I (9)

式中，gαI 是子域中源点 xI ∈ Ω̄α 的径向基函数近似,

I 是单位矩阵.在每个子域及其边界和界面上定义如

下的配点集合

Pα = {pI }
ζαp
I=1 ⊆ Ωα , Qα = {qI }

ζαq
I=1 ⊆ Γα

Rα = {r I }ζ
α
r

I=1 ⊆ Πα, Zαβ = {zI }ζαβI=1 ⊆ Λαβ


(10)

其中，ζαp，ζ
α
q，ζ

α
r，ζαβ 分别表示 α 子域中域内、

Neumann边界、Dirichlet边界和与 α 子域相邻界面

上的配点个数.通常情况下,子域内选取的配点个数

大于源点个数.

2.3 大变形问题求解

根据牛顿迭代原理, 其增量迭代格式可以表示

为

∆

[(
Sα

k jF
α
ik

)
, j

+ bαi

]n

v+1
= −

[(
Sα

k jF
α
ik

)
, j

+ bαi

]n

v
, in Ωα

∆
(
Sα

k jF
α
ikNα

j

)n

v+1
=

(
hαi

)n −
(
Sα

k jF
α
ikNα

j

)n

v
, in Γα

∆
(
uαi

)n

v+1
=

(
gαi

)n −
(
uαi

)n

v
, in Πα


(11)

其中 n和 v分别表示载荷步和迭代步.在第 n载荷步

上进一步展开得到
(
Fα

ik, j

)
v

(
∆Sα

k j

)
v+1

+
(
Sα

k j

)
v

(
∆Fα

ik, j

)
v+1

+

(
Fα

ik

)
v

(
∆Sα

k j, j

)
v+1

+
(
Sα

k j, j

)
v

(
∆Fα

ik

)
v+1

=

bαi −
(
Fα

ik, jS
α
k j + Fα

ikSα
k j, j

)
v
, in Ωα (12)

(
Sα

k jN
α
k

)
v

(
∆Fα

ik

)
v+1

+
(
Fα

ikNα
j

)
v

(
∆Sα

k j

)
v+1

=

hαi −
(
Sα

k jF
α
ikNα

j

)
v
, in Γα (13)

(
∆uαi

)
v+1

= gαi −
(
uαi

)
v
, in Πα (14)

对于相邻公共边界上的连续条件式 (6),也可以利用

牛顿迭代法得到如下的增量迭代格式

(
Sα

k jN
α
j

)
v

(
∆Fα

ik

)
v+1

+
(
Fα

ikNα
j

)
v

(
∆Sα

k j

)
v+1

+

(
Sβ

k jN
β
j

)
v

(
∆Fβ

ik

)
v+1

+
(
Fβ

ikNβ
j

)
v

(
∆Sβ

k j

)
v+1

=

−
(
Sα

k jF
α
ikNα

j

)
v
−

(
Sβ

k jF
β
ikNβ

j

)
v
, in Λαβ (15)

(
∆uαi

)
v+1
−

(
∆uβi

)
v+1

=
(
uβi

)
v
−

(
uαi

)
v
, in Λαβ (16)

将径向基函数近似式 (7)代入增量方程 (12) ∼ (16),

即可得到在所有子域 Ω、边界 ∂Ω和相邻界面 Λ上增

量迭代格式的离散形式,用矩阵表示为

K∆a = f (17)

其中矩阵定义为

K =



K1

K2

...

Km



, Kα =



Kα
L

Kα
h

Kα
g

Kα
Λh

Kα
Λg



, f =



f 1

f 2

...

f m



, f α =



f αL

f αh

f αg

f αΛh

f αΛg



(18)

Kα
L = Kα

L = LD1B1 + (L2D2A3 + S1) B2+

(LD1A1 + L2D2A2 + T1 + T2) B3 (19)



746 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

Kα
h = Kα

Λh
= L2N1D1(B1 + A1B3) + N2S2B3 (20)

Kα
g = Kα

Λg
=


(Φα)T 0

0 (Φα)T

 (21)

f αL = b− LS− L2 (T3 + T4) (22)

f αh = h − N2L3S (23)

f αg = g− u (24)

f αΛh
= f αΛg

= 0 (25)

在矩阵 f αL 和 f αL 中 Φα = Φα (pα),矩阵 Kα
h 和 f αh 中

Φα = Φα (qα), 矩阵 Kα
g 和 f αg 中 Φα = Φα (rα), 矩阵

Kα
Λh
和 Kα

Λg
中 Φα = Φα (zα). 方程 (19)∼(23)各矩阵的

详细表达式见附录.

由于子域内部、边界以及界面上的误差由于计

算数据大小的差异在数值计算中会出现不平衡的问

题, 在边界和界面上需施加合适的权重以获得最优

的精度和收敛率 [31].方程 (17)的加权形式表示如下

WK∆a = W f (26)

W =



W1

W2

...

Wm



, Wα =



1

Wα
h

Wα
g

Wα
Λh

Wα
Λg



(27)

其中应力边界和位移边界的权重取值如下

wα
h ≈ O (θα) , wα

g ≈ O (καξα)

wαβ
Λh
≈ O (1) , wαβ

Λg
≈ O

(
καβξαβ

)


(28)

其中，κα = max (λα, µα), καβ = max(κα, κβ), θα = καβ/κα,

ξαβ = max(ξα, ξβ), ξα 和 ξβ 即对应 α和 β两个子域内

选取的源点数目, λα和 µα为 α子域中材料的拉梅常

数.超定方程 (27)通常可以采用最小二乘法、截断奇

异值分解法等方法进行求解.

2.4 程序设计

对于弹性大变形问题,受到静力载荷作用,基于

完全拉格朗日格式 (total Lagrangian),具体的程序设

计和求解步骤如下：

(1)确定初始构型,区域划分模式,子域个数以及

域内、边界和界面上的源点和配点分布,设置载荷增

量.

(2)在第一个载荷步中 (在第 n个载荷步中),取

第一个迭代步的初始近似值 a0.

(3)计算得到 u0 = Φa0(uv = Φav). 根据式 (19)

∼式 (25)和 u0 (uv)计算出每个子域上的 KL, Kh, Kg,

KΛh, KΛg, f L, f h, f g, f Λh
, f Λh

,组装成整体矩阵 K和 f ,

通过方程 (17)求出增量 ∆a1 (∆av).

(4)判断 ∆u1 = Φ∆a1 (∆uv = Φ∆av)是否满足下

式

‖∆u‖ 6 e (29)

其中，e为人工设置的误差界限.如果满足,则进入式

(5).如果不满足,取新的近似值为

a1 = a0 + ∆a1 (av+1 = av + ∆av+1) (30)

然后返回式 (3)继续迭代求解.

(5)在载荷中增加载荷增量进入下一个分析步.

然后依据式 (2) ∼ 式 (4)的过程循环求解,直至载荷

步全部计算结束.

3 数值算例

3.1 受均布载荷作用的悬臂梁

如图 1所示, 悬臂梁在上下表面受到均布载荷

作用, 材料参数为：弹性模量 E = 12 kPa,泊松比

ν = 0.2. 梁的长度和宽度分别为 L = 10 m, H =

1 m. 载荷为 q = 5 N/m, 载荷步为 150步. 总源点

个数 ξ = 9 × 51,源点分布如图 2 所示, 在分区径

向基函数配点法中将整体区域划分成 2个子域. 边

界和界面上所取的权重为：wα
h = 10, wα

g = 1 × 103,

wαβ
Λh

= 100, wαβ
Λg

= 1 × 104 (α = 1,2; β = 1,2). 梁端

挠度、横向位移随载荷的变化和柯西应力如图 3和

图 4所示 (位移解析解参见文献 [34]),结果表明,对

于局部存在高梯度的问题,分区径向基函数配点法能

比径向基函数配点法获得更高的精度；有限元法求

解的位移精度较低, 而且在局部高梯度区域会出现

应力波动. 图 5所示的挠度和横向位移收敛图表明

分区径向基函数配点法在求解这类问题时仍能获得

高收敛率.由于分区后形成了稀疏矩阵,如图 6所示,

分区径向基函数配点法会比径向基函数配点法节约

大约一半的计算时间,显著地提高了计算效率.
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图 1 受均布载荷作用的悬臂梁

Fig. 1 Cantivilever beam under uniform load

图 2 悬臂梁源点分布图

Fig. 2 Distribution of source points for cantivilever beam

(a)挠度

(a) Deflection

(b)横向位移

(b) Lateral displacement

图 3 悬臂梁梁端挠度、横向位移和载荷的关系图

Fig. 3 Deflection and lateral displacement of the end point of

cantilever beam

图 4 悬臂梁上表面的柯西应力图

Fig. 4 Cauchy stress on the upper surface of cantilever beam

图 5 悬臂梁挠度和横向位移收敛图

Fig. 5 Convergence of the deflection and lateral displacement for

cantilever beam

图 6 悬臂梁计算时间对比

Fig. 6 Comparison of the CPU time for cantilever beam

3.2 纯弯曲悬臂梁

在右端部受纯弯曲载荷作用的悬臂梁如图 7所

示,材料参数为：E = 210 GPa,ν = 0.3,梁的尺寸为：

长 L = 3 m,宽 H = 0.3 m. 载荷为 M = 0.15 GN·m,

载荷步为 150步. 源点分布如图 8 所示, 源点个数



748 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

为 ξ = 9 × 45,在分区径向基函数配点法中整体区

域划分成了 3个子域. 施加在边界和界面上的权重

为：wα
h = 10, wα

g = 2 × 1010, wαβ
Λh

= 10, wαβ
Λg

= 2 × 1010

(α = 1,2,3; β = 1,2,3). 图 9和图 10中的挠度、横

图 7 纯弯曲作用下的悬臂梁

Fig. 7 Cantivilever beam under bending

图 8 纯弯曲梁源点分布图

Fig. 8 Distribution of source points for pure bending beam

(a)挠度

(a) Deflection

(b)横向位移

(b) Lateral displacement

图 9 纯弯曲梁端挠度、横向位移和载荷的关系图

Fig. 9 Deflection and lateral displacement of the end point of

pure bending beam

向位移和柯西应力分布再次表明分区径向基函数配

点法在求解局部高梯度问题中具有优势, 传统径向

基函数配点法的求解精度较低, 而有限元法在求解

应力时容易在局部高梯度区域出现应力波动.图 11

表明在求解这类问题时分区径向基函数配点法能够

显著提高计算效率.

图 10 纯弯曲梁上表面的柯西应力图

Fig. 10 Cauchy stress on the upper surface of pure bending beam

图 11 纯弯曲梁计算时间对比

Fig. 11 Comparison of CPU time for pure bending beam

3.3 拉伸作用下的带孔板

受拉伸作用的正方形板中央带圆孔如下图 12所

示, a = 1 m,右侧受拉伸均布荷载 q = 1 N/m,材料参

数为：E = 1 × 103 Pa,ν = 0.3. 取 1/4进行分析,源点

个数 ξ = 25× 25,源点分布如图 13所示,将区域划分

为 4个子域,取载荷步为 200步.边界和界面上的权

重为：wα
h = 10,wα

g = 1× 103, wαβ
Λh

= 100,wαβ
Λg

= 1× 104

(α = 1,2,3,4; β = 1,2,3,4). 左侧简支边界的 y 方

向的位移结果分布图和下侧简支边界 x方向的位移

结果分布图如图 14所示. 图 15给出了左侧简支边
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界和下侧简支边界上 x方向的应力分布.结果表明,

分区径向基函数配点法能够比径向基函数配点法获

得更好的精度 (以稠密单元的有限元解作为参考解).

相对于受均布载荷作用和纯弯曲作用的悬臂梁算例,

带孔板的局部梯度变化较小, 所以有限元法也获得

了比较好的数值结果,没有出现明显的应力波动.图

16表明相比于全域的径向基函数配点法, 分区形式

能够显著提高计算效率.

图 12 受拉伸作用的带孔板

Fig. 12 Plate with hole under tension

图 13 带孔板源点分布图

Fig. 13 Distribution of source points for plate with hole

(a)左侧简支边

(a) Left edge

(b)下侧简支边

(b) Underside edge

图 14 带孔板边界位移分布

Fig. 14 Displacement of the simply supported boundary of

plate with hole

(a)左侧简支边

(a) Left edge

(b)下侧简支边

(b) Underside edge

图 15 带孔板边界应力分布

Fig. 15 Cauchy stress of the simply supported boundary of

plate with hole
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图 16 带孔板计算时间对比

Fig. 16 Comparison of CPU time for plate with hole

4 结 论

由于传统径向基函数配点法在求解高梯度问题

时往往会存在精度低和收敛率低的问题, 本文引入

分区径向基函数配点法求解了局部存在高梯度的弹

性大变形问题. 基于完全拉格朗日格式和牛顿迭代

原理, 建立了弹性大变形问题分区配点模式的增量

迭代格式.数值分析表明,相比较于传统径向基函数

配点法, 分区径向基函数配点法在求解高梯度大变

形问题中不仅能够获得较高的精度和收敛率, 而且

能够显著提高计算效率.相比较于有限元法,其得到

的应力数值结果比较光滑, 能够避免传统有限元法

在求解高梯度问题时出现的应力波动问题.因此,分

区径向基函数配点法在求解复杂的大变形问题中具

有较好的应用前景.
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附录

式 (19)∼式 (23)中的矩阵表达式如下

L (u) =


u1 0

0 u2
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∂X1∂X2
0 0

0 0
∂2

∂X2
2

∂2

∂X2
2

∂2

∂X2
2

∂2

∂X2
2

∂2

∂X1∂X2

∂2

∂X1∂X2



·



u1

u2

u1

u2



(A4)



752 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

A3 (u) =



1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 1 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 1 0



+



∂

∂X1

∂

∂X1
0 0 0 0

0 0
∂

∂X2

∂

∂X2
0 0

∂

∂X2

∂

∂X2

∂

∂X1

∂

∂X1
0 0

0 0
∂

∂X1

∂

∂X1
0 0

0 0 0 0
∂

∂X2

∂

∂X2

0 0
∂

∂X2

∂

∂X2

∂

∂X1

∂

∂X1





u1

u2

u1

u2

u1

u2



(A5)

B1 =



∂

∂X1
0

0
∂

∂X2

∂

∂X2

∂

∂X1




(Φα)T 0

0 (Φα)T

 ,

B3 =



∂

∂X1
0

0
∂

∂X1

∂

∂X2
0

0
∂

∂X2




(Φα)T 0

0 (Φα)T

 ,

B2 =



∂2

∂X2
1

0

0
∂2

∂X2
1

∂2

∂X1∂X2
0

0
∂2

∂X1∂X2

∂2

∂X2
2

0

0
∂2

∂X2
2




(Φα)T 0

0 (Φα)T

 (A6)

D1 =



D11 D12 D13

D12 D22 D23

D13 D23 D33


, D2 =


D11 D12 D13 D13 D23 D33

D13 D23 D33 D12 D22 D23

 (A7)

S =



S11

S22

S12


, S1 =


S11 0 2S12 0 S22 0

0 S11 0 2S12 0 S22

 , S2 =



S11 0 S12 0

0 S12 0 S22

S12 0 S22 0

0 S11 0 S12



(A8)

N1 =


N1 0 N2

0 N2 N1

 , N2 =


N1 0 N2 0

0 N2 0 N1

 (A9)
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T1 (S) =



∂

∂X1
0

∂

∂X1
0

0
∂

∂X1
0

∂

∂X1





S11

S11

S12

S12



T2 (S) =



∂

∂X2
0

∂

∂X2
0

0
∂

∂X2
0

∂

∂X2





S12

S12

S22

S22



T3 =
∂

∂X1


S11

S12

 , T4 =
∂

∂X2


S12

S22





(A10)


