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工程振动非线性控制专题

复合柔性结构全局模态函数提取与

状态空间模型构建
1)

魏 进 ∗ 曹登庆 †,2) 于 涛 ∗

∗(烟台大学机电汽车工程学院，山东烟台 264005)
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摘要 随着航空航天等领域中实际工程结构的大型化和柔性化，结构的非线性振动和主动振动控制问题越来越

凸显. 分析和处理此类结构出现的复杂振动问题的关键在于建立系统的非线性动力学模型与状态空间模型. 对

于由柔性部件、刚体、连接部件构成的复合柔性结构，由于各部件之间的振动耦合效应，单个柔性部件在悬臂、

简支和自由等静定边界下的模态与结构的真实模态有较大差异.为此，本文提出复合柔性结构全局模态的解析

提取方法，通过全局模态离散得到系统非线性动力学模型，从而构建状态空间模型. 该方法采用笛卡尔坐标描

述系统的运动，建立系统的运动方程；结合描述柔性部件的偏微分方程、刚体的常微分运动方程、连接界面处

力、力矩、位移和转角的匹配条件以及系统的边界条件，利用分离变量法给出统一形式的频率方程，获取系统

的固有频率和解析函数表征的全局模态.这里提出的全局模态提取方法不仅便于复合柔性结构固有频率和全局

模态的参数化分析，而且为建立复合柔性结构低维非线性动力学模型和状态空间模型提供了有效的途径，对于

推进这类结构的非线性动力学分析与主动振动控制研究具有重要意义.
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Abstract With the scale enlarging and flexibility of the actual engineering structures utilized in aerospace and other

fields, the issues on the study of nonlinear vibration and active vibration control of the structure become more and more

important. The key process of dealing with the vibration and control for such a kind of structure is to establish the nonlinear

dynamic model and formulate the state space model of the system. For composite flexible structures composed of flexible

components, rigid bodies and flexible joints, because of the vibration coupling between each part of the structure, the

modes of an individual flexible component with the cantilever, simply supported and free stationary boundary are different

from the real mode of the structure. In this paper, an analytic extraction method of global modes of composite flexible
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structures is presented, and the nonlinear dynamic model and the state-space model of the system can be obtained by

the global mode discretization. Adopting the Cartesian coordinates to describe the motion of the system, establishing

the motion equations of the system, and combining with the partial differential equation of the flexible part, the ordinary

differential motion equation of the rigid body, the matching condition of force, moment, slope of the deflection curve and

displacement at the interface, and the boundary condition of the system, the frequency equation of uniform form is given

by using the separating variable method. Consequently, the natural frequencies and the global mode representation of

the analytic function of the system are obtained. The global mode extraction method presented here not only facilitates

the parametric analysis of the natural frequencies and global modes of composite flexible structures, but also provides

an effective way to establish the low dimensional nonlinear dynamic model and the state space model of the composite

flexible structure, which is of great significance for the study of nonlinear dynamic responses and the design of active

vibration control of this kind of structures.

Key words flexible structures, global modes, analytic method, nonlinear dynamics, vibration control

引 言

复合柔性结构是由多个柔性部件 (包括细长

杆、薄板、薄壳等)、刚体以某种方式相联接而构成

的多体系统.在航空航天 [1]、机械 [2]、土木 [3] 等工

程领域中，诸如带太阳能帆板的空间飞行器、带外

挂 (飞机发动机)的飞机机翼、带细长叶片的大型旋

转机械、大跨度斜拉桥等都可以归结为复合柔性结

构.随着空间科学与技术的不断进步与发展，柔性部

件的大型化和柔性化不可避免，整个柔性结构的动

力学建模与振动响应分析、结构振动控制等问题变

得愈加复杂且难以处理 [4] .

对于复合柔性结构，构成部件多为具有无限自

由度的柔性体，描述其运动的动力学方程为偏微分

方程. 无论是对系统的动力学特性进行分析，还是

基于其动力学模型的状态空间进行控制器设计，都

要建立具有有限自由度的动力学模型. 实际工程应

用中，通常采用有限元法对复杂结构进行离散化处

理，只有在结构相对简单 (包括单一的索、杆、梁、

板、壳等)时才采用解析方法建模.

有限元法可以离散具有复杂形状的复合柔性结

构，在单元数量足够多的情况下，有限元模型所得

到的结果可以达到较高的精度.因此，许多学者 [5-9]

采用有限元法，建立系统的有限元模型，进行动力

学特性的分析和研究. 例如，Al-Bedoor等 [7] 建立

了含有柔性关节的柔性机械臂的有限元模型，并开

展了柔性关节的扭转变形对于系统动力学的影响研

究.采用有限元商业软件 (如 Ansys、Abaqus、Nastran

等)建模，也是分析复合柔性结构固有特性的有效途

径 [10-13].例如，代颖等 [12]采用软件 Ansys建立了车

用电机的有限元模型，分析了各结构部件对电机固

有特性的影响.然而，有限元模型为了保证其精度，

需要较多的单元数，导致系统的离散动力学模型出

现维数过高的弊端，这为系统的控制器设计或非线

性动态响应分析带来了困难；并且由有限元商业软

件得到的系统全局模态是以数值形式给出的，对于

存在非线性环节的复合结构，很难建立解析形式的

非线性动力学模型.

相比于有限元离散方法，采用解析形式的模态

函数导出复合柔性结构的模态方程，利用Galerkin截

断可以有效地降低系统的维数 [14]，从而明显地提高

求解系统动力学模型的计算效率.因此，解析方法在

多刚柔体系统动力学中得到了广泛的应用，尤其是

在柔性航天器 [15-18]的动力学建模与控制器设计.解

析方法的关键在于将柔性部件的位移表示为部件模

态与模态坐标的线性组合，所建立的动力学模型的

准确性依赖于所选模态的精确性和数量，也即所选

模态越能准确地描述柔性部件的真实变形，其需要

的模态数量就越少，同时所推导出的动力学模型的

准确性也越高. Pan和 Liu[19]通过钟摆和曲柄连杆机

构的数例仿真结果，表明了边界为两端自由、简支或

悬臂的振型函数适合于柔性多体系统的建模，能得

到较好的结果.但是，采用两端固支或具有超静定边

界的振型函数可能导致系统动力学方程的计算结果

出现较为严重的误差. Schwertassek等 [20] 通过结合

柔性附件的静变形和特征函数，构造出合适的振型

函数用于描述柔性体的变形，从而提高系统动力学

模型的准确性和收敛性.

对于由多个柔性部件组成的复合结构，各柔性
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部件之间的弹性振动耦合效应不可忽略. 系统中单

一柔性部件在悬臂、简支和自由等静定边界下的模

态与其在整体结构中的真实模态有较大差异. 采用

柔性部件的假设模态建模，可能会导致其动力学模

型精度下降，甚至出现较大误差.为此，针对由中心

刚体和柔性附件组成的航天器，Hablani[21] 指出，如

果选取相同数量的模态，全局模态所得到的动力学

模型比假设模态得到的模型具有更高的精度. 这是

因为全局模态包含了系统中刚体的运动和全部柔性

部件弹性振动的模态，选取少量的全局模态就能较

好地描述系统的运动.针对空间柔性机械臂系统，魏

进等 [22] 分别采用假设模态和全局模态建立了系统

的动力学模型，并对两种模型进行了对比研究.将有

限元结果作为参考值，对比分析的结果表明全局模

态方法所得结果的精度远高于假设模态方法给出的

结果.

鉴于采用全局模态进行离散具有优越性，已有

一些学者通过全局模态离散，得到复合柔性结构的

动力学离散模型. 针对索 -- 梁组合结构，Gattulli

等 [23-24]、赵跃宇等 [25-26] 和王志搴等 [27-28] 利用边

界条件和连接点的匹配条件，获取系统的固有频率

和全局模态，通过全局模态进行离散，建立了系统的

动力学离散模型. Hablani等 [29-31]采用系统的全局模

态，建立了柔性航天器的动力学模型，并在此基础上

对其动力学特性分析以及控制作了比较全面的研究.

曲广吉 [32]和繆炳祺等 [33-34]通过求解系统的特征值

问题或模态综合等方法，得到系统的全局模态，离散

柔性部件的位移，由此基于伪坐标的拉格朗日方程

导出了柔性航天器的动力学方程.

由此可见，建立系统低维高精度动力学模型的

关键在于如何获取系统的全局模态. 近年来，曹登

庆等针对微机电系统中的静电梳 [35]、大跨度斜拉

桥 [36]、带非线性铰链的多梁结构 [37]、带柔性附件的

航天器 [38]等细长柔性组合结构，建立了系统的动力

学模型，获取了系统的全局模态.在此基础上，开展

了密频与重频分析以及模态跃迁、系统动态响应分

析等一系列研究. 这些工作对于如何获取系统的全

局模态，据此推导出系统的低维高精度动力学模型

具有一定的借鉴和指导意义.

基于作者近期的工作 [35-38]，本文研究多个刚体

和柔体组成的复合柔性结构，建立了提取这类结构

的解析形式的全局模态函数的一般方法. 采用解析

形式的模态函数导出复合柔性结构的模态方程，利

用 Galerkin截断可以有效地降低系统的维数，得到

系统的低维高精度非线性动力学模型. 基于该模型

可以方便地构建系统的低维状态空间模型，有利于

主动振动控制器的设计.

1 复合柔性结构全局模态解析提取方法

1.1 定义坐标系

采用笛卡尔坐标描述系统的运动，一般以系统

中每一个物体为单元，在刚体、柔性部件和连接部

件上建立坐标系，其上每个部件的位形都相对于一

个公共参考系进行定义，其位形坐标统一为笛卡尔

坐标.如图 1所示，在系统中第 i个物体和第 j个物体

的质心上分别建立各自的坐标系为 oi xyz和 o j xyz，

坐标系 OXYZ为公共参考系.这样，物体上任意一点

Pi 和 P j 的位置矢量分别为 γi 和 γ j .

图 1 基于笛卡尔坐标的运动描述

Fig. 1 Motion description based on Descartes coordinates

1.2 系统的运动方程

对于由多个刚体和柔体组成的复合柔性结构中

的刚体，采用牛顿 –欧拉法建立动力学方程.在系统

的 g个刚体中取刚体 Ai (i = 1,2, · · · ,g)为研究对象，

它不仅受到系统构件相互之间的作用力和力矩，也

可能受到外部的作用力和力矩.

如图 2所示，只考虑系统的平面运动，在刚体 Ai

的质心上建立坐标系，并命名为 or
i xy.在连接点 Si,i−1

处，相邻物体作用在刚体 Ai 的力 f i,i−1
x,int 和 f i,i−1

y,int 分别

沿坐标系 or
i xy的 x方向和 y方向，力矩为 Mi,i−1

int . 在

连接点 Si+1,i 处，相邻物体作用在刚体 Ai 的力 f i+1,i
x,int

和 f i+1,i
y,int 分别沿坐标系 or

i xy的 x方向和 y方向，力

矩为 Mi+1,i
int . 刚体 Ai 受到的外部作用力 f i

x,ext和 f i
y,ext

分别沿坐标系 or
i xy的 x方向和 y方向，外部力矩为
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Mi
ext. 因此，在连接点 Si,i−1和 Si+1,i 上，相邻物体作

用在刚体 Ai 的总力矩为

Mi,int = Mi,i−1
int + Mi+1,i

int + di,i−1 ·
(
f i,i−1
x,int i + f i,i−1

y,int j
)
+

di+1,i ·
(
f i+1,i
x,int i + f i+1,i

y,int j
)

(1)

图 2 刚体所承受的作用力和力矩

Fig. 2 Forces and moments acted on the rigid body

其中，di,i−1和 di+1,i 分别是连接点 Si,i−1和 Si+1,i 的作

用力到刚体 Ai 的质量中心的矢量，i和 j分别为沿 x

方向和 y方向的单位矢量. 刚体 Ai 受到外部作用的

总力矩为

Mi,ext = Mi
ext + di ·

(
f i
x,exti + f i

y,ext j
)

(2)

其中，di 为刚体 Ai 受到的外部作用力到其质量中心

的矢量.

通过牛顿 –欧拉法，可以写出单个刚体 Ai 的动

力学方程

mi ẍr
i + f i,i−1

x,int + f i+1,i
x,int = f i

x,ext

mi ÿr
i + f i,i−1

y,int + f i+1,i
y,int = f i

y,ext

Ji θ̈
r
i + Mi,int = Mi,ext


(3)

其中，mi 和 Ji 分别为刚体 Ai 的质量和关于质心 or
i

的转动惯量，xr
i 和 yr

i 分别为刚体 Ai沿坐标系 or
i xy的

x方向和 y方向的坐标，θr
i 为刚体 Ai 的绕质心 or

i 转

动角位移. 因此，刚体 Ai 的平动和转动可以用向量

γr
i =

[
xr

i , y
r
i , θ

r
i

]T
来描述.

在复合柔性结构中，柔体具有连续分布的质量

和弹性，且有无限多个自由度，其动力学方程为偏

微分方程. 为了求解系统的固有频率和全局模态，

需要确定系统的边界条件和相邻物体之间的力、力

矩、位移和转角的匹配条件.由图 3描述的相邻两个

柔体 Bi 和 Bi+1，它们通过 γd
i 向量连接在一起. 在柔

体 Bi 和 Bi+1上分别建立浮动坐标系，并命名为 of
i xy

和 of
i+1xy.在连接点Si,i−1处，柔体 Bi+1作用在 Bi的力

和力矩分别为 fi,i−1和 Mi,i−1.同样地，在连接点 Si+1,i

处，柔体 Bi 作用在 Bi+1 的力和力矩分别为 fi+1,i 和

Mi+1,i .在柔体的连接点 Si,i−1和 Si+1,i 处，柔体的矢量

γf
i 和 γf

i+1必须满足约束条件

γf
i + γd

i = γf
i+1 (4)

如图 3所示，当两个柔体 Bi 和 Bi+1为刚性连接

时，连接向量满足

γd
i = 0 (5)

亦即

γf
i = γf

i+1 (6)

两个柔体 Bi和 Bi+1相互之间的力和力矩也应满足关

系式

f i,i−1 = f i+1,i , Mi,i−1 = Mi+1,i (7)

图 3 刚性连接相邻柔体的约束关系

Fig. 3 Constraint relationship of rigid connecting deformable bodies

如图 4所示，当两个柔体 Bi 和 Bi+1为弹性连接

时，连接向量 γd
i , 0，且连接向量 γd

i 为弹性连接结

构 Ci 的变形向量. 此时，弹性连接结构所受到的作

用力 fi 和力矩 Mi 可由自身的弹簧和线性阻尼构成

的无质量系统来表达，即

f i =


ki,1xd

i + ci,1ẋd
i

ki,2yd
i + ci,2ẏd

i

 , Mi = ki,3θ
d
i + ci,dθ̇

d
i (8)

其中，xd
i , y

d
i 和 θd

i 分别为连接结构变形向量 γd
i 的水平

位移，垂直位移和转动角位移，其相对应方向的弹簧

刚度系数为 ki,1, ki,2和 ki,3，阻尼系数为 ci,1, ci,2和 ci,3.

连接结构的变形向量 γd
i 可以表示为 γd

i =
[
xd

i , y
d
i , θ

d
i

]T
.
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图 4 弹性连接相邻柔体的约束关系

Fig. 4 Constraint relationship of elastic connection deformable bodies

两个柔体在连接点 Si,i−1 和 Si+1,i 的矢量 γf
i 和

γf
i+1满足的约束条件为

γd
i = γf

i+1 − γf
i (9)

两个柔体 Bi和 Bi+1相互之间的力和力矩也应满足关

系式

f i,i−1 = f i = f i+1,i , Mi,i−1 = Mi = Mi+1,i (10)

为了便于理解，以欧拉--伯努利梁作为典型的柔

体，推导复合柔性结构中单个柔体的动力学方程.如

图 5所示，在欧拉梁 Bi 的质心建立坐标系 of
i xy，其

点 of
i 固结在未变形前的梁 Bi 的中心，Bi 的长度为

2l.梁 Bi 上任一点的变形向量为 ui .由于只考虑梁 Bi

在 y方向上的运动，变形向量为 ui = [0,wi ]，wi 表示

梁 Bi 上任一点在 y方向上的位移. Bi 上任一点的位

图 5 欧拉--伯努利梁的运动描述

Fig. 5 Motion description of the Euler-Bernoulli beam

置向量为自身的变形向量，可表示为

γf
i = wi(x, t) , x ∈ [−l, l] (11)

根据欧拉--伯努利梁理论，可以得到其运动微分方程

为

EIw′′′′i + ρẅi = p(x, t) (12)

式中，(′)表示对 x求导数，梁的弹性模量为 E，截面

惯性矩为 I，单位长度的质量为 ρ，梁上各点的运动

位移为，作用在梁上沿长度方向的分布载荷为 p(x, t).

由图 5所示，在 Bi 的连接点 Si,i−1和 Si,i+1的位

移分别为 wi(−l, t)和 wi(l, t). 同样地，在 Bi 的连接点

Si,i−1和 Si,i+1的转角分别为 w′i (−l, t)和 w′i (l, t). 在 Bi

的连接点 Si,i−1和 Si,i+1的剪力可表示为

fi,i−1 = EIw′′′i (−l, t) , fi,i+1 = EIw′′′i (l, t) (13)

在 Bi 的连接点 Si,i−1和 Si,i+1的弯矩可表示为

Mi,i−1 = EIw′′i (−l, t) , Mi,i+1 = EIw′′i (l, t) (14)

1.3 系统的固有频率和全局模态

对于由多个刚体、柔体和弹性连接结构组成的

复合柔性结构，可以简化为 g 个刚体，h 个柔体以

及 m 个弹性连接结构. 仅考虑系统的平面运动，

由 1.2节给出的系统中各物体的动力学方程，刚体

Ai(i = 1,2, · · · ,g) 的平动和转动用向量 γr
i 描述，弹

性连接结构 C j( j = 1,2, · · · ,h)在平动和转动方向上

的变形用向量 γd
j 描述，柔体 Bk(k = 1,2, · · · ,m)上任

一点的位移用向量 γf
k (即弹性变形向量 uk)描述. 考

虑系统的自由振动，根据系统具有与时间无关的确

定振型的特性，可用分离变量法推导系统的特征方

程. 同时定义系统的各广义坐标以同一频率作谐振

动.系统中刚体 Ai，弹性连接结构C j 和柔体 Bk的广

义坐标特解形式为

γr
i =



xr
i

yr
i

θr
i


=



Xr
i

Yr
i

Θr
i


sin(ωt + α) = Ar

i sin(ωt + α)

γd
j =



xd
j

yd
j

θd
j


=



Xd
j

Yd
j

Θd
j


sin(ωt + α) = Ad

j sin(ωt + α)

γf
k = φk sin(ωt + α)



(15)

式中，ω为系统的固有频率.

因为柔体是连续体，其变形是用偏微分方程来

描述的，所以柔体 Bk的振型矢量 φk，是与空间位置
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有关的函数，根据柔体的类型不同，有其不同的形

式.

如图 5 所示，当欧拉梁 Bk 在 y 方向上有位移

时，其描述变形的偏微分方程如式 (12)所示，那么

描述欧拉梁 Bk任一点的位置向量 γf
k为自身的位移

wk(x, t)，其特解表示为

γf
k = wk(x, t) = ϕk(x) sin(ωt + α) (16)

将式 (16)代入方程 (12)的自由振动形式，可得

EIϕ′′′′k (x) − ω2ρϕk(x) = 0 (17)

式 (17)的通解形式可写为

ϕk(x) = Ak cos(βx) + Bk sin(βx) + Ck cosh(βx)+

Dk sinh(βx) , x ∈ [−l, l] (18)

其中，β =

(
ρω2

EI

)1/4

.令

ψk = [Ak, Bk,Ck,Dk]
T (19)

将式 (18)代入梁 Bk在连接点 Si,i−1和 Si,i+1的位移、

转角、剪力和弯矩的匹配条件，将式 (15)表示刚体运

动和连接结构变形的广义坐标特解分别代入刚体的

动力学方程 (3)和弹性连接结构的匹配条件 (10)可

得

H(ω)A = 0 (20)

为了求解系统的固有频率，需保证方程 (20)有

非零解，即矩阵 H(ω)的行列式必须等于零. 通过行

列式等于零可以解出系统的固有频率，进而确定 A

中各项系数. 将关于描述柔体弹性变形的振型函数

系数 ψ1, ψ2, · · · , ψm代入到各自的振型中，可以得到

系统的全局模态.

1.4 系统动力学模型

与多自由度系统的振型叠加法类似，系统的各

个物体的位移响应可以用 N个模态叠加的形式近似

表示.系统中各个物体的第 s阶模态振型可表示为

Ar
i,s =

[
Xr

i,s,Y
r
i,s, Θ

r
i,s

]
, Ad

j,s =
[
Xd

j,s,Y
d
j,s, Θ

d
j,s

]

ψs =
[
Ar

1,s, · · · ,Ar
g,s,A

d
1,s, · · · ,Ad

h,s, φ1,s, · · · , φm,s

]

s = 1,2, · · · ,N


(21)

式中，Ar
i,s和 Ad

j,s分别为刚体 Ai，弹性连接结构 C j

的第 s阶模态振型，φk,s为柔体 Bk 的第 s阶模态振

型，ψs为系统第 s阶全局模态振型.

系统中各个物体的位移可以表示为

γr
1 =

N∑

s=1

Ar
1,sqs(t) , γ

r
2 =

N∑

s=1

Ar
2,sqs(t), · · · ,

γr
g =

N∑

s=1

Ar
g,sqs(t)

γd
1 =

N∑

s=1

Ad
1,sqs(t) , γ

d
2 =

N∑

s=1

Ad
2,sqs(t), · · · ,

γd
h =

N∑

s=1

Ad
h,sqs(t)

u1 =

N∑

s=1

φ1,sqs(t) , u2 =

N∑

s=1

φ2,sqs(t), · · · ,

um =

N∑

s=1

φm,sqs(t)



(22)

将上式代入刚体的运动微分方程 (3)，弹性连接结构

的变形表达式 (8)，描述柔体弹性变形的偏微分方程

(例如式 (12))，然后将刚体的运动微分方程，描述柔

体弹性变形的偏微分方程分别乘以自身的第 n阶模

态，再将描述柔体弹性变形的偏微分方程进行空间

积分，并利用系统全局模态的正交性关系，可以得到

系统的模态方程为

Mnq̈n(t) + Knqn(t) = Fn(t) , n = 1,2, · · · ,N (23)

式中，Mn 为第 n阶模态质量，Kn 为第 n阶模态刚

度，Fn(t)为系统外激励.

2 应用算例

将图 6 所示的铰链连接双梁结构作为应用算

例，图中的结构由两个欧拉 --伯努利梁通过铰链连

接而成，右端梁的自由端与刚体刚性连接. 在该应

用实例中，由于支撑平台移动，系统受到外部激励

ws(t). 假定各个梁有着相同的截面和材料特性. 同样

地，各个铰链也是有着相同的几何参数和材料特性.

梁的长度为 2l，宽度为 b，厚度为 h1，单位长度的质

量为 ρ，弹性模量为 E，截面惯性矩为 I . 分别在第 i

个梁上下表面粘贴一对压电片作为作动器，压电片

的长度为 L，厚度为 h2，宽度与梁相同，压电致动器

在厚度方向 (即图 6所示 y方向)分别施加输入电压

为 Ui(t)而产生的作动力矩 M̂i(x, t). θi 为描述第 i 个

铰链的扭转变形的角位移. mr 和 Jr 分别为端部刚体

的质量和关于质心 or 的转动惯量. d为连接点 S3到
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刚体质心 or 的距离. 令 of
i xy为第 i 个梁的坐标系，

其坐标原点为梁的中心. 令 or xy为端部刚体的坐标

系，其坐标原点为刚体的质心.

图 6 铰链连接的压电双梁结构

Fig. 6 Piezoelectric multi-beam structure connected with joints

2.1 系统的运动方程

压电作动器在输入电压的作用下对第 i 个梁产

生的力矩为 [39]

M̂i(x, t) = CUi(t) [H(x− xi1) − H(x− xi2)] , i = 1,2

(24)

式中，C = bpE(h1 + h2), xi2 = xi1 + L，p为压电常数，

H(x)为 Heaviside阶跃函数.

由欧拉--伯努利梁理论，图 6所示的第 i个梁的

运动微分方程为

ρẅi + ξaẇi + EIw′′′′i + ηI ˙w′′′′ i = ρẅs(t) + M̂′′ i(x, t) (25)

其中，wi为第 i个梁的垂向位移，ws(t)为支撑平台的

运动位移. ξa和 η分别为梁的外阻尼和内阻尼系数，

并且假定它们分别与其质量和刚度成比例关系，可

以表示为

ξa = aρ , η = bE (26)

将式 (24)代入方程 (25)可得

ρẅi + ξaẇi + EIw′′′′i + ηI ˙w′′′′ i = ρẅs(t)+

CUi(t) [H(x− xi1) − H(x− xi2)]′′ (27)

又因 H(x)的广义导数为 H′(x) = δ(x), H′′(x) = δ′(x)，

由此可得

ρẅi + ξaẇi + EIw′′′′i + ηI ˙w′′′′ i = ρẅs(t)+

CUi(t) [δ′(x− xi1) − δ′(x− xi2)] (28)

如图 7所示，铰链作为弹性连接结构，可以简化

为由非线性弹簧和线性阻尼构成的无质量的单自由

度系统.基于参数识别方法，铰链传递的扭矩可由其

状态来描述 [40]. 此时，第 i 个铰链传递扭矩的非线

性表达式如下

MT
i = cθ̇i + kLθi + kNθ

3
i + µsignθ̇i (29)

式中，c, kL, kN 和 µ分别为铰链的线性阻尼系数，线

性刚度系数，三次非线性刚度系数和摩擦力矩系数.

图 7 铰链模型

Fig. 7 The model of the joint

由图 8(a)所示的铰链 S2的几何条件，相对应的

位移和转角可以表示为

w̃1 = w1(l, t) , w̃2 = w2(−l, t)

w̃′1 = w′1(l, t) , w̃′2 = w′2(−l, t)


(30)

图 8 铰链 S2的 (a)几何条件 (b)自然条件

Fig. 8 (a) Geometric and (b) natural matching conditions at the jointS2

如图 8(b)所示，Q1,2和 Q2,1分别为铰链 S2两边

的剪力，M1,2和 M2,1分别为铰链 S2两边的弯矩，它

们可以表示为

Q1,2 = EIw′′′1 (l, t) , Q2,1 = EIw′′′2 (−l, t)

MT
2 = M1,2 = EIw′′1 (l, t) , MT

2 = M2,1 = EIw′′2 (−l, t)


(31)

由图 8所示的铰链匹配关系，根据柔体之间满

足的位移和转角的匹配条件 (9)，力和力矩的匹配条

件 (10)，由式 (30)和式 (31)，可以得到铰链 S2的匹

配条件为

w1(l, t) = w2(−l, t)

w′1(l, t) + θ2 = w′2(−l, t)

EIw′′′1 (l, t) = EIw′′′2 (−l, t)

EIw′′1 (l, t) = MT
2 = EIw′′2 (−l, t)



(32)

如图 9(b)所示，端部刚体左边受到连接处 S3的

力 Q2,3和力矩 M2,3，它们可以表示为

Q2,3 = EIw′′′2 (l, t) , M2,3 = EIw′′2 (l, t) (33)



348 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

图 9 刚体的 (a)几何条件 (b)自然条件

Fig.9 (a) Geometric and (b) natural matching conditions on the rigid

body

由式 (33)，根据牛顿 –欧拉法得到的刚体动力学方

程 (3)，基于图 9(b)所示的力和力矩的平衡关系，可

以得到端部刚体平移和转动的运动方程为

mr ÿr + ξbẏr − EIw′′′2 (l, t) = mrẅs (34)

Jr θ̈r + ξcθ̇r + EIw′′2 (l, t) dEIw′′′2 (l, t) = 0 (35)

式中，ξb和 ξc分别为中心刚体在 y方向上平移和绕

质心 or 转动的外阻尼系数，它们分别表示为

ξb = amr , ξc = aJr (36)

如图 9(a)所示，端部刚体所对应的位移和转角

可以表示为

w̃3 = w2(l, t) , w̃′3 = w′2(l, t) (37)

由式 (37)，通过它们之间的位移和转角的匹配关系，

可以得到端部刚体的几何匹配条件

yr = w2(l, t) − dθr , θr = w′2(l, t) (38)

在铰链 S1，系统的边界条件为

w1(−l, t) = 0 , w′1(−l, t) = θ1 , EIw′′1 (−l, t) = MT
1 (39)

2.2 系统的固有频率和全局模态

采用分离变量法，求解系统特征值问题.将系统

的位移表示为

wi(x, t) = ϕi(x) sin(ωt + α)

θi = Θi sin(ωt + α)

yr = Yr sin(ωt + α)

θr = Θr sin(ωt + α)



(40)

式中，ω为系统的固有频率.将式 (40)代入梁的无阻

尼自由振动方程 (25)可得

EIϕ′′′′i (x) − ω2ρϕi(x) = 0 , i = 1,2 (41)

同样地，将式 (40)代入系统中铰链 S2 的匹配条件

(32)的线性表达式，得到

ϕ1(l) = ϕ2(−l)

ϕ′1(l) + Θ2 = ϕ′2(−l)

EIϕ′′′1 (l) = EIϕ′′′2 (−l)

EIϕ′′1 (l) = kLΘ2 = EIϕ′′2 (−l)



(42)

将式 (40)代入端部刚体平移和转动的无阻尼自由振

动方程，得到

mrω
2Yr + EIϕ′′′2 (l) = 0 (43)

Jrω
2Θr − EIϕ′′2 (l) + dEIϕ′′′2 (l) = 0 (44)

将式 (40)代入端部刚体的几何匹配条件 (38)，得到

Yr = ϕ2(l) − dΘr , Θr = ϕ′2(l) (45)

将式 (40)代入铰链 S1的边界条件，得到

ϕ1(−l) = 0 , ϕ′1(−l) = Θ1 , EIϕ′′1 (−l) = kLΘ1 (46)

方程 (41)的通解可以写为

ϕi(x) = Ai cos(βx) + Bi sin(βx) + Ci cosh(βx)+

Di sinh(βx) , x ∈ [−l, l] (47)

其中 β =

(
ρω2

EI

)1/4

.令

ψi = [Ai Bi Ci Di ]

Ar = [Yr Θr ]

Ad = [Θ1 Θ2]

A =
[
Ar Ad ψ1 ψ2

]T



(48)

将式 (47)代入铰链 S2的匹配条件 (42)，刚体平移和

转动的无阻尼自由振动方程 (43)和 (44)，端部刚体

的几何匹配条件 (45)和铰链 S1的边界条件 (46)，可

以得到

H(ω)A = 0 (49)

其中，H(ω) ∈ R12×12. 为了求解系统的固有频率，需

保证方程 (49)具有非零解，即矩阵 H(ω) 的行列式

必须等于零. 通过行列式等于零可以解出系统的固
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有频率，进而确定 A中各项系数.将这些系数代入式

(47)，可以得到系统的全局模态.

2.3 系统全局模态的正交性

在一定的边界条件下，系统对应于任意两个不

同的固有频率 ω j 和 ωk 的模态函数分别为 φ j(x)和

φ k(x)，即

φ j(x) =
[
Y j

r Θ
j
r Θ

j
1 Θ

j
2 ϕ

j
1 ϕ

j
2

]T
, j = 1,2, · · · (50)

根据方程 (41)，(43)和 (44)，可以有

EIϕ j
i

′′′′
(x) = ω2

jρϕ
j
i (x) (51)

−EIϕ j
2

′′′
(l, t) = mrω

2
j Y

j
r (52)

EIϕ j
2

′′
(l, t) dEIϕ j

2

′′′
(l, t) = Jrω

2
jΘ

j
r (53)

方程 (51)两边分别乘以 ϕk
i (x)，加上所有方程，得到

∫ l

−l
EIϕ j

1

′′′′
(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
EIϕ j

2

′′′′
(x)ϕk

2(x)dx =

ω2
j

[∫ l

−l
ρϕ

j
1(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
ρϕ

j
2(x)ϕk

2(x)dx

]

(54)

方程 (52)和 (53)两边分别乘以 Yk
r 和 Θk

r，再加上所

有方程，可以得到

−EIϕ j
2

′′′
(l)Yk

r +
[
EIϕ j

2

′′
(l) dEIϕ j

2

′′′
(l)

]
Θk

r =

ω2
j

[
mrY

j
r Yk

r + JrΘ
j
rΘ

k
r

]
(55)

对方程 (54)部分积分，再加上方程 (55)，在系统的边

界条件和匹配条件下，可以得到

∫ l

−l
EIϕ j

1

′′′′
(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
EIϕ j

2

′′′′
(x)ϕk

2(x)dx+

ω2
j

[
mrY

j
r Yk

r + JrΘ
j
rΘ

k
r

]
=

∫ l

−l
EIϕ j

1

′′
(x)ϕk

1
′′
(x)dx+

∫ l

−l
EIϕ j

2

′′
(x)ϕk

2
′′
(x)dx + kL

[
Θ

j
1Θ

k
1 + Θ

j
2Θ

k
2

]

(56)

方程 (56)代入方程 (54)的左边，可以得到

ω2
j

[∫ l

−l
ρϕ

j
1(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
ρϕ

j
2(x)ϕk

2(x)dx

]
+

ω2
j

[
mrY

j
r Yk

r + JrΘ
j
rΘ

k
r

]
=

∫ l

−l
EIϕ j

1

′′
(x)ϕk

1
′′
(x)dx+

∫ l

−l
EIϕ j

2

′′
(x)ϕk

2
′′
(x)dx + kL

[
Θ

j
1Θ

k
1 + Θ

j
2Θ

k
2

]

(57)

交换方程 (57)的下标，可以得到

ω2
k

[∫ l

−l
ρϕ

j
1(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
ρϕ

j
2(x)ϕk

2(x)dx

]
+

ω2
k

[
mrY

j
r Yk

r + JrΘ
j
rΘ

k
r

]
=

∫ l

−l
EIϕ j

1

′′
(x)ϕk

1
′′
(x)dx+

∫ l

−l
EIϕ j

2

′′
(x)ϕk

2
′′
(x)dx + kL

[
Θ

j
1Θ

k
1 + Θ

j
2Θ

k
2

]

(58)

方程 (58)与方程 (57)相减有

(
ω2

j − ω2
k

) [∫ l

−l
ρϕ

j
1(x)ϕk

1(x)dx +

∫ l

−l
ρϕ

j
2(x)ϕk

2(x)dx

]
+

(
ω2

j − ω2
k

) [
mrY

j
r Yk

r + JrΘ
j
rΘ

k
r

]
= 0 (59)

由方程 (59)，可记下列积分为

∫ l

−l
ρ
[
ϕk

1(x)
]2

dx +

∫ l

−l
ρ
[
ϕk

2(x)
]2

dx+

mr

[
Yk

r

]2
+ Jr

[
Θk

r

]2
= Mk (60)

式中，Mk为系统第 k阶模态质量. 由方程 (60)和方

程 (57)，可记下列积分为

∫ l

−l
EI

[
ϕk

1
′′
(x)

]2
dx +

∫ l

−l
EI

[
ϕk

2
′′
(x)

]2
dx+

kL

[(
Θk

1

)2
+

(
Θk

2

)2
]

= Kk (61)

式中，Kk为系统第 k阶模态刚度.

2.4 系统的状态空间模型

系统的位移可由全局模态乘以模态坐标的形式

表示为

wi(x, t) =

n∑

j=1

ϕ
j
i (x)q j(t) , θi =

n∑

j=1

Θ
j
i q j(t)

yr =

n∑

j=1

Y j
r q j(t) , θr =

n∑

j=1

Θ
j
rq j(t)



(62)

其中，q j(t)为系统的模态坐标.

将式 (62)分别代入梁的运动微分方程 (25)，铰

链传递扭矩的非线性表达式 (29)，端部刚体的运动

方程 (34)和 (35)，可以得到

n∑

j=1

ρϕ
j
i q̈ j +

n∑

j=1

ξaϕ
j
i q̇ j +

n∑

j=1

EIϕ j
i

′′′′
q j +

n∑

j=1

ηIϕ j
i

′′′′
q̇ j =

ρẅs(t) + CUi(t) [δ′(x− xi1) − δ′(x− xi2)] (63)
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MT
i =

n∑

j=1

cΘ j
i q̇ j +

n∑

j=1

kLΘ
j
i q j +

n∑

j=1

µisign(Θ j
i q̇ j)+

n∑

j=1

n∑

k=1

n∑

r=1

kNΘ
j
iΘ

k
i Θ

r
i q jqkqr (64)

n∑

j=1

mrY
j
r q̈ j +

n∑

j=1

ξbY j
r q̇ j −

n∑

j=1

EIφ j
2

′′′
(x)q j = mrẅs (65)

n∑

j=1

JrΘ
j
r q̈ j +

n∑

j=1

ξcΘ
j
r q̇ j +

n∑

j=1

EIϕ j
2

′′
(x)q j−

d
n∑

j=1

EIϕ j
2

′′′
(x)q j = 0 (66)

方程 (63)的两边乘以 φk
i，再沿梁的全长积分，方程

(65)和 (66)两边分别乘以 Yk
r 和 Θk

r，再加上所有方

程，在系统的匹配条件和边界条件下，利用系统全

局模态的正交性，可以得到

q̈k + 2αkωkq̇k + ω2
kqk + γkq̇ j + eksign(Θ j

i q̇j )+

pkq jqrqs = fk(t) + B̂k(t) , k = 1,2 · · · ,n (67)

式中，αk 为梁的模态阻尼，γk 为铰链的阻尼，ek 为

铰链的摩擦扭矩，方程 (67)中各相关系数为

αk = (a/ωk + bωk)/2 , γk =
c

Mk

2∑

i=1

n∑

j=1

Θ
j
i Θ

k
i

ek =
µ

Mk

2∑

i=1

n∑

j=1

Θk
i

pk =
kN

Mk

2∑

i=1

n∑

j=1

n∑

r=1

n∑

s=1

Θ
j
iΘ

r
iΘ

s
iΘ

k
i

fk(t) =
ẅs(t)
Mk

2∑

i=1

[∫ l

−l
ρϕk

i dx + mrY
k
r

]

B̂k(t) =
C
Mk

2∑

i=1

Ui(t)
[
ϕ′i (xi2) − ϕ′i (xi1)

]

引入状态向量

x(t) =
[
qT(t) q̇T(t)

]T
=

[q1(t) q2(t) · · · qn(t) q̇1(t) q̇2(t) · · · q̇n(t)]T

(68)

则系统的状态方程可表示为

ẋ(t) = Ax(t) + B(t) (69)

其中

A =


0n×n I n×n

−Ω2 −2∆ − C



B = [01×n B1 B2 · · · Bn]

Ω = diag [ω1 ω2 · · · ωn]

∆ = diag
[
α1ω1 α2ω2 · · · αnωn

]

C =



γ11 γ12 · · · γ1 j

γ21 γ22 · · · γ2 j

...
...

. . .
...

γk1 γk2 · · · γk j



γk j =

2∑

i=1

Θ
j
i Θ

k
i

Bk = fk(t) + B̂k(t) − eksign(Θ j
i q̇j ) − pkq jqrqs

(70)

式 (67)为系统的非线性动力学方程组，其方程组的

线性部分相互独立，非线性部分相互耦合，这样就

使得方程组适用于解析方法来研究系统产生的非线

性振动.同时，基于该方法构建的低维状态空间模型

(69)，可以方便地进行振动控制器设计.

2.5 模态提取方法的有效性验证

为了验证本文提出的全局模态提取方法，这里

以有限元方法得出的结果作为参考值，将本文方法

给出的固有频率与采用有限元方法计算出的结果进

行对比，以验证本文方法的有效性和正确性.铰链连

接的双梁结构的几何尺寸和材料参数见表 1.

表 1 铰链连接的多梁结构的几何尺寸和材料参数

Table 1 Geometric and material parameters of the multi-beam

structure connected with joints

l/m E/GPa b/mm h1/mm

0.15 210 50 5

ρ/(kg·m−1) kL/(Nm·rad−1) mr /kg Jr /(kg·m2)

1.962 5 1000 0.353 3 1.33× 10−4

图 10和图 11分别给出了采用商业软件 Ansys

和本文解析方法得到的结构前八阶固有频率和振型.

定义采用两种方法得到的固有频率的相对误差为

e =

∣∣∣ωi − ωANS
i

∣∣∣
ωANS

i

× 100%, i = 1,2, · · · (71)

式中，ωi 和 ωANS
i 分别为由解析方法和 Ansys得到的
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图 10 ANSYS得到的结构前八阶固有频率和振型

Fig. 10 The first eight natural frequencies and mode shapes of the

structure from Ansys

图 11 解析方法得到的结构前八阶固有频率和振型

Fig. 11 The first eight natural frequencies and mode shapes of the

structure from the analytic method

结构第 i阶固有频率.

通过对图 10和图 11进行对比，可以看出由本

文方法求解的固有频率与采用 Ansys计算得到的固

有频率吻合较好.在前八阶固有频率中，两种方法所

得到结果的最大相对误差为 e = 2.7%，表明本文提

出的方法是有效的和正确的.

3 结 论

针对复合柔性结构，提出了获取系统全局模态

的一般性解析方法. 采用笛卡尔坐标描述系统的运

动，给出了建立系统模态方程的策略和步骤.通过描

述柔性部件弹性变形的偏微分方程、描述刚体的运

动微分方程以及描述连接界面力、力矩、位移和转角

的匹配条件以及系统的边界条件，利用分离变量法

给出了统一形式的频率方程，据此获取系统的固有

频率和反映结构动力学特征的全局模态. 该方法具

有以下优点：

(1)所求解的系统全局模态是反映系统中各个部

件弹性振动的真实模态.在此基础上，方便于分析参

数对系统全局模态的影响，从而更深入地揭示系统

中各个部件之间的振动耦合关系.

(2)由于所求解的全局模态为系统的真实模态，

相比采用单个柔性部件的假设模态得到的动力学模

型，基于全局模态方法得到的动力学模型，其精度更

高、自由度更少.

(3)在考虑非线性因素的情况下，基于全局模态

方法得到的系统非线性振动方程，其方程的线性部

分相互独立，非线性部分相互耦合.这可以为采用解

析方法求解复合柔性结构的非线性动态响应提供有

效的低阶动力学模型.

(4)基于解析形式的全局模态函数可以方便地构

建系统的低维状态空间模型，有利于主动振动控制

器的设计.
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