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摘要 工程结构设计问题中经常需要预先嵌入一个或多个固定形状的孔洞以满足某些功能性或者制造性设计要

求.为了有效求解这种带有嵌入可移动孔洞的多相材料连续体结构布局优化问题，通常需要同时优化这些嵌入

孔洞的位置和方向及多相材料结构的拓扑构型，以改善结构的整体性能.为此，本文采用参数化的水平集函数

描述嵌入孔洞的几何形状，并将定义多相材料结构拓扑的材料密度以及描述嵌入孔洞的位置和方向的几何参数

视为所考虑优化问题的设计变量.为了避免由于孔洞移动造成的重新划分网格的繁琐及改善计算效率，使用平

滑化的 Heaviside函数将所有嵌入孔洞映射为固定网格上的密度场. 同时，提出了一种在有限元水平上调用的

类 SIMP材料插值格式，用于优化问题的材料参数化，进而实现多相材料结构拓扑构型和嵌入孔洞位置和方向

的同步优化.这种材料插值格式便于几何变量的解析灵敏度分析，使得当前的优化问题可以用基于梯度的优化

算法求解.优化算例证明所提方法可以有效地处理带有多个嵌入孔洞的多相材料结构布局优化问题.
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Abstract In structural engineering design, it is often necessary to embed one or more fixed-shaped holes to meet

certain functional or manufacturing design requirements. To effectively solve the multi-phase material layout optimization

problem of continuum structure with embedded movable holes, it is usually necessary to simultaneously optimize the

position and orientation of these embedded holes and the topology configuration of the multi-phase material structure

to improve the overall performance of the structure. To this end, parameterized level set functions are used to describe

the geometry of the embedded holes. The material densities defining the structural topology of multiphase materials,

and the geometric parameters used to describe the position and orientation of the embedded holes, are considered as

design variables of the optimization problem considered here. To avoid the cumbersome of re-meshing the grids caused
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by the movement of holes and improve the efficiency of computation, the embedded holes are mapped into a density

field on a fixed grid using a smoothed Heaviside function. Meanwhile, a SIMP-like material interpolation invoked at the

finite element level is introduced for material parameterization of the optimization problem, and then the simultaneous

optimization of the topology configuration of the multi-phase material structure and the position and orientation of the

embedded hole can be realized. The material interpolation scheme supports full analytical sensitivity analysis, which

allows the current optimization problem to be solved using gradient-based optimization algorithms. Numerical examples

illustrate that the proposed method can effectively deal with the layout optimization problem of multiphase material

embedded with multiple embedded holes.

Key words layout optimization, movable holes, multi-material, SIMP method, topology optimization

引 言

工程结构设计问题经常包含特定的几何限制条

件. 一个常见的限制是在设计过程中需要事先在设

计域内嵌入固定形状的对象 (组件或孔洞)以满足某

些功能性或者制造性设计要求 [1] .例如，在航空航天

结构中，一些功能设备 (通常也用作承载结构)，需要

被嵌入到主体结构中以充分利用可用空间. 比较典

型的例子还有嵌入可移动压电驱动器的柔性智能结

构设计问题 [2]，面向压电智能结构精确变形的协同

优化设计问题 [3]，内嵌离散热导体的传热系统布局

优化 [4] 等. 此外，在结构设计过程中，通常还需要

保留足够的预留空间以使得其他的组件能够顺利通

过结构，或者准许嵌入预定的对象，或者单纯出于美

学、设备维护的角度考虑预设孔洞.在这些应用中，

不仅需要在允许的设计区域中寻找这些已知几何形

状的预定对象的最佳位置和摆放方向，还需要设计

连接这些嵌入对象的支撑结构以改善结构的整体性

能 [5-10].

对于考虑嵌入组件的连续体结构布局优化问

题，研究文献较多，许多研究者提出了非常有效的

求解策略 [11-16]，关于这方面的研究综述可参阅文献

[1,10].本文主要考虑嵌入移动孔洞的连续体结构布

局优化问题. 在处理固定位置上带有不可设计孔洞

的优化问题中，通常采用被动单元方法 (passive el-

ements approach)，即通过在设计域中定义被动区域

(即具有规定密度的区域)来包括具有固定形状和位

置的孔洞.在优化的过程中，被动区域内部的单元将

从设计变量集合中排除，但包含在结构响应的计算

中.这种被动单元方法很容易实施，但是存在一定限

制，如孔洞的位置强烈影响优化结构的刚度，在过程

中过早进行的设计选择通常基于经验而非优化，存

在选择次优配置的风险，而这些配置以后无法更改.

因此，对于嵌入可变位置的移动孔洞的优化问题来

说，这种被动单元方法并不合适.

目前处理这种带有可移动孔洞的布局优化问题

的文献相对较少. Kang和 Wang[17] 提出了一种新颖

的处理嵌入可移动孔洞的拓扑优化方法，该方法结

合了水平集方法对规定几何形状孔洞的精确几何描

述的能力，以及基于节点变量的材料密度方法的高

效率.与上述 “嵌入问题” 一样，每个嵌入孔洞的位

置和旋转角度由 3个设计变量 (2D)确定，即表征孔

洞上某个参考点平移运动的两个变量，和旋转运动

的一个变量.此外，为了避免嵌入孔洞之间以及每个

孔洞与设计域边界之间的重叠，他们提出了一种基

于材料体积的单个的显式积分约束，这种非重叠约

束是准确且可微分的，有利于设计灵敏度分析.尽管

他们所提方法在处理嵌入可移动孔洞的布局优化问

题十分有效，但是通过水平集方法来驱动孔洞的移

动、半解析灵敏度计算策略计算量较大.

Clausen等 [18] 提出一种有效处理具有灵活空隙

区域的拓扑优化方法. 与在设计领域内严格指定空

隙区域的被动单元方法不同的是，所建议的方法允

许这些区域被灵活地重新定形和重新定位，其中使

用惯性矩来控制孔洞的变形程度，使用孔洞区域的

质心控制平移运动的自由度.与文献 [17] 中的方法

的主要区别在于空白定义，允许孔洞空间的完全灵

活性. 空隙区域不是使用水平集函数描述，而是通

过第二个离散设计变量场引入. 尽管该方法可应用

于带有可移动孔洞的布局优化问题，但是该方法在

处理带有多个移动孔洞的问题中还存在困难，考虑

嵌入 n个移动孔洞则需要引入 n个离散的设计变量

场，而且还缺少有效避免多个移动孔洞之间的重叠

的策略.另外，文献 [17-18]均只涉及单相均质材料

的优化问题.在实际工程应用中，结构通常由多种非
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均匀材料组成，以满足不同的设计要求，如文献 [19]

指出多相材料组合有利于减轻结构重量.

为了克服以上方法的局限性，本文提出一种有

效处理嵌入多个移动孔洞的多相材料布局优化问题

的求解方法. Xia等 [7] 使用参数化水平集函数和 R

函数描述嵌入组件的几何形状，这样确保在整个优

化过程中都在固定的 Eulerian网格下优化，有利于提

高计算效率.本文受文献 [7] 启示，也使用参数化水

平集函数描述嵌入孔洞的几何形状.将定义多相材料

结构拓扑的材料密度以及用于描述嵌入孔洞的位置

和方向的几何参数被看作优化问题的设计变量. 为

了将这两个看似不同的变量形式结合到一个统一的

计算框架中，首先使用平滑化的 Heaviside函数将所

有嵌入孔洞映射到固定网格上的密度场，然后将文

献 [17]中的材料插值格式推广到考虑嵌入孔洞的多

相材料布局优化问题当中，用于优化问题的材料参

数化.多个数值算例验证了本文方法的有效性.

1 考虑嵌入孔洞的拓扑优化列式

1.1 嵌入孔洞的拓扑描述

受文献 [7, 17]启示，使用水平集函数来描述嵌

入孔洞的形状和拓扑，表达式为

φ (x) > 0 , if x ∈ (D/Ω)

φ (x) = 0 , if x ∈ (∂Ω ∩ D)

φ (x) < 0 , if x ∈ (Ω/∂Ω)


(1)

其中, D代表给定的设计域，Ω和 ∂Ω分别为嵌入孔

洞所占据的子区域及其边界. 式 (1)表明，如果点 x

位于嵌入孔洞的里面，则其对应的水平集函数值小

于零.

对于常规形状的孔洞 (如圆，椭圆，超椭圆等)，

其对应的水平集函数可表示

φ (x, x0, y0, θ) = φ (x̄, ȳ) (2)

其中 
x̄

ȳ


=


cosθ sinθ

− sinθ cosθ




x− x0

y− y0


(3)

这里 (x̄, ȳ) 为嵌入孔洞上的局部坐标. θ 为嵌入孔洞

相对于水平方向的旋转角. x0和 y0为孔洞上特殊参

考点的横纵坐标.为了便于说明，式 (4)给出一个圆

角方形孔洞的水平集函数

φ1 =

( x̄
a

)4

+

( ȳ
b

)4

− 1 (4)

其中, a和 b分别表示圆角方形孔洞的半长轴和半短

轴长度.

对于形状不能由式 (2)描述的复杂形状孔洞，可

以像文献 [7,9,20]一样，借助于 R函数理论来描述其

拓扑.为了简单起见，本文只考虑了圆形和圆角方形

孔洞作为嵌入对象.

为了避免由于孔洞移动导致重新划分网格的繁

琐，使用光滑化的 Heaviside函数将嵌入孔洞映射为

固定分析网格上的密度场 [21]

ηe =

Nk∏

k=1

1
1 + exp (−βφk)

(5)

其中, φk 为第 k个嵌入孔洞所对应的水平集函数，

Nk为嵌入孔洞的个数. 参数 β控制着密度变化的斜

率，较大的 β给出较窄的中间密度带宽.数值实验表

明参数 β随着迭代步数逐渐增大，优化效果表现更

好，与文献 [21]一样，本文所有算例均设置 β从 2逐

渐增大到 4.

图 1显示了中心在原点处的单个圆角方形孔洞

在式 (5)映射下的单元 e的密度分布，其中 β = 8，这

里圆角方形孔洞的半长轴和半短轴长度分别为 6和

4.从图 1可知，当单元 e位于圆角方形孔洞内部，其

对应的单元密度 ηe = 0，当单元 e位于孔洞外部，其

对应的单元密度 ηe = 1.

图 1 单个移动孔洞映射下的单元 e的密度

Fig. 1 Density of elementemapped from a single moving hole

1.2 考虑嵌入孔洞的材料插值格式

与其他优化问题 [22-28]不同，在设计考虑多个嵌

入孔洞的结构系统时，需要同步优化嵌入孔洞的位

置和方向及每种材料相的拓扑构型，以使得结构总
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体刚度最大化.受文献 [17]的启发，引入一种在有限

元网格上调用的类 SIMP材料插值格式

Ee = ρ
p
eη

q
eE0 (6)

其中,单元密度 ρe与传统的最小柔顺性问题中的密

度变量角色一样. p, q为惩罚参数，本文所有算例中

均取 p = q = 3. ηe 是由嵌入孔洞映射得到的密度

场，可通过式 (5)计算得到. E0为实体材料的杨氏模

量，Ee为插值后的杨氏模量. 图 2显示了 E0 = 1时

类 SIMP材料插值格式的示意图. 从式 (6)和图 2可

知，当且仅当 ρe和 ηe均等于 1时，插值后的杨氏模

量才等于实体材料的杨氏模量，即 Ee = E0.

图 2 类 SIMP材料插值格式示意图

Fig. 2 Schematic illustration of SIMP-liked interpolation scheme

对于多相材料结构，本文将文献 [29]中材料插

值格式拓展至带有嵌入孔洞的结构布局优化问题中.

以两相材料为例，其插值格式可表示为

Ee

(
ρe

1, ρ
e
2

)
=

(
ρe

1

)p1
[
E1 +

(
ρe

2

)p2
(E2 − E1)

]
η

q
e (7)

其中，E1，E2分别为材料 1和材料 2的杨氏模量；p1,

p2, q为惩罚参数. ρ1和 ρ2为定义材料相的密度变量.

ρ1 = 1或 0表示单元是实体材料或孔洞；ρ2 = 1或 0

分别表示单元选用材料 2或材料 1.

1.3 考虑嵌入孔洞的拓扑优化模型

结构拓扑优化的目的是寻找一个满足某些约束

条件的最优的材料分布，以使结构获得某种最优的

结构性能，如结构的重量最轻或刚度最大化.本文旨

在寻找嵌入孔洞的最优位置和每种材料相的最优布

局，以最大化结构的整体刚度 (即最小化结构的柔顺

性). 因此，考虑嵌入孔洞的两相材料布局优化问题

的数学列式可表示如下

find : ρ1 =
{
ρ1

1, ρ
2
1, · · · , ρNe

1

}

ρ2 =
{
ρ1

2, ρ
2
2, · · · , ρNe

2

}

s =
{
s1, s2, · · · , sNm

}

min : J =

Ne∑

e=1

EeuT
e k0ue

s.t. KU = F

g1 =

Ne∑

e=1

ρe
1Ve − f1V0 6 0

g2 =

Ne∑

e=1

ρe
1ρ

e
2Ve − f2V0 6 0

g3 =

Ne∑

e=1

ηeVe −
V0 −

Nm∑

k=1

Vk

 6 0

0 < ρmin 6 ρe
1 6 1

0 < ρmin 6 ρe
2 6 1

smin 6 s6 smax



(8)

其中，K, F 和 U分别为全局的刚度阵，载荷向量和

位移向量，ue为单元位移向量，Ne为用来离散设计

域的单元个数，Ee为由式 (6)或式 (7)定义的插值后

的杨氏模量. 在上述优化模型的约束中，g1 为限制

材料用量的体积约束，其中 Ve 和 V0 分别为单元 e

和整个设计域的体积，f1 为设计领域中可用实体材

料的体积分数比；g2 为限制刚性材料 (材料 2)用量

的体积约束，f2 是刚性材料在实体材料中的体积分

数比；g3为非重叠约束 [17]，用于避免嵌入的孔洞之

间，以及嵌入孔洞与设计域边界之间的重叠. Vk为第

k个孔洞的体积.

在优化模型 (8)中，有两类设计变量，一是用来

定义材料 1和材料 2拓扑构型的单元密度变量 ρ1和

ρ2，另外一个是用来定义嵌入孔洞位置和方向的几

何设计变量 s. 几何设计变量 s由 Nm个嵌入孔洞上

参考点的横纵坐标，及嵌入孔洞相当于水平方向的

倾斜角组成，即 sk = {xk, yk, θk} (k = 1,2, · · · ,Nm). smin

和 smax为几何设计变量的下限和上限，其中 xk, yk坐

标变量的上下限根据设计域的几何尺寸确定，θk ∈
[−2π,2π]. ρmin取很小的正数，作为密度设计变量的

下限以防止刚度矩阵奇异，这里取 ρmin = 10−3.对于

单相材料设计问题，可以通过移除第 2个相对密度

向量 ρ2来简化优化模型.



856 力 学 学 报 2019年 第 51 卷

2 灵敏度分析

由于采用基于梯度的优化算法来解决上述优化

问题，因此这里需要推导目标函数的灵敏度.为简便

起见，这里以内嵌移动孔洞的两相材料设计问题为

例，即插值后的杨性模量 Ee由式 (7)确定.

2.1 目标函数对单元密度变量的灵敏度

目标函数关于单元密度变量 ρ1和 ρ2的设计灵

敏度可以通过伴随方法获得

∂J
∂ρe

i

= −∂Ee

∂ρe
i

uT
e k0ue , i = 1,2 (9)

式 (9)中 ∂Ee/∂ρ
e
i 项可以通过对式 (7)中插值后的杨

氏模量关于单元密度变量求导得到

∂Ee

∂ρe
1

= p1

(
ρe

1

)p1−1 [
E1 +

(
ρe

2

)p2
(E2 − E1)

]
η

q
e

∂Ee

∂ρe
2

= p2

(
ρe

1

)p1
(
ρe

2

)p2−1
(E2 − E1) ηq

e


(10)

2.2 目标函数对几何变量的灵敏度

设 zk代表第 k个嵌入孔洞的 3个几何设计变量

sk = {xk, yk, θk}中的一个，则目标函数关于 zk的灵敏

度可通过链式法则得到

∂J
∂zk

=

Ne∑

e=1

∂J
∂ηe

∂ηe

∂φk

∂φk

∂zk
(11)

式中，∂J/∂ηe可通过伴随法得到

∂J
∂ηe

= −∂Ee

∂ηe
uT

e k0ue (12)

其中，∂Ee/∂ηe项可以通过对式 (7)中插值后的杨氏

模量关于 ηe求导得到

∂Ee

∂ηe
= q

(
ρe

1

)p1
[
E1 +

(
ρe

2

)p2
(E2 − E1)

]
η

q−1
e (13)

式 (11)中，∂ηe/∂φk可通过式 (5)推导得到

∂ηe

∂φk
= ηe

βexp (−βφk)
1 + exp (−βφk)

(14)

对于式 (11)中导数项 ∂φk/∂zk，为了简化推导过

程，假设这里考虑的嵌入孔洞的水平集函数可以由

式 (2)表示，以式 (4)定义的圆角方形孔洞为例，当

zk = x0时，导数项 ∂φk/∂zk可表示为

∂φk

∂zk
= 4

( x̄
a

)3 (− cosθ
a

)
+ 4

( ȳ
b

)3
(
sinθ

b

)
(15)

当 zk = y0时，导数项 ∂φk/∂zk可表示为

∂φk

∂zk
= 4

( x̄
a

)3
(− sinθ

a

)
+ 4

( ȳ
b

)3 (− cosθ
b

)
(16)

当 zk = θ时，导数项 ∂φk/∂zk可表示为

∂φk

∂zk
= 4

( x̄
a

)3 − sinθ · (x− x0) + cosθ · (y− y0)
a

+

4
( ȳ
b

)3 − cosθ · (x− x0) − sinθ · (y− y0)
b

(17)

关于体积约束 g1，g2和非重叠约束 g3对设计变

量的敏度可直接求导获得，这里省略其细节推导.

3 数值处理

众所周知，由于有限元网格离散的影响，基于单

元密度的拓扑优化方法经常遭受棋盘格和网格依赖

性等数值不稳定性问题.为了获得清晰的黑白设计、

避免网格依赖性问题，这里使用 Sigmund[30] 提出的

灵敏度过滤技术来修改式 (9)中的敏度

∂J
∂ρi

=

Ni∑

j=1

w
(
x j

)
ρ j
∂J
∂ρ j

ρi

Ni∑

j=1

w
(
x j

) (18)

其中，权重函数 w
(
x j

)
定义为

w
(
x j

)
=


rmin − r i, j , if r i, j < rmin

0 , if r i, j > rmin

(19)

式中，r i, j 为单元 i 和单元 j 之间的距离，Ni 是以单

元 i为中心、半径为 rmin的圆形邻域内的单元个数.

上述优化问题可以用不同的优化算法来求解，

如系列二次规划算法 (SQP)[31]，移动渐近线算法

(MMA) [32] 等. 本文采用 MMA 算法求解上述优化问

题.对于单相材料设计，当满足以下收敛条件时，优

化过程停止迭代

∥∥∥ρk − ρk−1

∥∥∥
2∥∥∥ρk

∥∥∥
2

6 ε (20)

式中，k为当前的迭代步数，ε为容许的收敛误差.

由于过滤引起的平均效应会导致结构边界存在

一些以灰度呈现的中间密度，对此可以采用文献 [33-

34]描述的两阶段优化策略来抑制，即在第一阶段采

用式 (18)定义的灵敏度过滤技术，目的在于消除棋

盘格现象和网格依赖性问题. 第二阶段不采用过滤

技术直至优化收敛，得到清晰的拓扑优化构型.两个

阶段的收敛精度分别设定为 0.25%和 0.1%.
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4 数值算例与讨论

本节通过多个算例阐释本文方法的有效性，包

括单相材料设计和多相材料设计算例. 不失一般

性，本文只考虑二维优化问题.除非特殊声明，所有

算例中变量和几何参数均使用无量纲参数. 对于单

相材料优化问题，弹性模量和泊松比分别设置为 1

和 0.3.对于多相材料优化问题，材料 1和 2的弹性

模量分别设置为 E1 = 1和 E2 = 3，两种材料的泊松

比均设为 0.3.为了便于计算，所有角度坐标均以弧

度表示.所有的孔洞只准许在设计域内移动或旋转.

4.1 悬臂梁：非重叠约束有效性验证

第一个悬臂梁优化算例验证非重叠约束的有效

性.几何区域和边界条件如图 3所示，其中还包括两

个半径为 10的圆形孔洞.设计域左边固支，右边中

点处受单位集中载荷 F = 1作用.由于本算例中考虑

的嵌入孔洞是圆形的，因此只有圆心的坐标被视为

设计变量. 两个圆形孔洞的中心最初位置为 (30.00,

30.00)和 (90.00, 30.00).设计域用 120×60平面应力

单元来离散.材料准许的体积分数设定为 0.4.

图 3 悬臂梁的设计域和边界条件

Fig. 3 Design domain and boundary condition of cantilever

beam problem

图 4和图 5分别显示了不考虑非重叠约束和考

虑非重叠约束下的拓扑优化结果，分别标记为 Case

1和 Case 2.由图 4可知，在不考虑非重叠约束的测

试算例 (Case 1)中，两个圆孔的中心最终位于 (0.15,

29.66)和 (95.99, 30.05)处，很明显第一个孔洞 (即左

侧的孔洞)与预定义的设计域边界重叠了.由图 5可

知，在考虑非重叠约束的测试算例 (Case 2)中，第一

个孔洞完全被设计领域边界所限制. 两个圆形孔洞

的中心最终分别位于 (10.02, 30.05)和 (95.99, 30.52).

这证明了非重叠约束可以有效地避免嵌入孔洞和设

计域边界之间的重叠.

(a)迭代 10次 (b)迭代 100次

(a) Iteration 10 (b) Iteration 100

(c)迭代 160次 (d)最终结果

(c) Iteration 160 (d) Final result

图 4 不考虑非重叠约束的悬臂梁优化结果

Fig. 4 Optimization results of cantilever beam without considering the

non-overlap constraint

(a)迭代 10次 (b)迭代 100次

(a) Iteration 10 (b) Iteration 100

(c)迭代 160次 (d)最终结果

(c) Iteration 160 (d) Final result

图 5 考虑非重叠约束的悬臂梁优化结果

Fig. 5 Optimization results of cantilever beam with considering the

non-overlap constraint

图 6给出了考虑非重叠约束下目标函数和体积

分数的迭代历史.从图 6可知，本文方法优化迭代过

程实现了稳定的收敛. 目标函数值从开始到第 62个

迭代步是不断增加的，这是由于体积分数的减小导

致的.当体积分数达到预定的阈值，目标函数值开始

稳步下降，最终收敛到 75.57的最优值.
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图 6 目标函数和体积分数的收敛历史

Fig. 6 Convergence histories of the objective function and

volume fraction

4.2 MBB梁：讨论孔洞位置、大小、方向的影响

第二个 MBB 梁优化算例讨论嵌入孔洞的位

置、大小、方向对拓扑构型的影响.几何区域和边界

条件如图 7(a)所示，结构在顶部中心位置处受单位

集中载荷 F = 1作用.充分利用对称性，考虑一半的

设计域，如图 7(b)所示. 图 7(b)显示的一半的设计

域由 180×60平面应力单元来离散.材料准许的体积

分数设定为 0.4.此算例中考虑将一个圆形孔洞和两

个圆角方形孔洞嵌入到设计域中.

图 7 MBB梁的设计域和边界条件

Fig. 7 Design domain and boundary condition of MBB beam problem

表 1显示了 5种不同初始布局下的拓扑优化结

果，分别标记为Case 3，Case 4，Case 5，Case 6和Case

7. Case 3和 Case 4的圆形孔洞半径为 10，圆角方形

孔洞的边长为 20. Case 3和 Case 4之间的区别在于

嵌入孔洞的初始位置不同. Case 5和 Case 6的圆形孔

洞半径为 14，圆角方形孔洞的边长为 28. Case 7的圆

形孔洞半径为 16，圆角方形孔洞的边长为 32. Case 5

和 Case 6之间的区别在于嵌入孔洞的初始方向不同.

Case 4和 Case 5之间的区别在于嵌入孔洞的尺寸不

同. Case 6和 Case 7之间的区别也在于嵌入孔洞的尺

寸不同.

表 1 嵌入孔洞不同初始布局下的优化结果

Table 1 Optimization results for different initial layouts of the embedded holes
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表 2中列出了 5种不同初始布局下 3个嵌入孔

洞的初始位置、优化后的位置及对应的目标函数值.

比较表 1和 2中的优化结果，可以发现，嵌入孔洞的

位置、大小、方向对拓扑构型和目标函数值均有影

响.对比 Case 4和 Case 5，Case 6和 Case 7的目标函

数可知，嵌入孔洞的尺寸越大，结构的柔顺度值也变

大，对应的结构刚度变小，也就是说结构性能变差.

因此，在实际工程优化问题中需要根据需求做合适

的选择.

表 2 嵌入孔洞不同初始布局下的优化结果

Table 2 Optimization results for different initial layouts of the

embedded holes

Cases Initial layout Optimized layout J

Case 3

(40,30,0)

(90,30)

(140,30,0)

(81.4,30.1,−0.57)

(127.3,34.2)

(152.6,16.2,−1.13)

221.7

Case 4

(20,30,0)

(60,30)

(100,30,0)

(14.6,27.0,0.12)

(126.5,32.9)

(152.2,16.2,−1.13)

225.6

Case 5

(20,30,0)

(60,30)

(100,30,0)

(19.9,28.8,3.3× 10−8)

(88.8,32.5)

(143.2,21.7,0.5)

229.3

Case 6

(20,30,π/4)

(60,30)

(100,30,π/4)

(19.4,29.4,−0.09)

(97.8,34.3)

(145,21.4,0.5)

229.5

Case 7

(20,30,π/4)

(60,30)

(100,30,π/4)

(19.6,28.2,−0.09)

(86.9,33.8)

(144.9,231,2.17)

244.1

4.3 L型梁：多相材料布局优化问题

本算例考虑带有 3个嵌入孔洞的多相材料 L 型

梁设计问题.设计域和边界条件如图 8所示，其中还

包括 3个半长轴为 10、半短轴为 8的圆角方形孔洞.

图 8 L型梁的设计域和边界条件

Fig. 8 Design domain and boundary condition of L-shaped

beam problem

3个孔洞中心的初始位置分别为 (20,20)，(50,20)和

(80,20).结构顶部边界固支，右边界顶部受单位集中

载荷 F = 1作用.对于两种固体材料，体积分数约束

均设置为 20%，即整个设计域的 60%为空洞.设计域

由 6 400个四边形平面应力单元来离散.为了简单起

见，我们采用第 3节介绍的第一阶段收敛策略，即在

整个多相材料设计过程中始终使用由式 (18)定义的

过滤技术.两个密度变量 ρ1和 ρ2的容许收敛误差均

设置为 0.1%.

图 9给出了拓扑优化结果，其中强材料 2和弱

材料 1分别用绿色和蓝色表示. 图 10显示了目标函

数和体积分数的收敛历史.从优化结果可以看出，与

单相材料设计一样，目标函数先随着体积分数的减

小而逐渐增大，当达到目标体积时，体积分数保持不

变，目标函数又逐渐减小，最终收敛到 102.13的最

优值.对于多相材料设计，这些嵌入孔洞也可以找到

合适的位置来保持结构的完整性. 强材料主要分布

在设计域的负载端和固定端，而弱材料主要分布于

刚性的材料之间.另外，还可以观察到，在前 160次

迭代中，3个圆角方形孔洞的位置变化较大.相反，

(a)起始状态 (b)迭代 130次

(a) Initial state (b) Iteration 130

(c)迭代 200次 (d)最终结果

(c) Iteration 200 (d) Final result

图 9 考虑 3个嵌入孔洞的 L 型梁的优化结果

Fig. 9 Optimization results of L-shaped beam with three

embedded holes
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图 10 目标函数和体积分数的收敛历史

Fig. 10 Convergence histories of the objective function and

volume fraction

嵌入孔洞的位置在随后的迭代中仅略微改变，并且

最终位于 (34.38,14.00)，(59.09,15.00)和 (81.00,29.33).

3个嵌入孔洞相对于水平面的旋转角度 (弧度)分别

为 0.028 2, 0.062 8和 0.0314.

为了比较，图 11显示了没有考虑嵌入孔洞情况

下 L 型梁的多相材料拓扑优化结果，对应的目标函

数值为 99.01. 对比图 9和图 11的优化结果，可以

看出考虑嵌入孔洞的拓扑构型与不考虑嵌入孔洞的

拓扑构型明显不同，这也说明在连续体结构设计中

考虑孔洞的必要性. 对比两种情况下目标函数值可

知，考虑嵌入孔洞的结构虽然满足设计要求，但是

其对应的柔顺度相对变大，对应的结构刚度变小，

说明考虑嵌入孔洞对结构的力学性能也有影响.

为了进一步说明所提方法的有效性，将式 (7)定

义的两相材料插值格式进一步推广到内嵌移动孔洞

的三相材料拓扑优化问题中，其表达式为

图 11 未嵌入孔洞的 L 型梁的优化结果

Fig. 11 Optimization results of L-shaped beam without embedded holes

Ee =
(
ρe

1

)p1
{ (
ρe

2

)p2
[ (
ρe

3

)p3
E3 +

(
1−

(
ρe

3

)p3
)
E2

]
+

(
1−

(
ρe

2

)p2
)
E1

}
η

q
e (21)

其中，E1，E2 和 E3 分别为材料 1、材料 2和材料 3

的杨氏模量. p1, p2, p3, q为惩罚参数. ρ1, ρ2和 ρ3为

定义材料相的密度变量. ρ1 = 1或 0表示单元是实体

材料或空洞；ρ2和 ρ3取值 1或 0控制着实体结构中

不同材料相的选择.

仍然考虑上面内嵌 3个移动孔洞的 L 型梁优化

算例. 设计域与边界条件以及嵌入孔洞的初始布局

均与上面算例相同，不同的是此算例考虑三相材料

优化问题.材料 1、材料 2和材料 3的弹性模量分别

设置为 E1 = 1, E2 = 3和 E2 = 5，3种材料的泊松比

均设为 0.3.对于 3种固体材料，体积分数分别设置

为 20%，10%和 10%，即保留整个设计域的 60%为

空洞.为了方便，此算例设置最大的迭代次数为 400.

图 12给出了拓扑优化结果，其中材料 1、材料

2 和材料 3 分别用粉色、蓝色和绿色表示. 目标函

数最终收敛到 80.05的最优值. 3个嵌入孔洞的中心

最终分别位于 (35.03, 14.28)，(60.15, 14.00)和 (82.00,

29.25).从优化结果可知，对于内嵌孔洞的三相材料

拓扑优化问题，本文方法也能够得到清晰的拓扑构

型，这进一步说明本文方法的有效性.

图 12 考虑 3个嵌入孔洞的 L 型梁的优化结果

Fig. 12 Optimization results of L-shaped beam with three

embedded holes

5 结 论

本文提出一种有效求解内嵌多个移动孔洞的多

相材料布局优化问题的拓扑优化方法. 在当前的优

化问题中，需要同时确定嵌入孔洞的最佳位置和方

向，以及多相材料的拓扑构型，以最大化整个结构系
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统的刚度.为此，使用水平集函数描述嵌入孔洞的几

何形状. 将定义多相材料结构拓扑的材料密度以及

描述嵌入孔洞的位置和方向的几何参数作为设计变

量. 使用平滑化的 Heaviside函数将嵌入的孔洞投影

到固定网格上的密度场，可以有效地避免重新划分

网格的繁琐并改善计算效率. 引入一种在有限元水

平上调用的类 SIMP材料插值格式将这两个看似不

同的设计变量形式结合到一个统一的计算框架中，

实现嵌入孔洞位置、方向和多相材料结构拓扑的同

步优化. 算例表明所提方法可以有效处理带有多个

嵌入孔洞的多相材料布局优化问题.
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