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基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法
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摘要 黏性阻尼模型存在每周期耗散能量与外激励频率相关的缺陷,复阻尼模型时域计算结果存在发散现象.
为克服上述两种阻尼模型的不足,在复阻尼模型基础上,依据时频域转化原则推导了频率相关黏性阻尼模型.
频率相关黏性阻尼模型不仅具有每周期耗散能量与外激励频率无关的优点,还保证了结构位移时程的稳定收
敛. 混合结构由具有不同阻尼特性的材料组成,其阻尼矩阵为非比例矩阵,无法直接采用实模态叠加法. 根据频
率相关黏性阻尼模型与复阻尼模型的转换关系,提出了适用于混合结构的基于频率相关黏性阻尼模型的复模
态叠加法. 算例分析结果表明,与基于黏性阻尼模型的复模态叠加法相比,基于频率相关黏性阻尼模型的复模
态叠加法不仅计算结果唯一,且不增加矩阵维度,具有较高的计算效率. 小阻尼情况下,两种方法的计算结果近
似相等,且与复阻尼模型的频域计算结果一致. 当阻尼比较大时,两种方法的计算结果差异增大,但频率相关黏
性阻尼模型的复模态叠加法与复阻尼模型的频域计算结果仍保持一致.
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Abstract According to the viscous damping model, energy dissipation is related to external excitation frequencies in each cycle.

There is divergence in time domain calculation results of complex damping model. In order to overcome the two kinds of disadvan-

tages of damping models, frequency dependent damping model is obtained by time-frequency transformation principle on the basis of

complex damping model. Energy dissipation is not related to external excitation frequencies in each cycle. In addition, time-history

calculation of frequency dependent damping model is convergent. Real mode superposition method is not directly adopted, because

the damping matrix of mixed structure of multiple damping characteristic materials is non-proportional. By the transformations of fre-

quency dependent damping model and complex damping model, complex mode superposition method is proposed based on frequency
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dependent damping model. And it can be directly applied to mixed structure. The analysis results of the cases show that compared

with complex mode superposition method based on viscous damping model, the calculation results of the complex mode superposition

method based on frequency dependent damping model are unique. In addition, the method does not increase matrix dimensions and

has high computational efficiency. The analysis results of small damping cases show that calculation results of the two methods are

approximately equal. They are consistent with frequency domain calculation results of complex damping model. When the damping

ratios are larger, the difference of calculation results by the two methods will increase. While the calculation results of complex mode

superposition method based on frequency dependent damping model will remain consistent with frequency domain calculation results

of complex damping model.

Key words viscous damping, complex damping, frequency dependent, mixed structure, complex mode superposition method

引言

物理模型采用数学动力方程求解时,选择合理
的阻尼模型是关乎计算分析结果可靠性的关键因

素之一[1]. 迄今为止已有多种阻尼理论被提出,包括
黏性阻尼模型、复阻尼模型、分数导数理论等[2].
黏性阻尼模型具有数学处理上的简易性,而复阻尼
模型易于描述材料的阻尼特性,故这两种阻尼理论
应用最为广泛[3-4]. 另一方面,黏性阻尼模型在结构
稳态反应中每周期耗散能量与外激励频率相关,这
与大部分工程材料在较宽频率范围内每周期耗散

能量与外频率无关的现象不符[5-8],复阻尼模型的时
程计算结果存在发散现象[9],为克服黏性阻尼模型
和复阻尼模型的缺陷,有必要寻求一种新阻尼模型
以改善结构动力时程响应计算的合理性和适用性.

Lee 等[10] 将黏性阻尼模型与复阻尼模型相结

合;尚守平等[11] 提出阻尼力与加速度成正比,但上
述得到的新运动方程通解中仍含有发散项. 朱镜
清等[7] 直接舍弃通解中发散项的计算方法, 保证
了计算结果的稳定性, 但这种处理在数学上是不
正确的[12]. Wang[13] 采用 Rayleigh阻尼矩阵等效复
阻尼矩阵, 但上述方法得到的计算结果与复阻尼
模型存在一定的误差, 且计算结果不具有唯一性.
Clough [14]、Chen[15] 等对复阻尼模型进行了修正,
假定阻尼力的大小与结构体系的位移大小成正比,
且与速度的方向相反, 进而提出了迟滞阻尼理论,
但无法保证系统的线性特点. Pan等[16]在 Biot阻尼
模型基础上研究了卷积型阻尼运动方程的构建和

求解; Reggio[17] 将Maxwell-Wiechert本构模型等效
于复阻尼本构模型,亦可得到在时域内稳定收敛的
运动方程. 上述方法的实质是采用黏弹性材料的本
构模型作为结构体系的阻尼力模型,计算过程复杂,
是否符合材料的阻尼特性亦有待进一步验证. 朱镜
清[18]利用复化对偶原则,在复阻尼模型基础上提出

了频率相关黏性阻尼模型,可直接在实数域中进行
计算.

由具有不同阻尼特性的材料组成的混合结构,
其阻尼矩阵不再与刚度矩阵保持比例关系,结构无
阻尼自由振动模态向量矩阵无法使阻尼矩阵对角

化, 传统的实模态叠加法将不再适用[19]. 为此, 潘
旦光[20]、黄维等[21-22] 基于位移误差最小原则得到

了最佳等效阻尼比,并采用 Rayleigh阻尼模型计算
竖向混合结构的动力响应; Luco等[23] 基于拉格朗

日插值函数将 Caughey 阻尼矩阵等效于非比例阻
尼矩阵;汪梦甫[24]、Neugebauer等[25,26]在黏性阻尼

模型基础上,利用基于状态空间法的复模态叠加法
计算非比例线性阻尼体系的动力反应; Qin[27]、楼
梦麟等[28] 研究了非比例阻尼体系复模态的实模态

摄动法; 国巍等[29] 将直接积分法和强迫解耦法联

系起来求解非比例结构的地震响应; 段绍伟等[30]、

Mohamed等[31] 采用模态应变能法计算非比例线性

阻尼体系的响应; Zoghaib等[32] 提出利用共振模态

和拉普拉斯变换相结合计算非比例线性阻尼体系

的时域响应和频域响应. 上述方法均建立在黏性阻
尼模型基础上,但存在计算结果不唯一、合理性不
易被判定的缺点. 复阻尼模型可直接采用复模态叠
加法计算混合结构的动力响应[33-34],但需剔除发散
项,遵循复化对偶原则.

本文在上述研究的基础上,利用傅里叶变换过
滤复阻尼模型的发散项,得到了在频域上与复阻尼
模型等效的频率相关黏性阻尼模型. 频率相关黏性
阻尼模型可克服黏性阻尼中每周期耗散能量与外

激励频率相关的缺陷,还避免了复阻尼模型的发散.
在单自由体系响应的计算基础上,本工作采用频率
相关黏性阻尼模型与复阻尼模型的转换关系,研究
了基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法,以
期为混合结构的振型分解反应谱法提供理论依据.
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相比非比例阻尼体系的基于黏性阻尼模型的复模

态叠加法,基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠
加法中阻尼矩阵仅依赖于结构的损耗因子,计算结
果具有唯一性,合理性易判定;矩阵维度不增加,计
算量相对较小.

1 基于复阻尼模型的频率相关黏性阻尼模型

复阻尼模型假定简谐激励作用下,结构内部的
阻尼应力与弹性应力成正比, 而与速度同相. 在简
谐荷载作用下,复阻尼模型中阻尼力每个周期消耗
的能量与外荷载激励的频率无关,该特点与实际相
符,因此在结构动力响应计算中得到了较广泛使用.
单自由度体系的复阻尼运动方程为

mẍ(t) + iηkx(t) + kx(t) = −mg(t) − img′(t) (1)

其中, m为结构质量, k为结构刚度, g(t)为地震加速
度, g(t)通过复化对偶原则[9] 可计算得到 g′(t), i为
虚数单位, i =

√
−1.

η为复阻尼系数,即为结构的损耗因子,其与阻
尼比的关系为[35-36]

η = 2ξ (2)

其中, ξ为阻尼比.

令 g(t) = 0,得到方程 (1)的自由振动方程为

mẍ(t) + iηkx(t) + kx(t) = 0 (3)

采用待定系数法,求解方程 (3),得到方程的通解为

x(t) = a1eiλ1t + a2eiλ2t (4)

其中, a1 和 a2 为任意复常数, λ1 和 λ2 为

λ1 =
4
√

1 + η2

√
k
m
ei

arctgη
2

λ2 = − 4
√

1 + η2

√
k
m
ei

arctgη
2

 (5)

令 a2 = a21 + ia22,则

a2eiλ2t = exp
[

4
√

1 + η2

√
k
m

t sin
(arctgη

2

) ]
· (a21+

ia22)exp
[
− i 4

√
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2

) ]
(6)

取式 (6)的实部 x1(t),可得

x1(t) = exp
 4
√

1 + η2

√
k
m

t sin
(arctgη

2

) ·{
a21cos

[
4
√

1 + η2
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k
m
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) ]
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[

4
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k
m

t cos
(arctgη

2

) ]}
(7)

由式 (7)可知,随着时间 t的增大, x1(t)逐渐增
大, 即方程的通解 x(t) 存在发散项, 复阻尼运动方
程无法计算结构自由振动的位移响应,为病态方程.
方程 (3)中含有指数增长项 eτt(τ > 0),时间 t的范围

为 [0,+∞),则指数增长项的傅里叶变换为

x(iϖ) =
∫ +∞

0
eτte−iϖtdt (8)

指数增长函数在 [0,+∞)不可积分,因此式 (8)
是不成立的, 傅里叶变换过程相当于滤波器, 可筛
选掉方程 (3)通解中的指数增长项.
复阻尼模型本构关系在频域范围内成立,对方

程 (1)进行傅里叶变换,得到频域运动方程为

−ϖ2mx(iϖ) + k(1 + iη)x(iϖ) = −mg(iϖ) − img′(iϖ)
(9)

其中, ϖ为结构位移响应的振动频率, x(iϖ)为 x(t)
的傅里叶变换, g(iϖ)为 g(t)的傅里叶变换.
当结构位移响应的振动频率不为零时,方程 (9)

可转化为

−ϖ2mx(iϖ) + kx(iϖ) +
iηk
ϖ
ϖx(iϖ) =

− mg(iϖ) − img′(iϖ) (10)

经傅里叶逆变换之后,得频率相关黏性阻尼时域运
动方程为

mẍ(t) + kx(t) +
ηk
ϖ

ẋ(t) = −mg(t) − img′(t) (11)

结构位移响应的振动频率不为零时,经过时频域转
化的方程 (11)与方程 (1)是等价的. 实数域计算时
可不考虑方程 (11)右端虚部分量.
基于频率相关黏性阻尼模型的阻尼力为

FP = −
ck
ϖ

ẋ(t) (12)

式 (12)表明基于频率相关黏性阻尼模型的结构阻
尼力大小与速度大小成正比,同时与结构的振动频
率成反比,方向与速度的方向相反.
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1.1 稳定性分析
基于频率相关黏性阻尼的单自由度体系时域

自由振动方程为

mẍ(t) + kx(t) +
ηk
ϖ

ẋ(t) = 0 (13)

采用复平面法求解,假定通解为

x(t) = Aei(pt+γ) (14)

将式 (14)代入方程 (13),得到

−p2 + i
ηω2

ϖ
p + ω2 = 0 (15)

其中, ω 为结构无阻尼自振频率, ω =
√

k
m
. 令

p = α + iβ,则

α2 = ω2 − η
2ω4

4ϖ2

β =
ηω2

2ϖ

 (16)

取式 (14)的实部,得到

x(t) = Ae−βtcos(αt + γ) (17)

由式 (17)知,位移响应的振动频率为 |α|,则

|α| = ϖ (18)

进一步得

ϖ4 − ω2ϖ2 +
1
4
η2ω4 = 0 (19)

由方程 (19),可解得

ϖ =

√
ω2 +

√
ω4 − η2ω4

2
(20)

将式 (16)和式 (20)代入式 (17),可得到位移为

x(t) = [C1cos(ϖt) +C2sin(ϖt)]e−
ηω2

2ϖ t (21)

其中

C1 = x(t0)

C2 =

ẋ(t0) + x(t0)
ηω2

2ϖ
ϖ

ϖ =

√
ω2 +

√
ω4 − η2ω4

2


(22)

式 (22)表明,频率相关黏性阻尼模型下单自由度体
系的自由振动方程通解中不含指数增长项,其位移
响应理论上是稳定收敛的.
以无阻尼自振频率为 4 rad/s 的单自由度结

构体系为例, 结构的初始位移为 5 cm, 初始速
度10 cm/s, 分别采用黏性阻尼模型、频率相关黏
性阻尼模型、复阻尼模型计算体系的自由振动响

应,得到的位移时程如图 1所示. 如图 1(a)所示,当
材料的阻尼比取为 0.05,复阻尼模型计算的结构自
由振动位移存在发散现象;频率相关黏性阻尼模型
与黏性阻尼模型计算的结构自由振动收敛稳定,且
位移响应近似相等, 这是由于在小阻尼情况下, 频
率相关黏性阻尼模型下结构的有阻尼振动频率近

似等于结构的无阻尼自振频率 (由式 (20)可知). 需
说明的是,由于复阻尼运动方程的通解中直接剔除
发散项的做法在数学上是不合理的[12],故在图 1的
计算结果中,复阻尼模型计算时未采用剔除发散项
的处理方法 (下同).

(a)阻尼比为 0.05

(a) Damping ratio is 0.05

(b)阻尼比为 0.4

(b)Damping ratio is 0.4

图 1 不同阻尼模型计算的结构自由振动位移时程

Fig.1 Structural free vibration time history displacements with different

damping models
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当结构的阻尼比较大时,频率相关黏性阻尼模
型下结构的有阻尼振动频率小于结构的无阻尼自

振频率 (由式 (20)可知),使得频率相关黏性阻尼模
型下阻尼力大于黏性阻尼模型下阻尼力. 因此, 如
图 1(b)所示,当材料的阻尼比取 0.4时,频率相关黏
性阻尼模型下结构的自由振动位移小于黏性阻尼

模型下结构的自由振动位移.

1.2 能量耗散分析
设单自由度结构体系在激励频率为 θ的谐波作

用下,结构的稳态位移响应为

x(t) = X1sin(θt) + X2cos(θt) (23)

简谐载荷作用下结构的稳态响应如式 (23)所示,结
构的振动频率 ϖ为 θ,则阻尼力为

FP = −ηk [X1cos(θt) − X2sin(θt)] (24)

在频率相关黏性阻尼模型中,阻尼力与位移的关系
与复阻尼模型相同. 阻尼力在一个周期内消耗的能
量为

∆WP = −
∫ 2π

θ

0
Fpdx(t) = πηk(X 2

1 + X 2
2 ) (25)

由式 (25)可知,每周期阻尼力耗散的能量与外激励
频率无关.
综上,频率相关黏性阻尼模型在保留了每周期

耗散能量与外激励频率无关的优点基础上,保证了
结构自由振动位移时程稳定收敛.

2 基于频率相关黏性阻尼模型的单自由度体
系振动响应

2.1 谐波作用下单自由度体系的振动响应
谐波作用下结构的时域运动方程为

ẍ(t) + ω2x(t) +
ηω2

ϖ
ẋ(t) =

p0

m
sin(θt) (26)

其中, ω为结构的自振频率,即 ω =
√

k/m.
方程 (26)的补解与结构自由振动时的解形式

相同. 由于线弹性系统具有频率保持不变特性, 其
特解的频率与激励频率相同,假定特解形式为

xp(t) = G1cos(θt) +G2sin(θt) (27)

此时, ϖ = θ,将式 (27)代入方程 (26)可得

G1 =
−p0ηω

2/m
(ω2 − θ2)2 + (ηω2)2

G2 =
p0(ω2 − θ2)/m

(ω2 − θ2)2 + (ηω2)2

 (28)

则方程 (23)的解为

x(t) =[D1cos(ϖt) + D2sin(ϖt)]e−
ηw2

2ϖ t
+

G1cos(θt)G2sin(θt) (29)

其中

D1 = x(t0) −G1

D2 =
ẋ(t0) + ηω2[x(t0) −G1]/2ϖ − θG2

ϖ

ϖ =

√
ω2 +

√
ω4 − η2ω4

2


(30)

由式 (28)可知,频率相关黏性阻尼模型的动力放大
系数

Dp =
1√(

1 − θ
2

ω2

)2

+ η2

(31)

黏性阻尼模型的动力放大系数

Dn =
1√(

1 − θ
2

ω2

)2

+

(
η
θ

ω

)2
(32)

由式 (31)和式 (32)可知,只有当外激励频率和
结构无阻尼自振频率相等时,两种阻尼理论下结构
的稳态响应相同.
以无阻尼自振频率为 4 rad/s的单自由度结构

为例,结构的初始位移为 0,初始速度 0,选择频率为
10 rad/s的正弦波作用在结构上,仍然分别采用黏性
阻尼模型、频率相关黏性阻尼模型、复阻尼模型计

算体系的强迫振动响应 (见图 2). 小阻尼情况下,式

(a)阻尼比为 0.05

(a) Damping ratio is 0.05

图 2 不同阻尼理论计算的谐波作用下结构位移时程

Fig.2 Structural time history displacements under the function of

harmonic with different damping models
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(b)阻尼比为 0.5

(b) Damping ratio is 0.5

图 2 不同阻尼理论计算的谐波作用下结构位移时程 (续)

Fig.2 Structural time history displacements under the function of

harmonic with different damping models(continued)

(31)和式 (32)近似相等. 当材料的阻尼比取 0.05时,
结构的位移时程如图 2(a)所示,频率相关黏性阻尼
模型与黏性阻尼模型计算的结构位移近似相等,且
明显收敛稳定,而复阻尼模型计算的结构位移存在
发散现象. 当材料的阻尼比选为 0.5时,结构的位移
时程如图 2(b)所示,外激励频率大于结构无阻尼自
振频率,使得频率相关黏性阻尼模型下结构动力放
大系数较大,因此频率相关黏性阻尼模型下结构稳
态位移大于黏性阻尼模型下结构的稳态位移.

2.2 地震作用下单自由度体系的振动响应
地震作用下单自由度体系的时域运动方程为

ẍ(t) + ω2x(t) +
ηω2

ϖ
ẋ(t) = −g(t) (32)

采用时域逐步积分法求解地震作用下的结构动力

响应,具有计算量小、快速直观等优点,但逐步积分
法依赖于积分的时间步长,时间步长不仅影响计算
精度, 还可能影响算法的稳定性. 为保证地震作用
下结构的时域计算结果不受算法稳定性的影响,本
文采用基于三角级数的近似解析算法,其误差仅来
源于三角级数计算得到的地震波数据与实际地震

波数据之间的误差, 计算精度较高, 不受时间步长
的影响,是无条件稳定的.

目前,地震加速度时程采用三角多项式逼近已
经是一种常用的数值方法,借助于快速傅里叶变换
方法, 可快速确定三角多项式中的参数, 计算量较
小,且利用三角多项式计算得到的地震加速度值与
实际记录的地震加速度值近似相等. 地震作用加速

度可采用三角多项式展开[37-39]

g(t) = A0 +

N/2∑
i=1

Aisin(θit) +
N/2∑
i=1

Bicos(θit) (34)

其中, A0为常数, Ai和 Bi为三角插值公式系数, θi为
谐波频率.
地震作用下的时域运动方程可表示为

ẍ(t)+ω2x(t) +
ηω2

ϖ
ẋ(t) = −

[
A0+

N/2∑
i=1

Aisin(θit) +
N/2∑
i=1

Bicos (θit)
]

(35)

由叠加原理得

ẍ(t) + ω2x(t) +
ηω2

ϖ
ẋ(t) = −

[ N/2∑
i=1

Aisin(θit)+

N/2∑
i=1

Bicos(θit)
]

(36)

ω2x(t) = −A0 (37)

方程 (36)的特解为

xp(t) =
N/2∑
i=1

Jisin(θit) +
N/2∑
i=1

Kicos(θit) (38)

将式 (38)代入方程 (36)可得

Ji =
−(ω2 − θ2i )Ai − ηω2Bi

(ω2 − θ2i )2 + η2ω4

(i = 1, 2, · · · ,N/2)

Ki =
ηω2Ai − (ω2 − θ2i )Bi

(ω2 − θ2i )2 + η2ω4


(39)

方程 (36)的补解与自由振动解形式相同,则其解为

x(t) = [E1cos(ϖt) + E2sin(ϖt)]e−
ηω2

2ϖ t+

N/2∑
i=1

Jisin(θit) +
N/2∑
i=1

Kicos(θit) (40)

方程 (37)的解为

x(t) = −A0

ω2 (41)

方程 (35)的解为

x(t) = −A0

ω2 + [E1cos(ϖt) + E2sin(ϖt)]e−
ηω2

2ϖ t+

N/2∑
i=1

Jisin(θit) +
N/2∑
i=1

Kicos(θit) (42)
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其中

E1 = x(t0) +
A0

ω2 −
N/2∑
i=1

Ki

E2 =

ẋ(t0) +
ηω2

2ϖ

[
x(t0) +

A0

ω2 −
N/2∑
i=1

Ki

]
−

N/2∑
i=1
θiJi

ϖ

ϖ =

√
ω2 +

√
ω4 − η2ω4

2


(43)

以无阻尼自振频率为 4 rad/s的单自由度结构
为例,结构的初始位移为 0,初始速度 0,分别采用黏
性阻尼模型、频率相关黏性阻尼模型、复阻尼模型

计算体系的地震响应 (见图 3). 当材料的阻尼比选
为 0.05时,迁安波作用下结构的位移时程如图 3(a)
所示,频率相关黏性阻尼模型与黏性阻尼模型计算
的结构位移近似相等, 且明显收敛稳定, 而复阻尼
模型计算的结构位移存在发散现象. 当材料的阻尼
比选为 0.5时,迁安波作用下结构的位移时程如图

(a)阻尼比为 0.05
(a) Damping ratio is 0.05

(b)阻尼比为 0.5
(b) Damping ratio is 0.5

图 3 不同阻尼理论计算的迁安波作用下结构位移时程
Fig.3 Structural time history displacements under the function of

Qian’an wave with different damping models

3(b)所示,由于阻尼比较大,频率相关黏性阻尼模型
与黏性阻尼模型计算的结构位移时程局部存在较

大差异,且不可忽略.

3 基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加
法

不同材料的阻尼比一般不同,故由不同阻尼特
性的材料组成的混合结构,其阻尼矩阵为非比例矩
阵,不再满足经典阻尼条件. 因此,混合结构的动力
计算无法直接采用实模态叠加法. 本文依据频率相
关黏性阻尼模型与复阻尼模型之间的转换关系,提
出了基于频率相关黏性阻尼的复模态叠加法,可直
接用于混合结构.
地震作用下多自由度混合结构体系的时域运

动方程为

Mẍ(t) + Kx(t) + Kη ẋ(t) = −ME[g(t) + ig′(t)] (44)

其中, M为质量矩阵, K为刚度矩阵, E为与地震动
输入有关的向量 (N × 1),与 g(t)方向相同的位移自
由度元素为 1.

Kη为阻尼矩阵,可表示为

Kη =
1
ϖ

s∑
j=1

η jK j (45)

其中, s为混合结构中不同阻尼特性材料的种类总

数, η j 为第 j种材料对应的损耗因子, K j 为第 j种

材料对应的刚度矩阵.
对方程 (44)进行傅里叶变换,可得

−ϖ2 MΩ(iϖ) + KΩ(iϖ) + iϖKηΩ(iϖ) =

− ME[Γ(iϖ) + iΓ(iϖ)] (46)

对方程 (45)进行傅里叶逆变换,可得

Kẋ(t) + Kx(t) + i
s∑

j=1

η jK jx(t) = −ME[g(t) + ig′(t)]

(47)
求解方程 (47)的特征方程可得 N 个复特征向量,按
排列组成复特征向量矩阵

Φ = [ϕ1 ϕ2 · · · ϕN] (48)

任意两个复特征向量满足

ϕT
m Mϕn

ϕT
n Mϕn

=

0, m , n

mn, m = n
(49)
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ϕ
T
m(K + i

∑
e
ηeKe)ϕn

ϕT
n Mϕn

=

0, m , n

kn + icn, m = n
(50)

−ϕT
n ME

ϕT
n Mϕn

[g(t) + ig′(t)] = gn (51)

其中, mn, kn 和 cn 为实数, gn 为复数.
x(t)可由复特征向量线性组合表示,即

x(t) =
N∑

n=1

ϕnyn(t) (52)

将式 (52)代入方程 (47),利用复特征向量的正交性
可实现复运动方程的解耦,故第 n个运动方程为

mnÿ(t) + kny(t) + icny(t) = gn (53)

利用前文所时频域转换,方程 (53)可转换为

mnÿ(t) + kny(t) +
cn

ϖn
ẏ(t) = gn (54)

令

y(t) = y1(t) + iy2(t)

gn = gn1 + ign2

 (55)

方程 (54)可转化为

mnÿ1(t) + kny1(t) +
cn

ϖn
ẏ1(t) = gn1 (56)

mnÿ2(t) + kny2(t) +
cn

ϖn
ẏ2(t) = gn2 (57)

对应的齐次方程为

mnÿ1(t) + kny1(t) +
cn

ϖn
ẏ1(t) = 0 (58)

mnÿ2(t) + kny2(t) +
cn

ϖn
ẏ2(t) = 0 (59)

方程 (58)和 (59)对应的特征方程为

mnλ
2
n + kn +

cn

ϖn
λn = 0 (60)

求解方程 (60),可得

λn1 = −
cn

2mnϖn
+ i

√
kn

mn
− c 2

n

4m 2
n ϖ

2
n

λn2 = −
cn

2mnϖn
− i

√
kn

mn
− c 2

n

4m 2
n ϖ

2
n


(61)

进而得到特征根的虚部与对应的频率相等,即

ϖn =

√
kn

mn
− c 2

n

4m 2
n ϖ

2
n

(62)

进一步求解方程 (62),得

ϖn =

√
kn +

√
k 2

n − c 2
n

2mn
(63)

可得方程 (58)和 (59)的补解为

y1c(t) =
[
F1cos


√

kn +
√

k 2
n − c 2

n

2mn
t

+
L1sin


√

kn +
√

k 2
n − c 2

n

2mn
t


]
·

exp

− cn

2mn

√
2mn

kn +
√

k 2
n − c 2

n

 (64)

y2c(t) =
[
F2cos


√

kn +
√

k 2
n − c 2

n

2mn
t

+
L2sin


√

kn +
√

k 2
n − c 2

n

2mn
t


]
·

exp

− cn

2mn

√
2mn

kn +
√

k 2
n − c 2

n

t

 (65)

地震加速度可采用三角多项式进行表示,进而得到

gn1 = P10 +

N/2∑
i=1

P1isin(γit) +
N/2∑
i=1

Q1icos(γit) (66)

gn2 = P20 +

N/2∑
i=1

P2isin(κit) +
N/2∑
i=1

Q2icos(κit) (67)

将式 (66)代入方程 (56),式 (67)代入方程 (57),可得

mnÿ1(t) + kny1(t) +
cn

ϖ
ẏ1(t) = P10+

N/2∑
i=1

P1isin(γit) +
N/2∑
i=1

Q1icos(γit) (68)

mnÿ2(t) + kny2(t) +
cn

ϖ
ẏ2(t) = P20+

N/2∑
i=1

P2isin(κit) +
N/2∑
i=1

Q2icos(κit) (69)

方程 (68)可进一步转化为

mnÿ1(t) + kny1(t) +
cn

γi
ẏ1(t) =

N/2∑
i=1

P1isin(γit)+

N/2∑
i=1

Q1icos(γit) (70)

kny1(t) = P10 (71)
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令方程 (70)的特解为

y1p(t) =
N/2∑
i=1

R1isin(γit) +
N/2∑
i=1

S 1icos(γit) (72)

将式 (72)代入方程 (70)可得

R1i =
(−mnγ

2
i + kn)P1i + cnQ1i

(−mnγ
2
i + kn)2 + c2

n

(i = 1, 2, · · · ,N/2)

S 1i =
−cnP1i + (−mnγ

2
i + kn)Q1i

(−mnγ
2
i + kn)2 + c2

n


(73)

方程 (71)的解为

y1(t) =
P10

kn
(74)

方程 (68)的特解为

y1p(t) =
P10

kn
+

N/2∑
i=1

R1isin(γit) +
N/2∑
i=1

S 1icos(γit) (75)

进而得到方程 (56)的解为

y1(t) =
P10

kn
+ [F1cos(ϖnt) + L1sin(ϖnt)]·

exp
(
− cn

2mnϖn
t
)
+

N/2∑
i=1

R1isin(γit)+

N/2∑
i=1

S 1icos(γit) (76)

其中

F1 = y1(t0) − P10

kn
−

N/2∑
i=1

S 1i

L1 =

[
ẏ1(t0) +

cn

2mnϖn

(
y1(t0) − P10

kn
−

N/2∑
i=1

S 1i

)
−

N/2∑
i=1

γiR1i

]/
ϖn

ϖn =

√
kn +

√
k 2

n − c 2
n

2mn



(77)

同理得到方程 (57)的解为

y2(t) =
P20

kn
+ [F2cos(ϖnt) + L2sin(ϖnt)]·

exp
(
− cn

2mnϖn
t
)
+

N/2∑
i=1

R2isin(κit)+

N/2∑
i=1

S 2icos(κit) (78)

其中

F2 = y2(t0) − P20

kn
−

N/2∑
i=1

S 2i

L2 =

[
ẏ2(t0) +

cn

2mnϖn

(
y2(t0) − P20

kn
−

N/2∑
i=1

S 2i

)
−

N/2∑
i=1

γiR2i

]/
ϖn

R2i =
(−mnκ

2
i + kn)P2i + cnQ2i

(−mnκ
2
i + kn)2 + c2

n

S 2i =
−cnP2i + (−mnκ

2
i + kn)Q2i

(−mnκ
2
i + kn)2 + c2

n

ϖn =

√
kn +

√
k 2

n − c 2
n

2mn

(i = 1, 2, · · · ,N/2)


(79)

利用式 (55)计算出 y(t),进一步由式 (52)得到
x(t),从而实现了基于频率相关黏性阻尼模型的混合
结构复模态叠加法.

由式 (48)可知, 当结构为单一材料结构时, 阻
尼矩阵为比例矩阵,复振型向量的虚部为零,复振型
向量退化为实振型向量,基于频率相关黏性阻尼模
型的复模态叠加法退化为传统的实模态叠加法,因
此基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法不

仅适用于混合材料结构,还适用于单一材料结构.

4 算例分析

以阻尼特性不同的两种材料组成的一维四自

由度体系为例,建立竖向混合结构,模型 A和模型
B仅阻尼比不同,具体参数取值如图 4所示.

(a)模型 A
(a)Model A

图 4 模型参数
Fig.4 Parameters of models



1194 力 学 学 报 2018 年 第 50 卷

(b)模型 B
(b)Model B

图 4 模型参数 (续)
Fig.4 Parameters of models(continued)

质量矩阵为

M =


2.0 0 0 0
0 2.5 0 0
0 0 2.8 0
0 0 0 3.0

 t (80)

刚度矩阵为

K =


1.5 −1.5 0 0
−1.5 3.3 −1.8 0

0 −1.8 3.8 −2.0
0 0 −2.0 4.4

 × 105 N/m (81)

黏性阻尼模型在状态空间法的基础上,将矩阵
的维度增加一倍,然后采用复模态叠加法计算混合
结构的位移时程[24]. 对于简单混合结构,黏性阻尼
模型下可仅考虑第一阶振型的自振频率[40],则阻尼
矩阵为

Kz =
1
ω1

s∑
j=1

η jK j (82)

其中, ω1 为第一阶振型对应的无阻尼自振频率.

频率相关黏性阻尼模型下模型 A的阻尼矩阵
为

Kaη =
1
ϖ


0.06 −0.06 0 0
−0.06 0.24 −0.18 0

0 −0.18 0.38 −0.20
0 0 −0.20 0.44

 × 105 N/m

(83)

由式 (82)可计算出在黏性阻尼模型下模型 A的阻
尼矩阵为

Kaz =


0.18 −0.18 0 0
−0.18 0.74 −0.55 0

0 −0.55 1.16 −0.61
0 0 −0.61 1.35

 × 104 N/m

(84)
频率相关黏性阻尼模型下模型 B的阻尼矩阵为

Kbη =
1
ϖ


1.05 −1.05 0 0
−1.05 2.85 −1.85 0

0 −1.80 3.80 −2.00
0 0 −2.00 4.40

 × 105 N/m

(85)
由式 (82)可计算黏性阻尼模型下模型 B的阻尼矩
阵为

Kbz =


0.32 −0.32 0 0
−0.32 0.87 −0.55 0

0 −0.55 1.16 −0.61
0 0 −0.61 1.35

 × 105 N/m

(86)
分别采用基于频率相关黏性阻尼模型的复模

态叠加法 (PLZ)、基于黏性阻尼模型的复模态叠加
法 (NZ)和基于复阻尼模型的复模态叠加法 (FZ)计
算模型 A、模型 B在地震波作用下的位移时程,所
得结果如图 5和图 6所示,并将其与基于复阻尼模
型的频域法 (FFZ)计算结果对比. 其中, FFZ避免了
复阻尼模型时域发散现象,其计算结果可视为精确
解[41].
在图 5中,随着地震作用时间增加, FZ计算的

位移时程呈现发散现象; PLZ、NZ 和 FFZ 近似相
等,且一直保持稳定收敛的特点. 在图 5(a)、图 5(b)

(a) Taft

图 5 模型 A的顶层位移时程
Fig.5 Top time history displacements of Model A



第 5期 孙攀旭等: 基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法 1195

(b) El Centro

图 5 模型 A的顶层位移时程 (续)
Fig.5 Top time history displacements of Model A(continued)

(a) Taft

(b) El Centro

图 6 模型 B的顶层位移时程
Fig.6 Top time history displacements of Model B

中,当地震持时分别小于 11 s和 14 s时, PLZ与NZ、
FZ、FFZ近似相等,更进一步证明了 PLZ的正确性.
相对于模型 A,模型 B的材料阻尼比明显增大.

如图 6 所示, PLZ 与 FFZ 近似相等, 而 NZ 与 FFZ
存在较大差异. 如图 6所示, Taft波作用下, PLZ和
FFZ的位移均在 4.18 s处达到最大值 I, NZ的位移
在 4.16 s处达到最大值 I, PLZ和 NZ发生位移最大
值的时间近似相等 (见图 6(a)),但 PLZ与 FFZ的最
大位移值相对误差 δ为 0.61%, NZ与 FFZ的最大位

移值相对误差 δ为 6.79% (见表 1); El Centro波作用
下, PLZ和 FFZ的位移均在 3.42 s处达到最大值 I,
NZ的位移在 3.32 s处达到最大值 I (见图 6b), PLZ
和 NZ发生位移最大值的时间近似相等,但 PLZ与
FFZ的相对误差 δ为 0.30%, NZ与 FFZ的最大位移
值相对误差 δ为 20.05% (见表 1).

表 1 模型 B的位移响应
Table 1 Displacement responses of Model B

FFZ
Taft

NZ FFZ
El Centro

NZ
PLZ PLZ

I/cm 4.080 4.105 3.803 7.086 7.107 8.507
δ/% — 0.61 6.79 — 0.30 20.05

采用基于黏性阻尼模型的复模态叠加法时,模
型 A和模型 B的复特征向量矩阵维数是 8;采用基
于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法时,模型
A和模型 B的复特征向量矩阵维数是 4,维度没有
增加. 因此, 相比基于黏性阻尼模型的复模态叠加
法,基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法计
算量较小.

此外,本文算例为简单混合结构,黏性阻尼模型
下可选择第一阶振型的自振频率确定阻尼矩阵. 对
于实际工程结构, 通常不能仅考虑第一阶振型, 还
需要考虑其他高阶振型, 而不同的振型组合, 将得
到不同的阻尼矩阵,因此基于黏性阻尼模型的复模
态叠加法计算结果不具有唯一性. 本文提出的基于
频率相关黏性阻尼模型阻尼矩阵仅依赖于结构的

损耗因子, 复模态叠加法计算结果具有唯一性, 合
理性易被判定.

5 结论

经理论推导和算例分析,得到以下结论:

(1)依据频率相关黏性阻尼模型的特点,得到了
频率相关黏性阻尼运动方程的精确解. 算例分析表
明,基于复阻尼理论的频率相关黏性阻尼模型不仅
克服了黏性阻尼中每周期耗散能量与外激励频率

相关的缺陷,还避免了复阻尼模型的发散问题.

(2)利用频率相关黏性阻尼模型与复阻尼模型
的转换关系,提出了基于频率相关黏性阻尼模型的
复模态叠加法,不仅可适用于由阻尼特性不同材料
组成的混合结构,还可适用于单一材料结构.

(3)与基于黏性阻尼模型的复模态叠加法相比,
基于频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法不仅

计算结果唯一, 且不增加矩阵维度, 具有较高的计
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算效率.

(4)在小阻尼情况下,基于频率相关黏性阻尼模
型的复模态叠加法与基于黏性阻尼模型的复模态

叠加法计算结果近似相等,且与基于复阻尼模型的
频域法计算结果一致. 随着材料阻尼比增大, 基于
频率相关黏性阻尼模型的复模态叠加法与基于黏

性阻尼模型的复模态叠加法计算结果的差异逐渐

增大, 且不可忽略, 但基于频率相关黏性阻尼模型
的复模态叠加法与复阻尼模型的频域计算结果仍

保持一致.
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