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热应力专题

粗糙表面之间接触热阻反问题研究
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摘要 当两个固体表面相互接触时，由于接触面粗糙度的影响，界面间就形成了非一致接触，这种接触导致热

流收缩，进而产生接触热阻.目前的理论研究主要集中在正问题研究，对反问题的研究相对较少.接触热阻反问

题研究是通过研究部分边界温度、热流和部分测量点的温度来反演得到界面上的接触热阻.反问题研究在很多

工程领域都有应用，如航空航天、机械制造、微电子等，是工程中确定接触热阻一种快速有效的方法.本文采用

边界元法和共轭梯度法研究了二维空间随坐标变化的接触热阻反问题.为了验证方法的准确性和可行性，假定

在已知部分测量点温度和真实接触热阻的情况下，反演计算得到界面的温度和热流，进而得到接触热阻，并与

真实接触热阻进行比较.结果表明采用边界元法和共轭梯度法在无测量误差的情况下，可以准确反演获得界面

的真实接触热阻. 若存在测量误差，反演计算结果对测量误差极其敏感，反演结果误差会由于测量误差的引入

而被放大.为处理这种不适定性，采用最小二乘法对反演计算结果进行校正，结果表明采用最小二乘法能够避

开反问题中一些偏离实际值较大的测量点，显著提高反演计算结果的准确性.
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Abstract When two solid surfaces are in contact, it leads to non-uniform contact because of surfaces roughness. This

causes constriction of heat flux and forms thermal contact resistance. The theoretical research is mainly focused on the

positive problem, but there are few studies on the inverse problem. The inverse problem of thermal contact resistance is to

obtain thermal contact resistance by a part of the boundary temperature, heat flux and some of the measured point temper-

ature. The research has been applied in many fields, such as aerospace, mechanical manufacturing, microelectronics and

other fields. It is a fast and effective method to determine thermal contact resistance in engineering field. In this paper, the

inverse problem of thermal contact resistance with 2-D coordinate variation was solved by the boundary element method

(BEM) and the conjugate gradient method (CGM). In order to verify the accuracy and feasibility of the method, according

to the measured point temperature and the assumed thermal contact resistance, the temperature and the heat flux of the
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interface could be obtained, and then calculated and compared with the value of actual thermal contact resistance. The

results show that the actual thermal contact resistance can be accurately obtained by using the BEM and CGM without

the measurement error. But there exists the measurement error, the calculated result will be extremely sensitive to the

measurement error, and the error of inversion result will be amplified due to the measurement error. In order to deal with

this ill-posed problem, the least-squares method (LSM) was used to correct the calculated results. The results show that

it can avoid some points deviating from the actual value in the inverse problem, and obviously improve the accuracy of

calculations.

Key words thermal contact resistance, inverse problem, boundary element method, conjugate gradient method, least

square method

引 言

当两个粗糙表面相互接触时，其真实的接触

仅发生在一些离散的点或微小面积上，其余的间

隙部分是真空或介质，即使在 10 MPa 量级的接

触压强下，真实的接触面积仅占名义接触面积的

1%∼2%[1-2]. 这种接触状况引起热流收缩，使两个相

互接触的表面间的温度产生一个阶跃变化，从而产

生接触热阻，因此，将接触热阻 R定义为接触面温

度变化值和热流的比值 [1]，即

R(x, y) =
∆T (x, y)
q (x, y)

(1)

式中，∆T (x, y)为接触面的温度变化值，q (x, y)为界

面热流值.

接触热阻的研究包括正问题和反问题两个方

面，其中正问题研究包括理论研究和试验研究 [3-9].

目前，国内外学者对接触热阻的理论研究主要集中

在正问题研究，而对反问题的研究比较少.正问题中

的理论研究是建立接触热阻的解析模型，具有代表

性的接触热阻模型有 CMY模型、GW模型、BGT模

型、WA 模型、MT 模型等 [2] . 之后一些学者对接触

面形状进行模拟，将数值求解与粗糙表面形貌描述

相结合，发展了接触热阻的数值模型 [10-21]. 尽管接

触热阻可以通过理论进行预测，但是试验研究仍是

一种更快速准确的方法 [7,9,22]. 然而，目前的试验着

重研究接触热阻随接触压强、界面温度、表面粗糙度

等因素的变化规律 [23-28].

接触热阻反问题研究是指依据部分边界条件和

部分测量点的温度值，通过优化算法反演计算得到

接触面的温度和热流，进而得到接触热阻.相对于接

触热阻的正问题研究，它可作为实际工程中预测接

触热阻的一个简洁有效的方法.

目前求解反问题主要依靠数值方法 [29]，其数值

方法主要有有限差分法、有限体积法、有限元法和边

界元法 4种 [30-33]. 相比较于其他数值方法，边界元

法具有简便且计算量小的特点，不需要计算区域内

的温度和热流，而只需求解边界温度和热流，因此，

对于实际问题求解具有较大优势 [32-33]. 同时，反问

题的计算还需要结合优化迭代算法来反演计算得到

所求信息 [29-30,32]，在众多优化算法中，由于共轭梯

度法具有简单，计算量小等优势 [30-32].因此，本文将

边界元法和共轭梯度法结合起来，研究二维空间随

坐标变化的接触热阻的反问题，通过算例验证方法

准确性和可行性.同时，由于求解反问题过程中不可

避免其不适定性，即对误差敏感性 [30,32]，为处理该

问题，本文采用最小二乘法 (LSM)，以避开反问题结

果中一些偏离实际值较大的测量点，使得问题的求

解结果与真实值更接近.

1 接触热阻反问题求解

1.1 正问题求解

计算模型域 Ω内

∂2T
∂x2

+
∂2T
∂y2

= 0 (2)

边界条件为

∂T
∂x

= 0,在 x = 0和 x = 1.0处

T = T1,在 y = −1.0处

T = T2,在 y = 1.0处

T1(x, y) = Ti ,在 y = 0.05

T2(x, y) = T j ,在 y = −0.05

本文采用边界元法求解上述偏微分方程，因此
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上式可将其转化为边界点的积分方程 [30,32-33]，即

CiTi +

∫

Γ j

T jq
∗dΓ =

∫

Γ j

q jG
∗dΓ (3)

式中, Γ 为域 Ω 的边界；T 为温度；q为热流密度；

G∗为基本解，二维情况下，为
1

2π
ln

1
r
；q∗为G∗的法

向导数，i为 Ω内或 Γ上的点，当 i为 Ω区域内的点

时，Ci = 1，当 i为光滑边界 Γ上的点时，Ci = 0.5.将

边界离散后得到

CiTi +

n∑

j=1

T j

∫

Γ j

q∗dΓ =

n∑

j=1

q j

∫

Γ j

G∗dΓ (4)

记

Ĥi j =

∫

Γ j

q∗dΓ (5)

Gi j =

∫

Γ j

G∗dΓ (6)

则式 (4)可以写成

CiTi +

n∑

j=1

Ĥi j T j =

n∑

j=1

Gi j q j (7)

式 (7)最终可化为如下形式的标准边界元离散方程

H (x, y) T (x, y) = G (x, y) q (x, y) (8)

式中，H 和 G是边界元离散矩阵，T 和 q分别是温

度和热流的列向量.根据已知的边界条件，求解上式

可以得到边界温度和热流.

1.2 反问题目标函数

在接触热阻反问题研究中，接触界面温度与热

流是未知的.但其他边界温度与热流是已知的，可选

择在接近接触界面适当的位置布置温度测量点. 假

设在 N个位置布置测量点，记测量点的温度为 T̄i(x)

(i = 1,2, · · · ,N)，则反问题研究就可以表示为：用测

点温度和部分已知的边界条件来反推出接触界面上

未知的温度和热流密度，进而获得接触热阻值.

反问题求解可以转化为以下目标函数泛函变分

的最优化问题 [29-32]，即

J(T(x)) =
∥∥∥Ti − T̄i

∥∥∥2
=

N∑

i=1

[
Ti(x) − T̄i (x)

]2
(9)

式中, T̄i(x) 是在模型测量点上实际测量的温度值，

Ti(x) 是根据估计的初始边界温度 T0 反演计算得到

的测量点处的温度值.

用共轭梯度法迭代来搜索边界温度 Ti(x, y)涉及

迭代停止的标准问题，并同温度测量的误差有关，

在没有测量误差的情况下，停止标准为

J[Tk+1(x)] < ε (10)

式中, ε 是一个较小的正数. 存在测量误差的情况

下，假设温度测量的标准差为 σ，在测量点加上测

量误差后，温度差值近似可表示为

Ti (R) − T̄i ≈ σ (11)

则 ε可以写成

ε =

N∑

i=1

σ2 = Nσ2 (12)

根据计算值 Ti(x)和测量值 T̄i(x)，计算反问题目

标函数式 (3)，判断目标函数结果是否满足迭代停止

标准，进而判断是否还需要进行迭代.

1.3 共轭梯度法

求解反问题所涉及的方法较多，鉴于共轭梯度

法的简单性和高效性 [29-30]，本文采用共轭梯度法来

优化目标函数. 未知的边界温度 Ti(x)是初始的估计

值或迭代过程中通过搜索得到的，即

T̂
n+1

(x) = T̂
n

(x) − βnpn (x) (13)

式中, βn为 n到 n + 1次迭代的搜索步长；pn (x)为搜

索方向，即

pn (x) = J ′n (x) + γnpn−1 (x) (14)

式中, J ′n (x) 为梯度方向，因此第 n 次的搜索方向

pn (x) 是梯度方向 J ′n (x) 和第 n − 1 次的搜索方向

pn−1 (x)的线性组合，其中 γn为共轭系数，可由下式

计算得到

γn =

∫ L

0

(
J ′n

)2 dx

∫ L

0

(
J ′n−1

)2
dx

(15)

式中, γ0 = 0.从式 (14)可知，当 γn = 0时，无论 n为

何值，pn (x)变成梯度方向.

灵敏度方程可由控制方程 (2)求其增量得到

∂2∆T
∂x2

+
∂2∆T
∂y2

= 0 (16)

采用边界元法求解灵敏度方程，即可得到式 (13)

中的搜索步长 βn
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βn =

n∑

i=1

(
Ti − T̂i

)
∆Ti

n∑

i=1

∆T2
i

(17)

伴随方程可由控制方程 (2)的泛函求导得到

∂2λ

∂x2
+
∂2λ

∂y2
= 0 (18)

同样采用边界元法求解伴随方程，结合正问题的计

算结果，得到泛函 J(T(x))的导数为

J′(T(x)) = −∂λ
∂y

∂T
∂y

∣∣∣y=0 (19)

其中，λ (x, y)为拉格朗日算子.结合正问题得到的温

度在 y方向上的导数 ∂T/∂y，可计算出来泛函 J(T(x))

的导数 J′(T(x)).根据式 (15)，可计算出共轭系数 γn，

结合 n − 1次的搜索方向 pn−1 (x)，就可求解新的搜

索方向 pn (x). 由式 (13)可知，依据灵敏度方程求解

得到的搜索步长 βn，就可计算出新的边界温度函数

T̂n+1 (x).

2 接触热阻反问题方法验证

为了验证接触热阻反问题方法的准确性和可行

性，假定真实接触热阻的函数形式已知，并且还获得

部分测点温度，采用边界元法和共轭梯度法反演计

算得到界面的温度和热流，进而得到接触热阻值.

2.1 计算模型

考虑一个二维的稳态情况的接触热阻问题. 计

算模型如图 1所示，是一个 1 m × 1 m和 1 m × 1 m

的模型，在 y = 0处两模型接触 [9] . 模型的左右边

图 1 接触热阻模型

Fig. 1 Mode of thermal contact resistance

界为绝热，上下表面保持温度不变，Tu = 500 K，

下边界 Tb = 0 K，两个区域材料为导热系数相同

λ = 14.9 W/(m ·K) 不锈钢，环境温度 T = 293 K，在

接触界面上方 y = 0.05 m处设置一系列温度测点，

而在接触面位置假定接触热阻为一个已知函数.

2.2 边界条件

计算模型域 Ω内

∂2T
∂x2

+
∂2T
∂y2

= 0

边界条件为

∂T
∂x

= 0,在 x = 0和 x = 1.0处

T = 0 K,在 y = −1.0处

T = 500 K,在 y = 1.0处

内部测量点的温度值为

T1(x, y) = 285+ 0.25 sin (6πx) , y = 0.05

式中, T = 285 K为准确值，0.25 sin (6πx) 为测量误

差，以模拟实际测量等造成的误差.为刻画其分布情

况，可采用通常的函数形式，如多项式或三角函数，

这里，采用三角函数形式.其相对于准确值，测量误

差很小，约 ξ = 0.09%.

假定真实的接触热阻随空间的变化函数为

R(x) = 0.0015− 0.004x + 0.004x2 + 0.000 05 sin (4πx)

2.3 计算结果

首先考虑没有测量误差的情况，反演获得界面

的接触热阻如图 2所示.

从图 2可以看出，在没有测量误差的情况下，

边界元法和共轭梯度法可以准确计算出接触热阻值,

图 2 计算结果比较

Fig. 2 Comparison of calculation results
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与真实值没有差别，说明了所采用的方法在没有测

量误差的情况下，计算结果的准确性.

现在考虑有 ξ = 0.25 sin (6πx)的误差情况，计算

得到接触热阻值，为了反映出结果的准确性，定义以

下各类误差.

将计算结果的相对误差定义为

ε =

∣∣∣∣∣∣
R∗i − Ri

Ri

∣∣∣∣∣∣ × 100% (20)

将计算结果的平均相对误差定义为

ε̄ =
1
N

N∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
R∗i − Ri

Ri

∣∣∣∣∣∣ × 100% (21)

将计算结果的标准差定义为

σ =

√√√
1

N − 1

N∑

i=1

(
R∗i − Ri

)2 (22)

式中, R∗i 为计算值，Ri 真实值.

接触热阻的真实值和考虑有测量误差情况下的

计算值对比如图 3所示. 相对误差沿着 x轴变化曲

线见图 4.

图 3 计算结果比较

Fig. 3 Comparison of calculation results

图 4 相对误差曲线

Fig. 4 Relative error curve

由图 3和图 4可以看出，正问题的测量误差会

随着反问题的求解而被放大.在 x = 0.325 m，相对误

差最大量值为 20.23%；在 x = 0.225 m，相对误差最

小为 0.43%，平均的相对误差 ε̄ = 6.15%，标准差为

σ = 5.31×10−4 K·m2/W，其结果的相对误差的最大值

和最小值与测量误差相比，分别被放大了约 225倍

和 5倍. 本节算例说明本文所采用的边界元法和共

轭梯度法可以解决接触热阻反问题，但反问题的求

解对测量误差比较敏感，结果会因测量输入误差而

产生较大偏差.

3 接触热阻反问题算例

3.1 基于最小二乘法的结果校正

由 2.3节可知，由于测量误差的存在，若采用上

述方法直接求解，可能导致计算结果不准确 [30,32].这

时就需要采用特殊的校正方法，来校正因测量等造

成的误差对计算结果的影响，本文采用最小二乘法

来优化计算结果.

为了简化问题，假设接触热阻 R是 x的连续函

数 R(x).为了确定未知的接触热阻 R(x)，又不失一般

性，可假设

R(x) =

n∑

n=1

αnxn (23)

其中，αn是未知的系数.

将最小二乘法准则 S (αn)定义为

S(αn) =

N∑

i=1

(R̄i(x, y) − R)2 (24)

对于其中的未知系数 αn，可通过最小化 S (αn) 得

到，对 S (αn)进行微分，使其结果等于零，即

∂S
∂αn

=

n∑

i=1

∂R
∂αn

(R̄i − R) = 0 (25)

再结合反问题得到的结果 R̄i，由式 (25)就能确定未

知的系数 αn，根据式 (23)计算接触热阻 R(x).

3.2 计算模型

实际工程中，通常在接触界面两边布置温度测

点，反演出接触热阻.仍然采用 2.1节的计算模型，

在距离接触界面 ±0.05 m处布置温度测点，具体形式

如图 5所示.
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图 5 接触热阻模型

Fig. 5 Mode of thermal contact resistance

3.3 边界条件

计算模型域 Ω内

∂2T
∂x2

+
∂2T
∂y2

= 0

边界条件为

∂T
∂x

= 0,在 x = 0和 x = 1.0处

T = 0 K,在 y = −1.0处

T = 500 K,在 y = 1.0处

内部测量点的温度值为

T1(x, y) = 285+ 0.25 sin (6πx), y = 0.05

T2(x, y) = 257+ 0.25 sin (6πx), y = −0.05

式中, 0.25 sin (6πx)同样为测量误差，其相对于准确

值测量误差很小，约 ξ = 0.09%.

3.4 计算结果

由 2.3节可知，在没有测量误差情况下，采用

边界元法和共轭梯度法反演获得界面的真实接触热

阻，见图 6中标记符为五角星的曲线所示.有测量误

差情况下，采用边界元法和共轭梯度法反演获得的

接触热阻见图 6中标记符为三角形的曲线所示.

基于最小二乘法对考虑测量误差反演出的接触

热阻值进行校正，取 n = 6. 由最小二乘法计算出来

图 6 计算结果比较

Fig. 6 Comparison of calculation results

的接触热阻函数为

R(x) = 0.001− 0.000 3x− 0.010 9x2+

0.078 4x3 − 0.197 8x4 + 0.213 5x5 − 0.083 3x6

(26)

校正后的接触热阻见图 6中标记符为圆圈的曲线所

示.

校正处理前后部分点的相对误差的减小量如表

1所示，相对误差沿着 x轴变化曲线如图 7所示.

表 1 相对误差减小量

Table 1 Reduction of relative error

x/m 0.225 0.275 0.375 0.425 0.475

before LSM process 7.27% 5.88% 4.32% 6.31% 3.93%

after LSM process 3.70% 2.42% 1.04% 1.78% 1.34%

reduction of error 49.1% 58.8% 75.9% 71.9% 65.6%

x/m 0.575 0.625 0.725 0.775 0.925

before LSM process 6.56% 7.14% 2.46% 6.77% 5.06%

after LSM process 1.76% 2.97% 0.79% 2.68% 3.12%

reduction of error 73.2% 58.3% 67.7% 60.5% 38.2%

图 7 相对误差曲线

Fig. 7 Relative error curve
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从表 1可以看出，在一些位置上，经过最小二

乘法优化后，其计算结果的相对误差下降明显，与真

实值更接近.由图 7可以看出，采用最小二乘法优化

后，整体的相对误差有所下降.在处理之前平均相对

误差为 ε̄ = 5.06%，σ = 6.11×10−5 K·m2/W，处理后平

均相对误差为 ε̄ = 2.96%，σ = 5.69×10−5 K·m2/W，经

过最小二乘法处理后，平均相对误差减小 41.5%，标

准差减小 2.45%.最小二乘法拟合的曲线既反映接触

热阻的变化趋势，还消除了其局部波动，避开了计算

结果中偏离真实值较大的测量点，使其总体误差进

一步减小，计算结果更准确.本节算例说明了最小二

乘法可以作为处理不适定性问题的一种有效方法，

最小二乘法优化算法可以使误差减小，使计算结果

较不适定处理前的计算值更接近真实值，显著提高

了计算结果的准确性.

4 结 论

本文将边界元法和共轭梯度法结合起来，研究

了二维空间随坐标变化的接触热阻反问题，具有一

定的实际参考价值，所得结论如下：

(1)在接触热阻的反问题识别中，采用边界元法

和共轭梯度法可求解反问题. 由于边界元法不需要

知道和计算内部区域的温度和热流，因而大大减少

了计算量.

(2)在无测量误差的情况下，本文采用的方法准

确可行，可以真实地反演计算得到接触面上的接触

热阻值.

(3)反问题对测量误差较敏感，存在误差的情况

下，计算结果会偏离真实值.且正问题的误差会随反

问题的求解而被放大，使得反问题求解的数值结果

误差较大.

(4) 在正问题中的误差在反问题中被放大的情

况下，为处理不适定性问题，采用了最小二乘法，

使曲线避开反问题计算结果中一些偏离实际值较大

的点，显著提高了反演计算结果的准确性.
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