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动力学与控制

双频 1:2激励下修正蔡氏振子两尺度耦合行为
1)

夏 雨 毕勤胜 2) 罗 超 张晓芳

(江苏大学土木工程与力学学院，江苏镇江 212013)

摘要 不同尺度耦合系统存在的复杂振荡及其分岔机理一直是当前国内外研究的热点课题之一.目前相关工作

大都是针对单频周期激励频域两尺度系统，而对于含有两个或两个以上周期激励系统尺度效应的研究则相对较

少. 为深入揭示多频激励系统的不同尺度效应，本文以修正的四维蔡氏电路为例，通过引入两个频率不同的周

期电流源，建立了双频 1:2周期激励两尺度动力学模型. 当两激励频率之间存在严格共振关系，且周期激励频

率远小于系统的固有频率时，可以将两周期激励项转换为单一周期激励项的函数形式.将该单一周期激励项视

为慢变参数，给出了不同激励幅值下快子系统随慢变参数变化的平衡曲线及其分岔行为的演化过程，重点考察

了 3种较为典型的不同外激励幅值下系统的簇发振荡行为.结合转换相图，揭示了各种簇发振荡的产生机理.系

统的轨线会随慢变参数的变化，沿相应的稳定平衡曲线运动，而 fold分岔会导致轨迹在不同稳定平衡曲线上的

跳跃，产生相应的激发态. 激发态可以用从分岔点向相应稳定平衡曲线的暂态过程来近似，其振荡幅值的变化

和振荡频率也可用相应平衡点特征值的实部和虚部来描述，并进一步指出随着外激励幅值的改变，导致系统参

与簇发振荡的平衡曲线分岔点越多，其相应簇发振荡吸引子的结构也越复杂.
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BEHAVIORS OF MODIFIED CHUA’S OSCILLATOR TWO TIME SCALES UNDER TWO

EXCITATOINS WITH FREQUENCY RATIO AT 1:2 1)

Xia Yu Bi Qinsheng2) Luo Chao Zhang Xiaofang

(Faculty of Civil Engineering and Mechanics，Jiangsu University，Zhenjiang212013，Jiangsu，China)

Abstract The complicated behaviors as well as the bifurcation mechanism of the dynamical systems with different

time scales have become one of the hot subjects at home and abroad, since they often behave in bursting attractors

characterized by the combinations between large-amplitude oscillations and small-amplitude oscillations. Since the slow-

fast analysis was employed to investigate the mechanism of the special forms of movements, a lot of results related to

the bursting oscillations in autonomous systems with two scales in time domain have been obtained. Recently, based

on the transformed phase portraits, different types of bursting oscillations as well as the mechanism in the vector fields

with single periodic excitation have been presented. However, few works has been published related to the systems with

multiple periodic excitations, the dynamics of which still remains an open problem. The main purpose of the manuscript

is to explore effect of the multiple scales in such systems. As a example, based on a relatively simple four-dimensional

Chua’s circuit, by introducing two periodically changed electric sources, when the two exciting frequencies are strictly
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resonant, both of which are far less than the natural frequency of the system, a dynamical model with scales under two

periodic excitations is established. Note that the combination of the two exciting terms can be transformed as a function

of a periodic term with single frequency, which can be regarded as a slow-varying parameter. The equilibrium branches

as well as the associated bifurcations with the variation of the slow-varying parameter can be derived by employing the

characteristics analysis of the equilibrium points. It is found that the distribution of the equilibrium branches as well as the

bifurcation details may changed with the variation the amplitudes of the excitations, which may influence the attractors

of the whole dynamical system. Three typical cases corresponding to the different situations of the equilibrium branches

are considered, in which different forms of bursting oscillations are observed. Based on the transformed phase portraits,

the bifurcation mechanism of the bursting oscillations has been presented. It is found that the trajectory may move almost

strictly along one of the stable equilibrium branches, while jumping to another stable equilibrium branch may occur at the

fold bifurcation points, the transient process of which leads to the large-amplitude oscillations corresponding to spiking

states. Furthermore, it is pointed out that when more fold bifurcation points involve the behaviors of the system, more

complicated bursting oscillations may appear.

Key words multi-frequency excitation，two scales in frequency domain，bursting oscillations，bifurcation mechanism

引 言

许多工程及科学问题都会涉及到不同尺度之间

的耦合 [1-2]. 这些不同尺度可以是时间上的快慢，

如在生物细胞中，快速的代谢过程与很慢的遗传变

化 [3] 以及化学反应中存在不同量级的反应速率 [4]

等；可以是空间结构上的尺度效应 [5]，如飞行器中

高速转动和相对低速平动之间的相互作用 [6]以及声

振耦合模型中存在的微尺度效应 [7] 等，也可以是时

空尺度混合的 [8] . 其动力学行为通常会表现为大幅

振荡与微幅振荡之间的耦合. 当状态变量处在微幅

振荡或几乎不变时，称为沉寂态或静息态 (quiescent

state, QS)，而大幅振荡则称为激发态 (spiking state,

SP)，系统在沉寂态和激发态之间来回变化时，会呈

现为簇发振荡 [9-10]. 簇发振荡的研究最早可以追溯

到 Poincaré研究行星轨迹时建立的奇异方程组 [11]，

但是直到诺贝尔奖获得者 Hodgkin和 Huxley建立了

两快一慢的三维模型，成功再现了神经元的簇发放

电行为以后，不同尺度耦合系统的复杂行为才受到

学术界的广泛关注 [12-13]. 然而，由于缺乏有效分析

方法，相关工作主要围绕耦合系统的近似求解 [14]、

数值仿真和实验分析 [15-16]. 2000年，Izhikevich等 [17]

引入了 Rinzel的快慢分析法，才将相关研究提升到

机理分析的层次.其中心思想是，将不同尺度耦合系

统分解为相互耦合的快慢两子系统，通过对快子系

统的平衡态及其分岔分析，得到沉寂态和激发态之

间相互转化的分岔机制，从而揭示相应簇发振荡的

产生机理 [18]. 由于快慢分析法仅对于含有单一慢变

量的自治系统有效 [19-20]，加上高维非线性系统的复

杂性，相关工作大多停留在含单慢变量的低维耦合

自治系统上 [21-22].

近些年，我们围绕周期参激和外激系统的尺度

效应开展了一系列工作 [23-24]. 当周期激励频率远小

于系统的固有频率时，可以将整个激励项视为慢变

参数，从而得到广义自治系统 [25]，通过对广义自治

系统的平衡态及其分岔行为的分析，进而利用转换

相图，得到了多种簇发振荡模式及其相应的分岔机

制 [26]. 这些工作均是针对单项激励开展的，而实际

系统往往存在着多种激励共存的现象，因此，开展多

种激励联合作用下系统尺度效应的研究有一定的科

学价值.

基于此，本文以修正的四维蔡氏电路为基础，通

过引入两频率不同的周期电流源，适当取定参数，

建立了相对简单的双频激励电路模型. 以此模型为

例，给出了各种类型的簇发振荡行为，结合相应的

分岔分析，得到了不同类型簇发振荡及其动力学演

化机理.

1 数学模型

四维修正蔡氏电路中存在着丰富的动力学行

为 [27]，在该电路的基础上，引入两频率不同的周期

电流源 iG = IG1 cos(Ω1t) + IG2 cos(Ω2t)，如图 1所示，

其中非线性阻尼的伏安特性方程为 g(V1) = ∆1V1 +

∆2V3
1 +∆3V5

1，∆1为无量纲参数，∆2和 ∆3量纲分别为

(V−2)和 (V−4).其相应的动力学方程可以表示为
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dV1/dt =
1

C1
[G1(V2 − V1) −G1g(V1) + iG]

dV2/dt =
1

C2
[G1(V1 − V2) + iL1 + iL2]

diL1/dt = − 1
L1

(V2 − R2iL2)

diL2/dt = − 1
L2

V2



(1)

图 1 双频外激励电路模型

Fig. 1 Circuit model with two periodic excitations related to different

frequencies

其中 G1 = 1/R1, G2 = 1/R2. 引入变换 V1 = E10x，

V2 = E20y，iL1 = E20u/R1，iL2 = E20v/R1，t = R1C2τ，

取定 R2 = L1/R1C2，式 (1)可以表示为如下无量纲化

形式

dx/dτ = α[y− δ(x + bx3 + cx5)] + w

dy/dτ = κx− y + u + v

du/dτ = −γy + v

dv/dτ = −βy



(2)

其中，α = C2E20/C1E10，β = R2
1C2/L2，γ = R2

1C2/L1，

δ = E10(1+∆1)/E20，κ = E10/E20，b = ∆2E2
10/(1+∆1)，

c = ∆3E4
10/(1+∆1). E10和 E20为参考电位.激励项w =

A1 cos(ω1τ) + A2 cos(ω2τ)，其中 A1 = IG1R1C2/C1E10，

A2 = IG2R1C2/C1E10，ωi = ΩiR1C2 (i = 1, 2).

当两外激励项不存在时，系统会由平衡点失稳

进入周期振荡，进而进入混沌，而对于某些参数条

件，存在着对应于两个正 Lyapunov指数 [28].周期外

激励的存在，同样会导致系统由周期振荡进入混沌.

假设外激励为零，可以计算系统的固有频率，而非线

性系统的固有频率与系统的运动状态有关，如当系

统逐渐稳定于某一焦点时，其固有频率为该焦点雅

可比矩阵的一对共轭复根的虚部值，而当系统表现

为周期振荡时，其固有频率为该振荡的频率.在此取

ω1 = 0.01，ω2 = 0.005，其他参数取常规量时，外激

励频率与系统的固有频率之间会存在量级差距. 显

然，状态变量主要按照系统的固有频率振荡，而两

激励项则按照其激励频率振荡，导致不同尺度之间

的耦合，从而产生诸如簇发等类型的特殊振荡模式.

2 分岔分析

由于两外激励频率处于严格的共振关系，假设

W = cos(0.005τ)，则两慢变项可以表示为 w =

A1 cos(ω1τ) + A2 cos(ω2τ) = A1(2W2 − 1) + A2W. 同

时，由于激励频率远小于系统的固有频率，因此，可

以将W视为慢变参数，即慢子系统，从而得到相应

的广义自治系统，即快子系统，进而将整个系统看作

快慢两子系统的耦合.也即快子系统为

dx/dτ = α[y− δ(x + bx3 + cx5)]+

A1(2W2 − 1) + A2W

dy/dτ = κx− y + u + v

du/dτ = −γy + v

dv/dτ = −βy



(3)

而慢子系统为 W = cos(0.005τ). 为揭示快慢耦合复

杂行为的产生机制，首先分析快子系统的分岔行为.

其平衡点可以表示为 E0(x, y,u, v) = (X0,0,−κX0,0),其

中 X0满足

−αδ(X0 + bX3
0 + cX5

0) + A1(2W2 − 1) + A2W = 0 (4)

其相应的特征方程为

λ4 + h1λ
3 + h2λ

2 + h3λ + h4 = 0 (5)

式中，h1 = 1 + αδΛ，h2 = β + γ − ακ + αδΛ，h3 = β +

αβδΛ+αγδΛ，h4 = αβδΛ，其中 Λ = 1+3bX2
0 +5cX4

0.当

参数满足 h1 > 0，h1h2−h3 > 0，h1h2h3−h2
1h4−h2

3 > 0，

h4 > 0时，E0为稳定的.当参数满足 h4 = 0，也即 FB

1 + 3bX2
0 + 5cX4

0 = 0

−αδ(X0 + bX3
0 + cX5

0) + A1(2W2 − 1) + A2W = 0


(6)

可能会产生 fold分岔，导致不同平衡点之间的跳跃.

而当参数满足 HB (h1 > 0,h4 > 0,h1h2 − h3 > 0)

h1h2h3 − h2
1h4 − h2

3 = 0 (7)
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则 E0 可能会由 Hopf分岔失稳，导致频率为 Ω2
H =

h3/h1 的周期振荡，在这两分岔集的交点处，也即

FHB

1 + 3bX2
0 + 5cX4

0 = 0

−αδ(X0 + bX3
0 + cX5

0)+

A1(2W2 − 1) + A2W = 0

ακ − γ = 0



(8)

可能会产生余维二 fold-Hopf分岔，导致平衡点向远

离该平衡点所在平衡曲线的极限环的跳跃.

固定参数 α = 8.0，β = 0.5，γ = 8.0，δ = 0.15，

κ = 0.5，b = −2.0，c = 1.2，A2 = 0.2.图 2分别给出了

A1 = 0.2，A1 = 0.5和 A1 = 2.0时 3种典型的不同外

激励幅值下的平衡曲线及其分岔图. 从图 2(d)中可

以看出，整个外激励项 A1(2W2 − 1) + A2W的变化并

不关于W对称，从而导致图 2(a)∼图 2(c)中的平衡

曲线也不关于W对称.同时，从图 2(d)中发现，3种

不同情形下的整个外激励项变化曲线 S1, S2和 S3均

通过 G1和 G2点，说明 3种情形下在该两点存在相

同的平衡点分布.由于 3条变化曲线所对应的值在右

端变化范围大，表明在平衡曲线图中右端存在着更

多的平衡点，这也可以由图 2(a)∼图 2(c)中的平衡

曲线得到证实.

由于W = cos(0.005τ)，因此W ∈ [−1.0, +1.0]，也

即 W的变化存在两极值边界 W = ±1.0，分别用 Σ±
表示. 在 A1 = 0.2时，由图 2(a)可知，平衡曲线由 3

段组成，其中 EB1 和 EB3 是稳定的，EB2 是不稳定

的，分别由 fold分岔点 FB1和 FB2连接.

随着 A1的增大，当 A1 = 0.5和 A1 = 2.0时，整

个外激励项的变化范围增大，导致随W变化，平衡

(a) A1 = 0.2

(b) A1 = 0.5

(c) A1 = 2.0

(d) W和 w的关系图

(d) The relationship betweenW andw

图 2 平衡曲线及其分岔图

Fig. 2 The equilibrium branches as well as bifurcation points

点数目发生改变，其相应的平衡曲线可以分为 9段，

分别由 EBi (i = 1, 2, · · · , 9)表示，其中当 i 为奇数

时，相应的平衡曲线是稳定的，而当 i 为偶数时，

其所对应的平衡曲线是不稳定的，分别由 8个 fold

分岔点 FBi(i = 1, 2, · · · , 8)连接，参见图 2(b)和
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图 2(c).

必须指出的是，图 2(b)与图 2(c)的平衡曲线虽

然在 W 变化区间的大部分均定性相同，但在 W =

−1.0附近，由于 W ∈ [−1.0, +1.0]，平衡曲线 EB1，

EB2的全部和 EB3的一部分在 A1 = 0.5时不存在，

而在 A1 = 2.0时则全部存在.另外，由于参数取值所

限，在各平衡曲线上不存在 Hopf分岔点，系统中所

有平衡曲线均由 fold分岔导致其在稳定和不稳定之

间变化.

3 尺度效应及其机理分析

由于快子系统不仅决定系统的沉寂态和激发态

的形式，同时也决定着它们之间的转化方式，因此 3

种情形下的平衡曲线及其分岔点的分布会导致系统

产生不同的动力学行为，下面我们分别考察其相应

的簇发振荡模式及其产生机制.

由于上述的平衡点及分岔分析均是基于将W作

为参数得到的，也即给出的是不同W值下的平衡点

位置及其分岔行为. 而传统的相图给出的是不同状

态变化之间的关系，如对应 (3)，其相图可定义为

Π : {[x(τ), y(τ),u(τ), v(τ)],∀τ ∈ R}

为揭示状态变量与W之间的关系，在此引入转换相

图的概念，定义广义轨迹为

ΠG : {[x(τ), y(τ),u(τ), v(τ),W(τ)],∀τ ∈ R}

其中 W = cos(0.005τ)，称该轨迹在广义空间或其 W

相关的广义子空间中的投影为转换相图，能够描述

状态变量与 W之间的相互关系.借助转换相图，以

及快子系统的分岔分析，可以得到不同平衡态及其

分岔对振荡行为的影响，从而揭示各种簇发振荡的

产生机制.

3.1情形一：A1 = 0.2

图 3分别给出了 A1 = 0.2时系统在 (x, y)和 (u, v)

平面上的相图.显然，系统轨迹围绕着两不同的平衡

点来回周期振荡，大致可以分为 4个部分，也即两围

绕平衡点的大幅振荡部分，其振荡幅值逐渐减小，

直至抵达平衡点，而后由两平衡点之间相互跳跃的

部分连接.

为揭示此振荡的复杂机理，图 4给出了 A1 = 0.2

时系统在 (W, x) 平面上的转换相图及其与快子系统

平衡曲线的叠加图.从图 4(a)可以看出，系统轨迹在

转换相图上表现为具有滞后环状的周期运动.

假设轨迹从图 4(b)的 L−1点出发，对应于W取

最小值 W = −1.0，轨迹几乎严格沿焦点型稳定平

衡曲线 EB1 运动，表现为沉寂态 QS1(参见图 4(c)),

(a)

(b)

图 3 A1 = 0.2时的相图 (a) (x, y)平面; (b) (u, v)平面

Fig. 3 Phase portrait forA1 = 0.2: (a) (x, y) plane and (b) (u, v) plane

(a) (W, x)平面上的转换相图

(a) Transformed phase portrait on the (W, x) plane

图 4 A1 = 0.2时的簇发振荡

Fig. 4 Bursting oscillations forA1 = 0.2
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(b)转换相图与平衡曲线的叠加图

(b) The overlap of equilibrium branches and transformed phase portrait

on The (W, x) plane forA1 = 0.2

(c) A1 = 0.2时叠加图的局部放大图 1

(c)Locally enlarged parts one of the overlap forA1 = 0.2

(d) A1 = 0.2时叠加图的局部放大图 2

(d) Locally enlarged parts two of the overlap forA1 = 0.2

图 4 A1 = 0.2时的簇发振荡 (续)

Fig. 4 Bursting oscillations forA1 = 0.2 (continued)

直到抵达 FB2，产生 fold分岔，轨迹跳跃到另一支稳

定平衡曲线 EB3，由于跳跃点与焦点型稳定平衡曲

线 EB3之间存在一定的距离，形成围绕 EB3的大幅

振荡，表现为激发态 SP1(参见图 4(d)).随着W的继

续增大，振荡幅值逐渐减小，轨线逐渐收敛到平衡曲

线 EB3上.

当 W增大到 W = +1.0时，随着时间的继续延

长，W将逐渐减小，轨迹几乎严格沿稳定的平衡曲

线 EB3运动，表现为沉寂态 QS2(参见图 4(d))，直到

轨线抵达 FB1，再次产生 fold分岔，轨迹跳向 EB1，

引起大幅振荡，进入激发态 SP2(参见图 4(c)). 激发

态的振荡幅值逐渐减小，直到轨迹稳定于平衡曲线

EB1，进入沉寂态 QS1，轨迹几乎严格沿 EB1运动，

直到轨迹抵达出发点 L−1，完成一个周期的振荡.

显然，簇发振荡的周期与W的变化周期完全一

致，同时轨迹将在两支稳定的平衡曲线 EB1 和 EB3

之间由 fold分岔来回跳跃，因此该簇发振荡可以称

为周期 fold/fold型簇发振荡，其几何结构为点--点型.

3.2情形二：A1 = 0.5

增大激励幅值 A1至 A1 = 0.5，从图 2(b)的分岔

图可以发现，随W的变化，快子系统可能存在多个

稳定的平衡曲线及其相应的 fold分岔点，从而导致

簇发振荡吸引子结构的改变.图 5给出了 A1 = 0.5系

统在 (x, y)和 (u, v)平面上的相图，显然，簇发振荡的

结构发生了很大的变化，系统轨迹围绕 4个平衡点

振荡.

同时，与 A1 = 0.2相比较，当 A1 = 0.5时轨迹

似乎在 (x, y)的左半相平面和 (u, v)的右半相平面复

制了另一近似形状的结构.值得指出的是，系统轨迹

在 (x, y)的左半相平面和 (u, v)的右半相平面多绕了

一圈，而在 (x, y) 的右半相平面和 (u, v) 的左半相平

面依然保持几乎相同的结构.

(a)

图 5 A1 = 0.5时的相图 (a) (x, y)平面; (b) (u, v)平面

Fig. 5 Phase portrait forA1 = 0.5: (a) (x, y) plane and (b) (u, v) plane
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(b)

图 5 A1 = 0.5时的相图 (a) (x, y)平面; (b) (u, v)平面 (续)

Fig. 5 Phase portrait forA1 = 0.5: (a) (x, y) plane and (b) (u, v) plane

(continued)

为揭示其相应的簇发振荡机制，图 6给出了在

(W, x)平面上的转换相图及其与相应快子系统平衡曲

线的叠加图.与图 4(a)相比，图 6(a)在 (W, x)平面上

形成了 3个滞后环结构，多条平衡曲线以及相应的

分岔点参与了其簇发振荡的结构.

从图 6(b)可以发现，轨迹在一个周期运动中经

历 6个 fold分岔，分岔点将整个轨迹划分为 12段，

分别对应着 6种沉寂态和 6种激发态.

依然假设轨迹从图 6(b)的 L−1 点出发，对应于

W取最小值W = −1.0，轨迹几乎严格沿焦点型稳定

平衡曲线 EB3运动，表现为沉寂态 QS1 (参见局部放

大图 7(a))，直到抵达 FB4，产生 fold分岔，轨迹跳跃

到另一支稳定平衡曲线 EB5，由于跳跃点与焦点型

稳定平衡曲线 EB5之间存在一定的距离，形成围绕

EB5的大幅振荡，表现为激发态SP1(参见局部放大图

7(b)).随着W的继续增大，振荡幅值逐渐减小，轨线

在图 7(b)的 L1点收敛到 EB5，并几乎严格沿 EB5运

(a)

(b)

图 6 A1 = 0.5时 (a) (W, x)平面上的转换相图; (b)转换相图与平衡

曲线的叠加图

Fig. 6 (a) Transformed phase portrait on the (W, x) plane; (b) The

overlap of equilibrium branches and transformed phase

portrait on the (W, x) plane forA1 = 0.5

动，进入沉寂态 QS2(参见局部放大图 7(b)).

当轨迹沿 EB5运行到分岔点 FB6时，由 fold分

岔跳跃到稳定平衡曲线 EB7(参见图 6(b))，导致大幅

振荡的激发态 SP2(参见局部放大图 7(c))，其振荡幅

值逐渐趋向零，导致轨迹几乎严格按照 EB7运动，

进入沉寂态 QS3(参见图 7(c))，直到轨迹抵达分岔点

FB8(参见图 6(b))，fold分岔导致跳跃现象，引起轨迹

产生围绕稳定平衡曲线 EB9的大幅振荡，产生激发

态 SP3，(参见局部放大图 7(d)). 随着 W的增大，轨

迹逐渐趋向并稳定于平衡曲线 EB9.

(a)Ⅰ

图 7 图 6(b)中叠加图Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ处的局部放大图

Fig. 7 Locally enlarged partsⅠ，Ⅱ，Ⅲ andⅣ of the overlap

in Fig.6(b)
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(b)Ⅱ

(c)Ⅲ

(d)Ⅳ

图 7 图 6(b)中叠加图Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ处的局部放大图 (续)

Fig. 7 Locally enlarged partsⅠ，Ⅱ，Ⅲ andⅣ of the overlap in

Fig.6(b) (continued)

当W增大到 +1.0时，也即轨迹到达 L+1点，随

着时间的继续延长，W将逐渐减小，轨迹几乎严格沿

稳定的平衡曲线 EB9 反向运动，表现为沉寂态 QS4

(参见图 7(d))，直到轨线抵达 FB7，产生 fold分岔 (参

见图 6(b))，轨迹跳向 EB7，引起大幅振荡，进入激发

态 SP4 (参见图 7(c)).激发态的振荡幅值逐渐减小，

直到轨迹稳定于平衡曲线 EB7，进入沉寂态 QS5 (参

见图 7(c))，轨迹几乎严格沿 EB7 运动，直到轨迹抵

达分岔点 FB5，fold分岔导致轨迹产生围绕 EB5振荡

的激发态 SP5 (参见图 7(b))，其振荡幅值在 L1 点趋

于零，导致轨迹几乎严格沿 EB5 运动，进入沉寂态

QS6 (参见图 7(b)).

当轨迹运行到图 6(b)中的 FB3 时，fold分岔使

得轨迹跳向稳定平衡曲线 EB3，产生激发态 SP6 (参

见图 7(a)).随着 W的继续减小，其振荡幅值也逐渐

减小，直到逐渐稳定于平衡曲线 EB3上.当轨迹几乎

严格沿 EB3 运动到出发点 L−1 时，轨迹完成了一个

周期的运动.

同样，簇发振荡的周期与W的变化周期完全一

致，同时轨迹将在四支稳定的平衡曲线 EB3，EB5、

EB7和 EB9之间由 fold分岔来回跳跃，因此该簇发

振荡则称为周期 6-fold型簇发振荡，其几何结构为

点--点--点--点型.

参与振荡的稳定平衡曲线的增加，不仅导致簇

发振荡中不同形式沉寂态和激发态数目的变化，也

会使得其簇发振荡的结构在空间中的扩张.

3.3情形三：A1 = 2.0

继续增加激励幅值至 A1 = 2.0，由图 2(c)可知，

此时所有稳定平衡曲线及其分岔行为均可能对系统

轨迹产生影响，从而进一步改变簇发振荡的吸引子

结构.图 8分别给出了系统在 (x, y)和 (u, v)平面上的

相图.

与图 5中的相图不同，系统轨迹分别在左右两

子平面上绕行两圈，但是不是周期倍化行为，这也可

(a)

图 8 A1 = 2.0时的相图 (a) (x, y)平面; (b) (u, v)平面

Fig. 8 Phase portrait forA1 = 2.0: (a) (x, y) plane and (b) (u, v) plane
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(b)

图 8 A1 = 2.0时的相图 (a) (x, y)平面; (b) (u, v)平面 (续)

Fig. 8 Phase portrait forA1 = 2.0: (a) (x, y) plane and (b) (u, v) plane

(continued)

以从下文中的转换相图中得到证实.比较图 5和图 8

中 (u, v)平面上的相图可以发现，在 A1=0.5时，轨迹

存在 6种大幅振荡，也即分别对应着 6种形式的激

发态，而在 A1=2.0时，轨迹存在 8种形式的大幅振

荡也即 8种激发态. 为进一步说明两种簇发振荡之

间的区别及图 8簇发振荡机制，图 9给出了在 (W, x)

平面上的转换相图及其与相应快子系统平衡曲线的

叠加图.

在慢变参数W的一个周期内，由图 9(a)可知轨

迹也会运行一个周期，说明两者之间的周期是一致

的. 同时，每一周期内的轨迹在 (W, x)平面上组成 4

个滞后环，分别由因 fold分岔导致的跳跃轨迹与相

关的平衡曲线围成. 说明在轨迹的每一周期内产生

8个 fold分岔，(参见图 9(b))，从而导致 8种相对大

幅振荡的激发态，同时，轨迹的激发态均逐渐收敛

于稳定平衡曲线，并几乎严格沿其运动，产生 8种沉

(a) (W, x)平面上的转换相图

(a) Transformed phase portrait on the (W, x) plane

(b)转换相图与平衡曲线的叠加图

(b) The overlap of equilibrium branches and transformed phase portrait

on the (W, x) plane forA1 = 2.0

(c) (b)中Ⅰ处的局部放大图

(c) Locally enlarged partⅠ of (b)

(d) (b)中Ⅱ处的局部放大图

(d) Locally enlarged partⅡ of (b)

图 9 A1 = 2.0时的簇发振荡

Fig. 9 Bursting oscillations forA1 = 2.0

寂态. 也即该簇发振荡会分别在稳定平衡曲线 EB1,

EB3, EB5, EB7 和 EB9 上运动，并由 fold 分岔引起

轨迹在不同稳定平衡曲线之间的跳跃，与 A1=0.5相
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比，此时稳定平衡曲线 EB1也参与簇发振荡的吸引

子结构，从而导致两者之间的差异.同样地，我们可

以称该运动为周期 8-fold型簇发振荡，其几何结构

为点--点--点--点--点型.

同时，从图 9(c)和图 9(d)局部放大图中可以发

现，随着 A1的增大，其在相应平衡曲线上的振荡时

间延长，经计算发现，位于两相应稳定平衡曲线上平

衡点特征值实部随 A1的增大会减小，导致其向稳定

平衡曲线的收敛速度减小.另外，由 fold分岔导致的

激发态可以用从分岔点向相应稳定平衡曲线的暂态

过程来近似，其振荡幅值的变化和振荡频率也可用

相应平衡点特征值的实部和虚部来描述.

4 结 论

对于严格共振的多频激励系统，可以通过适当

变换，将所有激励项表示为某一激励项的代数表达.

当激励频率远小于系统的固有频率时，可以将该激

励项作为慢变参数，从而建立相应的快子系统和单

一慢变量的慢子系统.通过对快子系统的平衡点及分

岔分析，结合转换相图，可以揭示不同簇发振荡的产

生机制.基于相对简单的模型，本文应用上述方法得

到了 3种典型的簇发振荡，并给出了其相应的产生

机制.由于快子系统的平衡曲线上仅存在 fold分岔，

发现整个系统的轨线会随参数的不同，沿不同稳定

平衡曲线运动，而 fold分岔会导致轨迹在不同平衡

曲线上的跳跃，产生相应的激发态.激发态可以用从

分岔点向相应稳定平衡曲线的暂态过程来近似，其

振荡幅值的变化和振荡频率也可用相应平衡点特征

值的实部和虚部来描述. 参与簇发振荡的平衡曲线

分岔点越多，其相应簇发振荡吸引子的结构也越复

杂.

必须指出的是，当系统中的各激励频率不存在

严格共振关系，同时激励频率远小于系统的固有频

率时，可以将激励频率与时间之积视为慢变量，同样

可以进行相关分析.在这种情况下，需要一系列的放

大图才能将不同簇发振荡的机制描述清楚，我们将

另外讨论这种情形.
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