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动力学与控制

轴向移动悬臂梁高效动力学建模及频率响应分析
1)

华洪良 廖振强 2) 张相炎

(南京理工大学机械工程学院，南京 210094)

摘要 轴向移动梁动力学问题具有广泛的工程应用背景，如：机械手、机床主轴、武器身管等.计算轴向移动梁

动力学响应是评估结构动力学性能以及最终指导结构设计的一个重要手段.采用 Rayleigh-Ritz法、拉格朗日方

程推导了轴向移动悬臂梁时变动力学方程. 选取幂级数函数构造试函数对轴向移动系统动力问题进行求解. 幂

级数函数良好的积分与微分性能，使得推导容易以矩阵的形式快速进行，便于符号运算软件直接生成MATLAB

程序.由于 MATLAB 基本数据单位为矩阵，符号软件生成的程序只需经过简单修改便可进行动力学计算.大大

缩短了轴向移动梁从建模到动力学分析的时间，过程十分高效. 通过四组算例，将本文方法计算得到的动力学

响应与文献数据进行对比，对该方法准确性进行了验证，并给出了幂级数函数拟合阶数的选取原则.以此为基

础，研究了轴向移动梁的频率响应特性. 分为考虑重力与忽略重力两种情况，讨论了轴向振动幅度对其频率响

应特性的影响.
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AN EFFICIENT DYNAMIC MODELING METHOD OF AN AXIALLY MOVING

CANTILEVER BEAM AND FREQUENCY RESPONSE ANALYSIS 1)

Hua Hongliang Liao Zhenqiang2) Zhang Xiangyan

(School of Mechanical Engineering，Nanjing University of Science and Technology，Nanjing210094，China)

Abstract The dynamics of the axially moving beam has wide application in engineering, such as robot manipulators,

machine tools and gun barrel, et al. Computing the dynamic response of axially moving beam is an important method

to evaluate the dynamic performance and finally the structure design. The time-varying motion equations of the axially

moving cantilever beam are derived using the Rayleigh-Ritz method and Lagrange’s equation. The power series function is

used to construct the trial function to solve the dynamic problem. Due to the good integral and differential performance of

power series function, the derivation is easy to be carried out in the form of matrix. In this way, the symbolic computation

software can generate the MATLAB program directly. And the generated MATLAB program can be used to conduct the

dynamic computation with few modifications, because the basic data unit of MATLAB is matrix. The overall process

is efficiency and the time from dynamic modeling to computation is greatly reduced. Through four sets of numerical

examples, the computational accuracy of the presented method is validated by comparing the dynamic responses with

those from previous literatures. Then, the effects of fitting order of the power series function on computational accuracy

are discussed. And the principle to select the fitting order of the power series function to achieve good convergence
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and computational accuracy is given. Based on the dynamic model, the effects of axial motion frequency on transverse

vibration are studied. The effects of axial vibration amplitude on the frequency response characteristic are explored. And

the difference between considering gravity and neglecting gravity effect are compared.

Key words computational dynamics，power series basis function，frequency response analysis，axially moving beam

引 言

轴向移动动力系统具有广泛的工程应用背景，

常见的有：机械手、机床主轴、武器身管 [1-3]、传送

带 [4-6]、卫星结构等. 近年来，轴向移动系统动力学

是一研究热点. 由于动力响应在评估结构动力学性

能以及最终结构设计中不可或缺，因此，一种快速、

准确的建模与响应分析方法在轴向移动系统动力学

研究过程中至关重要.

在轴向移动系统动力学研究中，通常将轴向移

动系统简化为轴向移动弦或轴向移动梁. 根据已有

文献，目前轴向移动系统动力学研究主要集中于如

下几类问题：轴向移动弹性梁与旋转刚性支撑的耦

合动力学 [7-9]，轴向移动黏弹性梁 (或弦)[10-14]、外

流体轴向移动梁 [19-22]、含有摩擦边界的轴向移动

梁 [23-24]、轴向移动梁的参数振动 [25-26]、轴向移动梁

横向振动抑制技术研究 [27-28]、轴向与横向耦合振动

研究 [29-31]等.

在轴向移动系统动力学建模过程中，主要有两

种方法.第一种为分析力学方法 [7-10,29-30,32-35]，并且

应用最为广泛的分析力学方法为第二类拉格朗日方

程.在该方法中，首先采用能量法对系统进行能量分

析，得到相应的拉格朗日函数，经离散后采用拉格

朗日方程推导得到其运动方程. 第二种为弹性力学

方法 [12,14-24,26-28,31,34,37]. 采用该方法时，首先对研究

对象取分离体进行受力分析，得到其控制方程，经离

散后直接得到其运动方程.

在离散过程中，两种主要的离散技术为有限单

元法 [8-9,32-33,38] 与假设模态法 [34-37]. 在假设模态法

中，需要一系列满足所有 (或者部分)边界条件的基

函数来构造一个试函数对原函数进行逼近. 在轴向

移动梁控制方程离散过程中，通常选取其振型函数

来构造试函数. 梁的振型函数由一系列三角函数与

双曲函数构成，形式复杂，其复杂程度取决于其具

体边界条件.在常见的边界条件中，只有简支边界梁

的振型函数相对简单，而固支边界、自由边界、悬臂

边界等梁的振型函数较复杂.在建模过程中，通常需

要采用振型函数之间的正交性对方程进行解耦. 然

而，由于梁的轴向运动，在其动力学建模过程中会

产生诸多不同于定常结构的陀螺项，利用目前已知

的模态函数正交性条件尚无法使这些陀螺项完全解

耦 [39]，因此轴向移动梁动力学建模尚无统一方法.

基于上述因素，本文尝试采用幂级数作为基函

数构造试函数对轴向移动系统动力问题进行求解.

由于幂级数基函数具有较好的积分与微分性能，更

重要的是对任何两个基函数之间的正交性并不敏感.

这一特点，使得积分演算变得非常迅速，并且对于不

同问题均很容易以矩阵的形式进行推导，推导过程

更为简洁.采用矩阵形式的最主要优势在于：能够采

用符号运算软件推导并直接生成 MATLAB 程序.由

于MATLAB 基本数据单位为矩阵，符号软件生成的

程序只需经过简单修改便可进行动力学计算.这样大

大缩短了轴向移动梁从建模到动力学分析的时间，

提高了效率.

本文主要工作：

(1)基于欧拉梁理论，首先推导了轴向移动梁动

能与势能函数，考虑时变轴向移动速度.随后，采用

Rayleigh-Ritz法与幂级数基函数对系统动能与势能

函数进行离散，并通过拉格朗日方程推导得到系统

运动方程.

(2)将本文计算得到的动力学响应与相关文献数

据进行比较，对本文方法与模型的准确性进行验证.

并给出幂级数函数拟合阶数的选取原则.

(3)研究轴向往复运动频率对横向振动的影响，

即频率响应分析 (身管武器应用背景).分为考虑重力

与忽略重力两种情况进行讨论.

1 动力学建模

考虑一轴向移动悬臂梁模型，如图 1. 梁总长

LB，悬臂长 L (t).杨氏模量、惯性矩、密度、截面积分

别为 E, I , ρ, A.梁横向位移采用 w (x(t), t)进行描述.

梁上任意一点发生变形后，其位移矢量为

R =


[x(t) 0]T , x ∈ [−Lc(t),0]

[x(t) w (x(t), t)]T , x ∈ [0, L(t)]
(1)
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图 1 轴向移动悬臂梁

Fig. 1 Axially moving cantilever beam

将式 (1)对时间求导得到速度矢量

Ṙ =


[ ẋ 0]T , x ∈ [−Lc (t) ,0]

[ ẋ w′ ẋ + ẇ]T , x ∈ [0, L(t)]
(2)

式中，点和撇分别表示对时间、空间求偏导.根据式

(2)，系统动能为

T =
1
2
ρA

∫ L

−Lc

Ṙ
T
Ṙdx (3)

梁弯曲变形产生的应变能为

Us =
1
2

EI
∫ L

0
w′′2dx (4)

考虑梁轴向运动存在加速度，其轴向惯性力产生的

拉伸应变能为

Ua = −1
2
ρA

∫ L

0
(L − x)ẍw′2dx (5)

根据式 (3) ∼式 (5)，得到系统拉格朗日函数

L =
1
2
ρA

∫ L

−Lc

Ṙ
T
Ṙdx− 1

2
EI

∫ L

0
w′′2dx−

1
2
ρA

∫ L

0
(L − x)ẍw′2dx (6)

2 离散与运动方程

首先构造试函数

w = N (x(t), t) q(t) (7)

对梁的横向位移进行离散.式中

N (x(t), t) = [N1,N2, · · · ,Nn] (8)

q(t) =
[
q1,q2, · · · ,qn

]T (9)

在式 (8)中

Ni =

n1+1∑

j=1

α ji x
j−1 , i ∈ [0,n] (10)

为满足悬臂梁边界条件的幂级数函数.式中，n1为幂

级数函数阶数；α ji 为幂级数函数系数，确定 α ji 的一

个简易方法就是对悬臂梁振型函数进行拟合. 在拟

合前，首先将悬臂梁振型函数

Φi =
cosλi + chλi

2shλi sinλi

[
chλi x− cosλi x−

shλi − sinλi

chλi + cosλi
(shλi x− sinλi x)

]
(11)

映射至 1-1空间. 式中，cosλi + chλi/2shλi sinλi 为一

系列幅值映射系数；λi 为特征方程 cosλichλi + 1 = 0

的根.经过该映射后，梁长度与自由端横向位移均被

无量纲化为 1.将梁长度映射为 1后，有利于后续缩

放为梁实际悬臂长度进行动力学计算.将梁自由端横

向位移映射为 1后，结果后处理将变得十分简单，

梁自由端真实的横向位移即为各基函数坐标的和.

式 (10)中幂级数系数可根据式 (11)拟合得到.

对于自适应任意悬臂长度的基函数可以将式 (10)沿

X轴缩放得到

Ni =

n1+1∑

j=1

α ji

(
x

L(t)

) j−1

(12)

将式 (7)代入式 (6)，并将结果代入拉格朗日方

程，把重力作为广义力考虑，得到系统运动方程

Mq̈ + Cq̇ + Kq = − f g (13)

式中

M = m1 (14)

C = ṁ1 − c1 + c2 (15)

K = ċ2 − k1 + k2 − k3 (16)

m1 = ρA
∫ L

0

(
NTN

)
dx

c1 = ρA
∫ L

0

(
VxN′TN + Ṅ

T
N
)
dx

c2 = ρA
∫ L

0

(
VxNTN′ + NTṄ

)
dx

k1 = ρA
∫ L

0

(
V2

x N′TN′ + VxN′T Ṅ+

VxṄ
T
N′ + Ṅ

T
Ṅ
)
dx

k2 = EI
∫ L

0

(
N′′TN′′

)
dx

k3 = ρA
∫ L

0
(L − x)AxN′TN′dx

− f g = ρAg
∫ L

0
NTdx



(17)
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值得一提的是，式 (13)中 C为梁弯曲变形与轴

向运动产生的陀螺项，而非结构阻尼.并且，Vx = ẋ

与 Ax = ẍ 分别为梁轴向运动速度与加速度. Vx =

V0 + Axt，V0为初始速度.由于式 (17)为一系列幂级

数函数乘积的积分运算，很容易采用符号运算软件

进行推导得到其代数格式，并自动生成MATLAB 程

序.

3 模型验证

本节采用 4个算例对本文方法准确性进行验证.

前两个算例源于文献 [36]，在该算例中，梁作轴向匀

速运动.后两个算例源于文献 [29]，算例中梁作轴向

匀加速运动. 4个算例中，梁截面积、杨氏模型、惯性

矩、密度均一致，分别为 1.4661×10−3m2, 6.833 5 N/m2,

1.107 3×10−8 m4, 2 738.6 kg/m3.其余参数设置见表 1.

计算得到的梁自由端动力学响应与文献 [36]和

文献 [29]对比见图 2和图 3.本文计算结果与文献结

果吻合较好，说明本文采取的方法以及建立的模型

(a)收缩运动

(a) Retracting motion

(b)伸展运动

(b) Extruding motion

图 2 匀速收缩、伸展运动

Fig. 2 The retracting and extruding motion with constant velocity

(a)收缩运动

(a) Retracting motion

(b)伸展运动

(b) Extruding motion

图 3 匀加速收缩、伸展运动

Fig. 3 The retracting and extruding motion with constant acceleration

表 1 验证算例物理参数

Table 1 Physical parameters of the verification examples

Example V0/ Ax/ LB/ L0/ v(L0,0)/ Figure

No. (m·s−1) (m·s−2) m m m No.

1 −0.1 0 3.657 3 10×10−3 2(a)

2 0.1 0 3.657 1.8 5×10−3 2(b)

3 0 −1 10 8 5×10−3 3(a)

4 0 1 10 2 5×10−3 3(b)

准确可靠.

4 幂级数基函数拟合阶数的影响

第 2节中，幂级数函数拟合阶数 n1的大小将直

接决定幂级数基函数的拟合精度，并最终影响到动

力学计算精度. 本节主要讨论幂级数拟合阶数对动

力学计算精度的影响.

根据式 (11)，采用 MATLAB 软件编程，在计算

域内对各振型函数均匀采样，本文采用 500个样本

点.然后根据得到的样本点以及给定的拟合阶数，采
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用 polyfit函数便可拟合得到幂级数函数系数 α ji . 为

了给出拟合阶数的选取原则，采用幂级数函数的最

大相对拟合误差作为量化指标

e =
max|Ni −Φi |

|Φi | × 100 (18)

需要说明的是，笔者在研究过程中发现在多数

情况下，细长悬臂梁结构动力响应主要取决于其一

阶模态.因此，本节只讨论第一阶模态拟合阶数对动

力学计算精度的影响.通过计算，在表 2中给出了拟

合阶数为 1至 10范围内的最大相对拟合误差. 对比

发现，随着拟合阶数的增大，幂级数函数的最大相对

拟合误差逐渐减小.

表 2 最大相对拟合误差

Table 2 The maximum relative fitting error

Fitting order
The maximum relative

fitting error/%

1 19.539 000 000

2 6.317 500 000

3 0.335 000 000

4 0.087 900 000

5 0.003 400 000

6 0.000 523 080

7 0.000 012 523

8 0.000 001 726

9 0.000 000 036

10 0.000 000 004

随后，以第 3节算例 2为例，分别采用不同拟

合阶数的幂级数函数进行动力学计算，得到梁自由

端位移响应曲线对比如图 4. 以 10阶拟合精度的幂

级数函数计算得到的动力学响应曲线为参考进行对

比研究.图 4(a)表明，当拟合阶数在 1至 4阶范围内

时，动力学计算产生了较大的误差.尤其是当拟合阶

(a) 1∼4阶响应比较

(a) Dynamic responses comparison of 1 to 4 order

(b) 5∼9阶响应比较

(b) Dynamic responses comparison of 5 to 9 order

图 4 幂级数函数拟合阶数对动力学计算精度的影响

Fig. 4 The effect of fitting order of the power series function on

computational accuracy

数为 1时，计算得到的响应曲线根本无法反应梁的

真实振动情况.这是因为采用一阶幂级数函数时，式

(17)中 N′′对空间 X求导两次后为零，相当于结构刚

度消失.当拟合阶数增加至 5阶及其以上后，响应曲

线与 10阶响应曲线基本吻合，差异很小. 因此，为

了保证动力学计算精度，应采用至少 5阶幂级数函

数进行拟合.由表 2可知，5阶幂级数函数对应的最

大相对拟合误差为 0.003 4%.因此，笔者建议在选取

幂级数函数拟合阶数时，应将其最大相对拟合误差

控制在千分之一以内.

5 频响分析

本节讨论轴向振动频率对梁横向振动的影响.其

工程应用背景为武器浮动身管. 很多身管武器在设

计过程中，为了减小后坐力，经常将其身管设计为

浮动形式，使得身管在发射过程中能够沿着枪 (炮)

身做前后相对运动，吸收一部分后坐动能.武器连续

发射过程中，身管不停地做轴向往复运动，使得膛口

横向振动受到扰动.由于身管的射击精度直接于弹头

出膛口瞬时膛口的振动状态.因此，研究此类振动系

统的频响特性对匹配身管武器系统动力学特性、避

免结构共振具有重要意义.

在研究频响特性时，使轴向移动梁做轴向简谐

运动，其悬臂长度、轴向速度、加速度由下式给出

L(t) = L0 − Amp sin (2πωt)

Vx(t) = −2πωAmp cos (2πωt)

Ax(t) = 4π2ω2Amp sin (2πωt)


(19)
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式中，L0 表示梁平均悬臂长度；Amp和 ω 分别表示

简谐运动幅值与频率.算例所用参数设置如表 3.

表 3 算例参数

Table 3 Example parameters

Physical parameters Value

A/m2 3.141 6×10−4

E/Pa 2×1011

I /m4 7.85×10−9

ρ/(kg·m−3) 7 900

Amp/mm 10/25/50/100

ω/Hz 0∼50

L0/m 1

5.1 考虑重力影响

图 5给出了不同轴向振动幅值下的梁自由端频

率响应特性曲线.从图 5可以发现，轴向振动幅值越

大，幅频响应曲线中特殊频率点越多.当轴向运动幅

值为 10 mm时 (图 5(a))，幅频响应曲线中只有 c和

d两个特殊频率点. 当轴向运动幅值增加至 100 mm

时，幅频响应曲线中共出现了 5个特殊频率响应点，

如图 5(d)，各频率值见表 4.

(a) Amp = 10 mm

(b) Amp = 25 mm

(c) Amp = 50 mm

(d) Amp = 100 mm

图 5 轴向移动梁频率响应特性 (考虑重力)

Fig. 5 Frequency response characteristic of the axially moving beam

(considering gravity)

表 4 各频率响应点频率值 (Hz)

Table 4 Frequency of each response point (Hz)

Vibration

amplitude/mm

Frequency response points

a b c d e

10 – – 14.13 27.23 –

25 – 7.07 14.13 27.35 28.36

50 – 7.1 14.13 27.35 28.36

100 4.7 7.1 14.32 26.76 28.36

当梁轴向振动频率由频率点 c向频率点 d靠近

过程中，梁横向振动幅度逐渐减小，并在频率点 d达

到最小值.因此，在往复轴向运动系统动力学设计过

程中，匹配其轴向振动频率使其尽可能接近 d频率

点，能够有效减小横向振动，改善系统动力性能.

然而，需要注意的是 d频率点会因梁轴向振动

幅度而变得不稳定，见图 5(b)∼图 5(d).随着梁轴向

振动幅度的增加，在频率曲线中 d频率点附近会出

现 e频率点，该频率点为不稳定频率点.当梁在 e频

率点做轴向振动时，梁横向振动幅度迅速增加并失

稳，如图 5(d). 并且，e频率点频带宽度会随着梁横
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向振动幅度的增大而增大，对梁的横向振动十分不

利. 避免 e频率点出现的一个有效方法就是调整梁

轴向振动幅度.

笔者发现，在重力作用下，各频率点频率值分布

有一定规律性：梁平均悬臂长度对应的第一阶模态

频率为 14.07 Hz，a,b,e频率点频率值分别分布在梁

第一阶模态频率的 1/3, 1/2, 2倍处附近.因此，在轴

向运动系统动力学设计过程中，不仅要使轴向振动

频率避开一阶模态频率. 在轴向振动幅值较大的情

况下，避开一阶模态频率的 1/3, 1/2, 2倍频率值也是

必要的.

5.2 忽略重力影响

将重力加速度 g设为 0，则可忽略重力对梁横向

振动的影响.同样分析不同轴向振动幅值下的梁频率

响应特性，结果见图 6.

对比图 5与图 6可以发现，忽略重力影响后，梁

的频率响应特性变得相对简单. 当梁轴向振动幅度

较小时，轴向运动频率对梁的横向振动影响很小，

如图 6(a).随着梁轴向振动幅度的增大，频响曲线在

28.36 Hz附近出现共振峰 (即 5.1节中 e频率点)，使

系统失稳. 梁轴向振动幅度越大，e频率点共振带宽

越大，这一现象与文献 [33]得出的结论一致.

关于轴向运动梁的稳定性，主要是由于式 (15)

中的 C 为一陀螺项，其符号受到梁运动方向的影

响，即：梁做伸展运动时，C符号为正，具有阻尼效

应，能够耗散系统能量使系统获得稳定.当梁做收缩

运动时，C符号为负，收缩运动过程中梁会从固定边

界处吸收能量，使系统处于不稳定运动状态，甚至失

稳.关于轴向运动梁的稳定性的详细讨论，可参考文

献 [32].

(a) Amp = 10 mm

(b) Amp = 25 mm

(c) Amp = 50 mm

(d) Amp = 100 mm

图 6 轴向移动梁频率响应特性 (忽略重力)

Fig. 6 Frequency response characteristic of the axially moving Beam

(neglecting gravity)

6 结 论

本文采用Rayleigh-Ritz法、拉格朗日方程推导了

轴向移动悬臂梁时变动力学方程. 与以往离散方法

不同的是，本文选取幂级数函数构造试函数对轴向

移动系统动力问题进行求解. 由于幂级数基函数具

有较好的积分与微分性能，这一特点使积分运算变

得非常迅速，并且很容易以矩阵的形式进行推导，
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并可以采用符号运算软件直接生成 MATLAB 程序.

由于MATLAB 基本数据单位为矩阵，符号软件生成

的程序只需经过简单修改便可进行动力学计算. 这

样大大缩短了轴向移动梁从建模到动力学分析的时

间，过程十分高效.相关算例对比表明，本文采取的

方法与建立的模型准确可靠.

通过建立的时变动力学方程对梁的轴向共振问

题进行了研究，得到如下结论：

(1)在选取幂级数函数拟合阶数时，应将其最大

相对拟合误差控制在千分之一以内，以保证较好的

动力学计算精度.

(2)轴向振动幅值越大，幅频响应曲线中特殊频

率点越多，并且容易导致系统失稳.同时，失稳频率

宽度越大.

(3)考虑重力影响时，会在梁一阶模态频率值的

1/3、1/2、2倍处附近产生共振峰.共振峰峰值随着轴

向振动幅度的增加而增加.忽略重力影响，即梁在水

平面内的振动，梁的频率响应特性相对简单，只在梁

一阶模态频率值的 2倍处附近出现系统失稳.
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