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求解一类可分离凸规划的对偶显式模型

DP-EM 方法
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摘要 推导对偶目标函数的精确显式表达式，可选用更多成熟高效的求解方法，从而进一步提高了非线性规划

对偶理论求解结构拓扑优化问题的效率.研究工作来源于非线性凸规划同其对偶规划的间隙为零，可以等价转

化为对偶问题求解，通常可以大大地缩小问题的规模，可是二者不具有显式关系却影响了对偶解法的应用. 所

幸的是，结构优化当中一大类问题包括连续体结构拓扑优化问题，不仅具有凸性，而且具有变量可分离性，于

是原变量和对偶变量之间有了显式关系，因此，对偶解法成了 38年来被应用的有效方法之一.然而长期以来，

对偶问题的目标函数并不是显式，这缘于含参数的极小化问题导致目标函数为隐式表达，常见的显式化方法是

进行二阶近似. 本文突破了对偶问题难以显式化只能采用近似显式的定势，将我们提出的 “对偶规划 --显式模

型”(DP-EM)方法应用于连续体结构拓扑优化，并与对偶序列二次规划 (DSQP)算法及移动渐近线 (MMA) 算法

为求解器的方法进行计算效率对比，结果显示：(1) MMA 算法比 DP-EM算法和 DSQP算法的外部迭代次数均

多；(2) DP-EM算法与 DSQP算法外循环次数相同，而内循环数显著减少.说明了 DP-EM算法具有显式对偶函

数的优势.
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Abstract An explicit exact formula is derived for the objective function of the dual model of a class of separable convex

programming problems. It makes more mature and efficient methods can be chose to solve the dual model. Therefore, the

advantage of applying the duality theory of nonlinear programming to efficiently solve structural topology optimization

problems is fully exploited. The research work is rooted in that the gap of a nonlinear convex programming with its dual

programming is zero. Solving original programming can be equivalently transformed into solving its dual programming.
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The scale of the solved programming can usually be reduced greatly. But an explicit relationship is not existed between the

original programming and dual programming has affected the application of the dual solution algorithm. Fortunately, the

programming models of a large class of structural optimization problems, including the continuum topology optimization,

are convex and separable. And an explicit relationship between the original variables and their dual variables is existed;

therefore, the dual solution algorithm has become one of the effective methods for 38 years. However, the objective

function of the dual problem is not explicit for a long time. It is because the dual problem is a parametric minimization

problem which leads to the objective function is expressed as an implicit expression. The common explicit expression

for the dual objective function is a two-order approximation. The regular thinking tendency that the dual problem is

too difficult to be expressed explicitly and can only be expressed approximately is breakthrough. A dual programming

explicit model (DP-EM) method is put forward for the topology optimization of continuum structures. Comparison of

computational efficiency among the DP-EM method, the dual sequential quadratic program (DSQP) method and the

method of moving asymptotes (MMA) is presented. The results showed that: (1) more external iterations are needed

for the MMA algorithm than the DP-EM algorithm and DSQP algorithm; (2) same external iterations are needed for the

DP-EM algorithm and DSQP algorithm, but internal iterations is less for the DP-EM method. It shows the advantage of

the DP-EM algorithm due to its explicit dual function.

Key words explicit dual objective function, separable convex programming, structural topology optimization, dual

sequential quadratic program method, method of moving asymptotes

引 言

结构拓扑优化已经提出了大量的研究方法，比

如均匀化方法 [1]、变密度法 [2]、ICM 法 [3]、进化结

构优化方法 [4]、水平集法 [5]、相场法 [6] 及拓扑导数

法 [7-8] 等，综述文献可参考 Sigmund等 [9] 及 Joshua

等 [10]，专著有 Bendsoe等 [11] 的变密度法及隋允康

等 [12]的 ICM法等.从优化模型的角度看，多数方法

建立的数学模型归结为非线性规划问题，可以采用

基于非线性规划理论的各种求解算法，其中也包括

数学规划对偶理论的相关解法 [13]. 早在结构拓扑优

化之前的结构截面优化研究中，对偶规划解法就已

经被关注，最典型的是 1979年 Fleury发表的工作，

把凸规划的对偶规划解法作为新方法介绍到结构优

化领域，并且用于求解桁架截面优化问题 [14].

较之含很多约束条件的原问题，对偶问题只含

有非负对偶变量条件，称为拟无约束规划，只要稍

微修正一下，无约束规划的寻优算法就可以应用，

这是该方法的优势.美中不足的是，对偶目标函数只

是隐函数形式，然而，却可以求出其一阶导数和二阶

导数的数值表达式.因此，Fleury在文献 [14]中介绍

了寻优的一阶算法和二阶算法，二者都是无约束规

划寻优的 “上升算法”(即反向的 “下降算法”).

钱令希团队于 1980年就论证了求解结构桁架截

面优化原问题和对偶问题的等价性 [15]，并且指出：

由于对偶问题变量的维数等于原问题的约束个数，

通常会大大地缩小优化的规模，因此建议按对偶问

题求解，然后通过 Kuhn-Tucker条件建立原变量与对

偶变量之间的显式关系，得到原问题的最优解.在对

偶问题求解时，用 Lemke算法或其他算法直接求解

拟无约束的二次规划形式的对偶问题，较之 Fleury

采用的 “上升算法”，二次规划算法简洁、方便和可

靠.

在钱令希团队的一系列工作 [3,15-20] 中，文献

[15-17]阐发了桁架结构优化运用对偶问题求解的理

论和方法，文献 [18]将截面优化问题的对偶解法从

文献 [14-17]的杆单元推广到杆、膜、梁单元的组合

结构，文献 [3]则进一步推广到杆、膜、板、壳、梁单

元的复杂组合结构，而且文献 [18] 和文献 [3] 分别

把只适合杆单元 [14-17] 的对偶函数的二阶导数公式

做了相应的推广，文献 [19-20]聚焦在二次规划，介

绍了该团队的一系列工作：原问题的二次化、对偶问

题的二次化、正定几何规划的二次化和缩并几何规

划二次化.

隋允康从 1995年就指导博士生和硕士生开始了

结构拓扑优化 ICM 法的研究，限于篇幅，本文只列

出相关的 4篇文献 [21-24]，其他研究者如龙凯等也应

用过 ICM法 [25]. ICM方法建立优化模型后，都是将

原问题转为对偶问题求解.原因在于：对偶变量的个
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数是原问题的有效约束数目，因而对偶问题的设计

变量维数极大地降低，以连续体多位移约束的结构

拓扑优化为例，假如有 10 000个单元，4个载荷工况

下 3点位移约束，实际有效约束最多只有 12个，亦

即最多 12个对偶变量，而原问题却有 10 000个原变

量.其中的奥妙就在于 Kuhn-Tucker条件成为原变量

与对偶变量之间显式关系的桥梁，从而大幅度地提

高了求解效率.

基于 ICM方法建立的优化模型，同结构截面优

化的研究类似，难以求解出对偶目标函数的显式表

达式，只得转而求其一阶导数和二阶导数，进而建立

二次近似函数形式的对偶目标函数，形成对偶序列

二次规划 (DSQP)方法的求解算法 [3,12]，取得了很好

的求解效率.由于长期以来采用 DSQP方法求解，加

上对偶目标函数依然是一个含参数的极小化问题，

因而形成了不求对偶问题的目标函数显式的定势.

本文从结构优化所建立的数学规划模型的特

点出发，针对一大类常见的变量可分离的凸规划问

题，突破了只是停留在对偶目标二阶近似的定势，

推导得出了显式的对偶目标函数. 在这一研究的基

础上，提出了便捷求解的 DP-EM(dual programming -

explicit model)方法，并将其应用于求解连续体结构

的拓扑优化问题.本文将 DP-EM方法与基于 DSQP

算法及MMA 算法 [26]的方法进行计算效率对比，结

果显示 DP-EM方法具有更高的求解效率.

1 对偶目标函数的显式化导致 DP-EM 方法

对于下列非线性规划

Find x ∈ EN

Make F(x) =

N∑

i=1

ai x
α
i → min

s.t. G j(x) =

N∑

i=1

bi j x
−β
i − g j 6 0 , j = 1,2, · · · ,M

xi 6 xi 6 xi , i = 1,2, · · · ,N

α, β > 1


(1)

满足凸规划的条件. x 为设计变量向量，N 为设计

变量数目，F(x)为目标函数，G j(x)为不等式约束函

数，M 为约束数目，xi 及 xi 为设计变量上下限，ai ,

bi j , α及 β分别为目标函数及约束函数中的系数及指

数.

式 (1)的拉格朗日函数为

L(x, λ) =

N∑

i=1

ai x
α
i +

M∑

j=1

λ j

( N∑

i=1

bi j x
−β
i − g j

)
(2)

其中 λ j 为拉格朗日乘子.原问题 (1)的对偶问题为

Find λ ∈ EM

make ϕ(λ)→ max

s.t. λ j > 0 , j = 1,2, · · · ,M


(3)

其中

ϕ(λ) = min
xi6xi6xi

(L(x, λ)) (4)

式 (4)的 Kuhn-Tucker条件为

αai xα−1
i − β

M∑

j=1

λ jbi j x
−β−1
i



< 0 (x∗i = xi)

= 0 (xi < x∗i < xi)

> 0 (x∗i = xi)

(5)

上式中 3 种情况的变量集合分别为上被动变量集

I a、主动变量集 I a 和下被动变量集 I a. 由式 (5)解

出

x∗i =



xi (i ∈ I a)


β

αai

M∑

j=1

λ jbi j



1
α+β

(i ∈ I a)

xi (i ∈ I a)

(6)

将式 (6)代入式 (4)得

ϕ(λ) = L(x∗, λ) =

N∑

i=1

ai
(
x∗i

)α
+

M∑

j=1

λ j

( N∑

i=1

bi j
(
x∗i

)−β − g j

)
(7)

下面的工作是设法将式 (7) 的表达式适当转

化，从而将 ϕ(λ)显式化.为此，将式 (6)代入式 (5)，

其中，主动变量有下式

α

β
ai

(
x∗i

)α ≡
M∑

j=1

λ jbi j
(
x∗i

)−β (i ∈ I a) (8)

对于 i ∈ I a求和，得

α

β

∑

i∈Ia

ai
(
x∗i

)α ≡
∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j
(
x∗i

)−β (9)
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由式 (9)可得

N∑

i=1

M∑

j=1

λ jbi j
(
x∗i

)−β−
∑

i∈I a

M∑

j=1

λ jbi j (xi)
−β−

∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j

(
xi

)−β
=
α

β

∑

i∈Ia

ai
(
x∗i

)α (10)

亦即

N∑

i=1

M∑

j=1

λ jbi j
(
x∗i

)−β
=
α

β

∑

i∈Ia

ai
(
x∗i

)α
+

∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j (xi)
−β

+
∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j

(
xi

)−β
(11)

将式 (11)代入式 (7)，得

ϕ(λ) = L(x∗, λ) =

∑

i∈Ia

ai
(
x∗i

)α
+

∑

i∈Ia

ai (xi)
α

+
∑

i∈Ia

ai

(
xi

)α
+

α

β

∑

i∈Ia

ai
(
x∗i

)α
+

∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j (xi)
−β

+

∑

i∈Ia

M∑

j=1

λ jbi j

(
xi

)−β −
M∑

j=1

λ jg j =

−ψ(λ) + const (12)

其中，x∗i 按式 (6)用 λ表达，于是有

ψ(λ) =

M∑

j=1

λ j

g j −
∑

i∈Ia

bi j (xi)
−β −

∑

i∈Ia

bi j

(
xi

)−β
−

α + β

β

∑

i∈Ia

ai


β

αai

M∑

j=1

λ jbi j



α

α + β
(13)

∑

i∈I a

ai (xi)
α

+
∑

i∈Ia

ai

(
xi

)α
= const (14)

根据式 (12)，对偶规划式 (3)可以转化为等价的

如下规划

Find λ ∈ EM

makeψ(λ)→ min

s.t. λ j > 0, j = 1,2, · · · ,M


(15)

注意式 (15)具有显式目标函数式 (13)，此规划在联

合式 (6) 的情况下，可以在原问题的凸规则的前提

下，得到原问题 (1)的解. 上述在理论上是完整的，

用于结构优化的实际问题，只是多了一个建立优化

模型的工作.

由于结构优化模型是近似的，建模伴随着求

解，是一个大循环的迭代过程.另外，式 (6)依赖于上

被动变量集 I a、主动变量集 I a和下被动变量集 I a，

在式 (15)与式 (6)的交替计算中，若变量集有变动，

则每一轮大循环中出现小循环的过程.

鉴于每轮建模中，结构分析与敏度分析的昂

贵，与建模得到 bi j (i = 1,2, · · · ,N; j = 1,2, · · · ,M)

构造式 (13)，然后求解规划 (15)，代回式 (6)得到一

个解，而不做小循环相比，采用小循环要好得多，可

以充分利用好昂贵的模型.

至于规划 (15)在显式 (13)下的求解方法，比以

往规划的 SQP解法可以有更多的选择，不仅二次规

划方法，还可以利用其他无约束优化方法，例如最

速下降法、共轭梯度法、牛顿法、拟牛顿法 (变尺度

法)、信赖域法等等. 尽管存在一个对偶变量非负约

束，每次算出的 λ j 只要为负值，就可以修正为 0.此

文中采用了 MATLAB 优化工具箱中的 fmincon函数

求解规划 (15).

上述是针对一类变量可分离凸规划问题的建立

模型和求解算法，为了方便于表述，称之为 “对偶规

划 --显式模型”(dual programming-explicit model，DP-

EM)方法.

2 DP-EM方法对于连续体结构拓扑优化的

应用

以重量极小化受位移约束的连续体结构拓扑优

化为例，应用 ICM 法建立拓扑优化模型，采用幂函

数形式的过滤函数，单元重量及单元刚度用过滤函

数识别

wi = (ti)
αw0

i , ki = (ti)
βk0

i (16)

其中, wi 及 ki 为单元重量及单元刚度阵，w0
i 及 k0

i

为单元固有重量及单元固有刚度阵. fw(ti ) = (ti)α 及

fk(ti ) = (ti)β 分别为单元重量及单元刚度的幂函数形

式过滤函数，本文取 α = 1及 β = 3.

结构总重量可表达为

wi =

N∑

i=1

(ti)
αw0

i (17)

其中 N表示单元拓扑设计变量的总数.
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利用莫尔定理位移可表达为

u j =

N∑

i=1

(t(k)
i )β

(ti)β
[(uV

i j )
TFR

i ](k) =

N∑

i=1

(t(k)
i )βAi j

(ti)β
=

N∑

i=1

ci j

(ti)β
(18)

其中 t(k)
i 为第 k步迭代时单元 i对应的拓扑变量值，

uV
i j 及 FR

i 为单元 i 在第 j 个位移对应单位虚工况下

的单元节点位移向量及在实工况下的单元节点力向

量，j = 1,2, · · · , J，J = L × R为优化模型中位移约

束条件总数，L为工况数，R为定义的位移约束总数.

Ai j = [(uV
i j )

TFR
i ](k) 定义为第 k次迭代时单元 i 对位移

j 的贡献系数，ci j = (t(k)
i )βAi j 为位移 j 的约束近似方

程系数.

用 ICM法建立的拓扑优化模型表示为

Find t ∈ EN

Make W =

N∑

i=1

(ti)
αw0

i → min

s.t.
N∑

i=1

c ji

(ti)β
6 ū j

ti 6 ti 6 1

(i = 1,2, · · · ,N ; j = 1,2, · · · , J)



(19)

式中 t = (t1, t2, · · · , tN)T 是单元拓扑设计变量向量 ū j

表示第 j 号位移约束的上限.此模型与式 (1)相同，

不同之处只是设计变量 x用拓扑设计变量 t 表达而

已.

3 程序实现和算例比较

式 (19)的结构拓扑优化问题即式 (1)形式的可

分离变量非线性规划，为了比较不同数学规划求解

算法的效率，编制了 3种求解方法的程序：本文提出

的 DP-EM方法对应的求解算法，以往的 DSQP算法

和移动渐近线 (MMA) 算法. DP-EM算法及 DSQP算

法采用自编的 MATLAB 函数，MMA 算法采用文献

[13]所公布的 MATLAB 代码.

3种算法的收敛准则采取连续二次迭代的最大

设计变量差值小于设定的收敛精度

∆ = max(|t(k+1)
i − t(k)

i |) 6 ε , i = 1,2, · · · ,N (20)

其中收敛精度 ε在此文中取 0.005.

连续体结构拓扑优化存在棋盘格现象及网格依

赖等数值不稳定问题，消除此数值不稳定问题的一

类典型方法是过滤法 [9] . 本文采用对位移贡献系数

Ai j 进行过滤处理的方法 [22].

为了验证本文方法的正确性，采用网上公布的

88行编码的连续体结构拓扑优化程序的优化结果，

作为算例进行比较 [27]. 不过，文献 [27]求解的是体

积约束下结构柔顺度极小问题，而本文求解的是位

移约束下体积极小问题.

如何把 88行程序的结果作为本文的算例？首先

用 88行程序算出一个最优拓扑构型结果，把其中拟

作为位移约束点的位移作为算例的约束位移值，然

后用本文的三种方法进行计算；最后把算例与文献

[27]的结果对比看最后的拓扑构型是否相同.

算例 1：MBB 梁拓扑优化

MBB梁拓扑优化，基结构宽高比为 6:1，无量纲

集中载荷 F=2作用于跨中顶点，左、右下角分别为

铰支及滑动铰支约束，材料无量纲弹性模量 E = 1，

泊松比 0.3. 取一半结构进行分析，计算简图如图 1

所示，采用 60×20, 150×50及 300×100三种网格进行

计算.

图 1 150×50网格 MBB 梁问题取一半结构进行分析及

优化时模型定义

Fig. 1 Half of structure for analysis and optimization of the MBB beam

with 150×50 mesh

采用与文献 [27]相同的数据，保留体积比 0.5，

采用敏度过滤，过滤半径为基结构高度的 0.12倍，

SIMP方法的惩罚因子取 p = 3，收敛精度分别取 0.01

及 0.005.采用 150×50网格按 88行程序计算出来的

体积约束下结构柔顺度极小化的最优拓扑图形如图

2所示，两种精度下得到的最优拓扑图形相同，对应

的最优目标函数值分别为 219.52及 219.57，相差很

小. 其中收敛精度为 0.01时的结果与文献 [27]是相

同的.

收敛精度为 0.005时对应的最优结构在力作用

方向的位移值为 219.57，以此位移值作为此算例位

移约束下重量极小化问题中的位移约束值.
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(a)收敛精度 0.01，目标值 c = 219.52

(a) Convergence precision takes 0.01, the value of the objective function

c = 219.52

(b)收敛精度 0.005，目标值 c = 219.57

(b) Convergence precision takes 0.005, the value of the objective

functionc = 219.57

图 2 150×50网格时文献 [27]中 88行代码得到的最优拓扑

Fig. 2 Optimal topologies obtained by the 88 lines of codes in the

reference [27] for 150×50 mesh

不取收敛精度 0.01对应的位移值作为约束，是

考虑到 MMA 算法在此精度下得不到最优拓扑. 当

收敛精度取 0.01时，不同方法得到的离散前的最优

拓扑结构对比如表 1所示，DP-EM算法及 DSQP算

法得到的最优拓扑相同，也与 88行程序得到的最优

拓扑相同，但与 MMA 算法得到的最优拓扑不相同.

当收敛精度取 0.005时，三种方法得到的最优拓扑

均相同，如表 2所示. 离散后最优拓扑如表 3所示.

MMA 算法需要设定更高的收敛精度才能得到最优

拓扑，其在收敛精度为 0.01时得到的拓扑并不是最

优拓扑，而 DP-EM算法及 DSQP算法在低精度下即

表 1 算例 1不同求解算法离散前的最优拓扑结构对比

(收敛精度 0.01)

Table 1 Comparison of optimal topologies obtained by different

algorithms before discrete for the example 1 (convergence

precision takes 0.01)

表 2 算例 1不同求解算法离散前的最优拓扑结构对比

(收敛精度 0.005)

Table 2 Comparison of optimal topologies obtained by different

algorithms before discrete for the example 1

(convergence precision takes 0.005)

表 3 算例 1不同求解算法离散后的最优拓扑结构对比

(收敛精度 0.005)

Table 3 Comparison of optimal topologies obtained by different

algorithms before discrete for the example 1

(convergence precision takes 0.005)

得到了最优拓扑，表现出了算法有更好的寻优能力.

收敛精度为 0.005时不同算法求解效率对比如

表 4所示. DP-EM算法及 DSQP算法外循环迭代次

数相同，均明显少于 MMA 算法，如图 3所示. 而内

循环次数 DP-EM算法比 DSQP算法显著减少，DP-

EM每次内循环迭代 3次或 4次，而 DSQP算法每次

内循环迭代 10次左右，如图 4所示，可见通过对偶

函数的显式化，可更快更好地得到对偶变量的最优

解，从而显著地减少内循环次数.

此外，MMA 算法随着单元数目 (即设计变量数

目)的增加，迭代次数增加，而 DP-EM算法与 DSQP

算法则变化不大.所以，对大规模问题，DP-EM算法

与 DSQP算法的效率比 MMA 算法显著提升.
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表 4 算例 1不同求解算法求解效率对比 (收敛精度 0.005)

Table 4 Comparison of the solution efficiencies of different

algorithms for the example 1

(convergence precision takes 0.005)

Mesh Algorithms V/V0
Displacement

constraint
Iteration

60×20
DP-EM 42.08% 219.477

193

(963)

DSQP 42.08% 219.477
193

(2313)

MMA 42.17% 219.283 445

150×50
DP-EM 42.33% 219.468

197

(985)

DSQP 42.33% 219.468
197

(2364)

MMA 42.45% 219.300 517

300×100
DP-EM 42.65% 219.532

196

(1016)

DSQP 42.65% 219.532
196

(2352)

MMA 42.52% 219.443 1259

图 3 DP-EM及 DSQP与 MMA 迭代次数比较

Fig. 3 Comparison of the iterations for DP-EM, DSQP and MMA

图 4 DP-EM与 DSQP内循环迭代次数比较

Fig. 4 Comparison of the iterations of the internal loops for the DP-EM

and DSQP

算例 2：多工况多位移约束拓扑优化问题[27]

一正方形平板结构如图 5所示，载荷工况有 2

种，工况 1为一集中载荷 F1 = 1竖直向上作用于右

上角;工况 2为一集中载荷 F2 = 1竖直向下作用于右

下角. 平板左边界固定约束，材料弹性模量 E = 1，

泊松比 0.3.采用 75×75, 150×150及 300×300三种网

格进行计算.

图 5 150×150网格正方形平板拓扑优化问题定义

Fig. 5 Definition of the topology optimization problem of a square plate

with 150×150 mesh

采用与文献 [27]相同的数据，两个工况柔顺度

采用 0.5的权重进行加权组合成单一柔顺度目标，保

留体积比 0.4，采用敏度过滤，过滤半径为基结构设

计的 0.04倍，SIMP方法的惩罚因子取 p = 3，收敛精

度分别取 0.01及 0.005.采用 150×150网格按 88行

程序计算出来的体积约束下结构柔顺度极小化的最

优拓扑图形如图 6所示，两种精度下得到的最优拓

扑图形不相同，对应的最优目标函数值分别为 69.20

及 68.83，目标函数值相差很小，但拓扑图形相差很

大.其中收敛精度为 0.01时的结果与文献 [27]是相

同的，但显然，这一精度下得到的并非最优拓扑图

形. 因而，此算例的比较对象取收敛精度为 0.005时

的结果，对应的最优结构在两工况下集中力作用方

向的位移值均为 34.42，以此位移值作为此算例重量

极小化问题中的位移约束值，即位移约束 F1 及 F2

作用方向位移小于 34.42.

三种求解算法在收敛精度为 0.005时得到的最

优拓扑相同，与 88行程序计算在收敛精度 0.005时

的最优拓扑形式相同，如表 5所示. 不同算法求解

效率对比如表 6、图 7及图 8所示，外循环迭代次数

DP-EM算法及 DSQP算法相同，均比 MMA 算法少,
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(a)收敛精度 0.01，目标值 c = 69.20

(a) Convergence precision takes 0.01, the value of the objective function

c = 69.20

(b)收敛精度 0.005，目标值 c = 68.83

(b) Convergence precision takes 0.005, the value of the objective

functionc = 68.83

图 6 150×150网格时文献 [27]中 88行代码得到的最优拓扑

Fig. 6 Optimal topologies obtained by the 88 lines of codes in the Ref.

[27] for 150×150 mesh

表 5 算例 2不同求解算法最优拓扑结构对比

Table 5 Comparison of optimal topologies obtained by different

algorithms for the example 2

表 6 算例 2不同求解算法求解效率对比

Table 6 Comparison of the solution efficiencies of different

algorithms for the example 2

Mesh Algorithms V/V0
Displacement

constraint
Iteration

75×75
DP-EM 33.64%

34.403

−34.403

111

(638)

DSQP 33.64%
34.403

−34.403

111

(1314)

MMA 33.64%
34.414

−34.414
202

150×150
DP-EM 35.06%

34.396

−34.396

106

(612)

DSQP 35.06%
34.396

−34.396

106

(1261)

MMA 34.96%
34.395

−34.395
166

300×300
DP-EM 36.74%

34.386

−34.386

112

(652)

DSQP 36.74%
34.386

−34.386

112

(1335)

MMA 36.71%
34.396

−34.396
197

图 7 DP-EM及 DSQP与 MMA 迭代次数比较

Fig. 7 Comparison of the iterations for DP-EM, DSQP and MMA

图 8 DP-EM与 DSQP内循环迭代次数比较

Fig. 8 Comparison of the iterations of the internal loops for the DP-EM

and DSQP
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但没有算例 1中差别那么大.而内循环次数 DP-EM

算法明显比 DSQP算法少.

4 结 论

针对可分离变量的凸规划问题，本文推导了其

对偶目标函数的显式表达式，并提出了对应的 DP-

EM 方法及其求解算法，付诸连续体结构拓扑优化

问题，取多工况位移约束下重量目标极小化问题编

程，将 DP-EM算法与 DSQP算法及 MMA 算法进行

了效率对比.

(1) 在所有算例的计算中，三种算法皆与文献

[15] 的最后构型相同，表明本文的方法及其程序通

过了验证.

(2)DP-EM算法与 DSQP算法相比外循环次数相

同，是由于其求解的是同一数学规划模型，只是优化

求解器不同. DP-EM算法的内循环数显著少于DSQP

算法，显示了 DP-EM算法得到显式对偶函数的优

势，而 DSQP算法应用二阶近似迭代逼近的目标函

数，故计算效率逊色.

(3)MMA 算法比 DP-EM算法和 DSQP算法的外

部迭代次数亦即结构分析次数多，是因为 MMA 算

法仅利用了原优化模型的目标函数及约束函数的一

阶敏度信息，近似程度比较低.

(4)从科学研究方法论看，获得准确的显式模型

优于近似的逼近模型，而能够做到的首要条件是突

破 “不可能做” 的思维定势，从而别开生面地走出自

己的路径. 进一步拓宽 DP-EM方法的工作正在进

行，研究结果将会陆续发表.
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