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固体力学

弹塑性微凸体侧向接触相互作用能耗
1)

高志强 傅卫平 2) 王 雯 康维超 吴洁蓓 刘雁鹏

(西安理工大学机械与精密仪器工程学院，西安 710048)

摘要 传统的结合面研究多基于光滑刚性平面与等效粗糙表面接触假设，忽略了结合面上微凸体侧向接触及相

邻微凸体之间的相互作用，这导致理论模型与实际结合面存在较大出入. 针对承受法向静、动态力的机械结合

面，从微观上研究了微凸体侧向接触及相互作用的接触能耗.将法向静、动态力分解为法向分力和切向分力，

获取弹性/弹塑性/塑性阶段考虑微凸体侧接触及相互作用的加、卸载法向分力 --变形和切向分力 --位移的关系.

通过力的合成定理，从而获取加、卸载法向合力与总变形之间的关系，由于法向分力产生的塑性变形及切向分

力产生的摩擦，导致加载、卸载法向合力 --总变形曲线存在迟滞回线.通过对一个加、卸载周期内的法向合力 --

总变形曲线积分，获得一个周期的微凸体接触能耗，包括应变能耗及摩擦能耗.仿真分析表明：微凸体在 3个

阶段的能耗均随变形的增大而非线性增大.微凸体侧向接触角度越大，能耗越大，且在弹性阶段最为明显.在弹

性阶段，仅存在侧向的摩擦能耗，故结合面在低载荷作用下必须采用双粗糙表面假设. 在塑性阶段，由于微凸

体接触能耗为应变能耗，且接触角对其能耗影响甚微，故结合面在大载荷作用下可采用单平面假设对其进行研

究.相对于 KE和 Etsion模型，本文提出的模型与 Bartier的实验结果更吻合.
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THE CONTACT ENERGY DISSIPATION OF THE LATERAL AND INTERACTIONAL

BETWEEN THE ELASTIC-PLASTIC ASPERITIES 1)

Gao Zhiqiang Fu Weiping2) Wang Wen Kang Weichao Wu Jiebei Liu Yanpeng

(School of Mechanical and Precision Instrument Engineering，Xi’an University of Technology，Xi’an 710048，China)

Abstract The traditional studies about a mechanical interface were mostly based on the assumption that a smooth rigid

plane contacts with an equivalent rough surface, which ignored the lateral contact and interaction between asperities, so

there has a serious error in those theoretical models. Aimed at an interface bearing normal static and dynamic force,

the energy dissipation was studied from a micro level, which considered the lateral contact and interaction between

asperities. The normal force can be divided into a normal component of force and a tangential component of force.

The relation between the normal component and the deformation, and the relation between the tangential component

and the displacement can be gotten during loading/unloading in the elastic stage, elastic-plastic stage, and plastic stage,

respectively. According to the composition of forces, the relation between the normal force and total deformation can be

derived. Because of the plastic deformation and friction between asperities, the curves of the loading and the unloading
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not coincide, and there is a hysteresis loop. One cycle of energy dissipation can be calculated by integrating the area of the

hysteresis loop, which includes the strain energy dissipation and the friction energy dissipation. The simulation analysis

shows that: the energy dissipation nonlinear increases with the increase of the deformation. The bigger contact angles the

more energy dissipation, and it’s the most obvious in the elastic stage. There are only the friction energy dissipation in

the elastic stage, so under the low loads must use the assumption of double rough surfaces. In the plastic stage, there are

only the strain energy dissipation, and the effects of the contact angle on the energy dissipation are very little, so under

the heavy loads can use the assumption of the single rough surface to study the mechanical interface. Comparing with the

KE and Etsion models, our proposed model is well agreed with the Bartier’s experiments.

Key words interfaces，asperity，lateral contact，interaction，energy dissipation

引 言

机械结构中存在着大量的机械结合面，可将其

分为固定结合面与移动结合面，为了研究法向静、

动力作用下的固定结合面，本文针对结合面中微凸

体在弹性、弹塑性、塑性阶段侧向接触及相邻微凸

体相互作用的能耗进行了研究. 国内外许多专家学

者也对结合面中微凸体接触问题进行了研究，并做

了大量工作 [1-12]. 如早期的 Hertz弹性球体接触模

型 [13]、GW模型 [14]，这些模型仅针对弹性微凸体进

行了研究，而忽略了微凸体在弹塑性及塑性阶段的

接触情况. Abbott和 Firestone[15] 考虑到 GW模型的

局限性，在 GW模型基础上进一步研究了微凸体在

塑性变形阶段的接触情况；但该模型不仅忽略了微

凸体塑性变形体积不变原则，而且未考虑弹塑性阶

段的接触情况. Chang等 [16] 基于微凸体塑性变形体

积不变原则，建立了微凸体弹性、弹塑性、塑性 3个

阶段的微凸体接触模型 (CEB模型)，该模型的力--位

移曲线在微凸体发生塑性屈服的临界点处出现了不

连续现象. Zhao等在文献 [6]的基础上采用数学拟合

的方法对 CEB模型进行了改进，从而得到连续的力

与位移曲线关系 (ZMC模型)[17],并在该模型基础上

建立了微凸体相互作用的扩展 ZMC 模型 [18]. 田小

龙等 [19] 利用 ZMC相互作用模型，在 KE模型的基

础上对考虑微凸体相互作用的结合面做了进一步的

研究.但上述模型均基于光滑刚性平面与等效粗糙表

面的接触假设，不仅忽略了结合面中微凸体错位接

触时的微凸体侧向接触情况，而且都是仅考虑加载

时的接触模型，未考虑卸载时的情况. Sepehri等 [20]

研究了弹性阶段微凸体侧向接触且考虑微凸体相互

作用的结合面接触模型，但该模型仅考虑微凸体在

弹性阶段的情况，忽略了微凸体的弹塑性变形及塑

性变形，且未考虑卸载时的情况. Gorbatikh等 [21]研

究了两粗糙表面在法向静力作用下相互接触，然后

施加切向激振力时的微凸体切向能耗问题；但该模

型仅考虑了微凸体发生弹性变形时的切向耗能情况.

针对上述模型存在的问题及不足，本文建立了

微凸体侧向接触并考虑相邻微凸体之间相互作用

时，在弹性/弹塑性/塑性阶段一个加、卸载周期内的

能耗模型，其中包括侧向摩擦能耗及微凸体的应变

能耗.首先，根据力的分解原理及 ZMC相互作用模

型，构建微凸体侧向接触及相互作用力学模型. 其

次，基于 Hertz理论、KE模型，Etsion模型、Cattaneo-

Mindlin 模型及 ZMC相互作用模型等建立一对微凸

体侧向接触加、卸载时，在弹性、弹塑性、塑性阶段

的法向分力与变形之间的关系和切向分力与位移之

间的关系.最后，根据力的合成原理，求得加、卸载

时法向合力与总变形之间的关系.由于微凸体侧向接

触时存在塑性变形和摩擦，故微凸体卸载时力--位移

曲线滞后于加载时的力--位移曲线，存在迟滞现象，

其加、卸载曲线包围的面积表示为一个振动加、卸载

周期的能耗，通过积分求得弹性、弹塑性、塑性阶段

微凸体接触能耗. 分析微凸体总能耗与变形以及与

接触角度之间的关系，为后续结合面的接触阻尼计

算提供参考.

1 微凸体接触受力分析

1.1 微凸体侧向接触受力分析

两粗糙表面在法向静力 Fs作用下相互接触，在

此基础上施加法向正弦激振力 Fd = Fm sin(ωt)，其合

力为 F = Fs + Fd.两粗糙表面接触时，结合面上微凸

体接触方式多为侧向接触，正向接触为侧向接触的

特殊情况 (即接触角度为 0时的侧向接触)，显然将

微凸体接触假设为微凸体与光滑刚性平面接触的模

型不能反映真实粗糙表面的接触情况.
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取其中一对侧向接触的微凸体，对其进行受力

分析，如图 1所示. 本文假设所取微凸体为球形微

凸体，且微凸体同时参与侧向接触的数量不超过 2

个；在粗糙表面结合面上施加的力为均布载荷,微凸

体接触过程中基体不发生变形.

图 1 微凸体侧向接触受力分析

Fig. 1 The force analysis of lateral contact

由于假设结合面承受均布载荷，则结合面上的

总力等于所有微凸体承受的力之和

F =
∑

Fi (1)

式中，Fi 为微凸体上承受的力，Fi = Fis + Fid =

Fis + Fim sin(ωt)，Fis 为微凸体上承受的静态力，Fid

为微凸体上承受的激振力，Fim为微凸体上激振力幅

值，ω为角频率，t为时间.

将结合面垂直方向设为 Z方向，即结合面法向.

结合面平行方向设为 X方向，即结合面切向.垂直于

XOZ平面方向为 Y方向，建立 OXYZ笛卡尔坐标系.

将微凸体公切面垂直方向定为 Z′方向，沿切平面方

向为 X′ 方向，垂直于 X′O′Z′ 平面方向为 Y′ 方向，

建立 O′X′Y′Z′ 笛卡尔坐标系.在结合面中取一对侧

向接触的微凸体，其半径分别为 R1和 R2，两半径之

和为 Rs，微凸体等效曲率半径为 R = (1/R1 + 1/R2)−1.

微凸体接触角为 ϕ.两微凸体球心之间的距离为 r =

r1 + r2，r1和 r2分别表示微凸体 1和 2球心与微凸体

接触面的圆心之间的距离，且存在 r = Rs tanϕ，z1和

z2分别为两微凸体高度.

一对微凸体侧向接触时，作用在其上的法向力

Fi 可分解为 Z′ 方向的法向分力 Fin 和 X′ 方向的切

向分力 Fiτ. 法向分力 Fin 在 Z′方向上产生的变形为

δbf，在 Z方向上的变形为 δvf，且存在 δvf = δbf cosϕ；

切向分力 Fiτ在 X′方向上产生的位移为 ζbf，在 Z方

向上产生的位移为 ζvf，且存在 ζvf = ζbf sinϕ.

根据文献 [20]建立的双粗糙表面模型可得微凸

体侧接触产生的 Z′方向的无量纲变形 δ∗bf 为

δ∗bf =

(
δ∗0 −

r2

2Rs

)
cosϕ (2)

式中，δ∗0为不考虑侧向接触及相互作用时的无量纲

变形.

1.2 微凸体相互作用受力

Zhao等 [18] 假设当光滑刚性平面与等效粗糙表

面接触时，微观上各微凸体底部存在与之对应的基

底面积，当载荷增大时，基底面积随之增大，如图 2

所示.

图 2 微凸体相互作用受力分析

Fig. 2 The force analysis of interaction between asperities

根据圣维南定理和勒夫方程，Zhao[18]给出了相

邻微凸体相互作用时产生的局部变形与微凸体上承

受的力以及材料属性之间的关系. 由于相邻微凸体

相互作用产生的 Z′方向的无量纲局部总变形 δ∗bw为

δ∗bw = δ∗0 + 1.12F∗in
√

Am (3)

式中，F∗i( j)n为作用在微凸体上的无量纲法向分力，

Am为结合面名义接触面积.

但 Zhao给出的模型基于光滑刚性平面与微凸体

的正向接触，忽略了两微凸体侧向接触时，由于接触

角度导致的局部变形的偏移.

综合考虑微凸体侧接触及相互作用的影响. 引

入侧向接触时接触角度及侧向作用力的影响，并考

虑相邻微凸体相互作用导致的局部变形，可得 Z′方

向的总变形 δ∗b( j)为

δ∗b( j) = δ∗b( j)f + δ∗b( j)w =

(
δ∗0( j) −

r2

2Rs
+ 1.12F∗i( j)n

√
Am

)
cosϕ =

(
δ∗0( j) − 0.5Rs tan2 ϕ + 1.12F∗i( j)n

√
Am

)
cosϕ (4)
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由于文中参数较多，故定义各变量上、下标来区分各

变量，定义规则如下：

(1)文中所有上标 “∗” 均默认为无量纲；
(2)下标 i表示微凸体；

(3)下标 j = e, ep, p分别表示弹性、弹塑性、塑

性阶段；

(4)下标 b表示在 O′X′Y′Z′ 坐标系内的倾斜方

向；

(5)下标 f表示由于力直接作用于微凸体上产生

的变形或位移；

(6)下标 w 表示由于相邻微凸体之间相互作用

产生的局部变形或局部位移；

(7)下标 s表示静力，下标 d表示激振力；

(8)力的下标 n表示法向分力，下标 τ表示切向

分力；

(9)下标 m表示最大值或幅值.

2 微凸体侧向接触加、卸载时法向分力的相

互作用模型

Kogut和 Etsion [22] 将结合面上微凸体的变形分

为 4个阶段，即弹性阶段、弹塑性 I阶段、弹塑性 II

阶段、塑性阶段，Etsion等 [23] 在此基础上又对其进

行了改进，将微凸体弹塑性 I、II 阶段合成为一个弹

塑性阶段. 本文将微凸体变形分为 3个阶段进行研

究. 当微凸体变形与相邻微凸体相互作用产生的局

部变形之和在区间 0 < δ∗bf + δ∗bw 6 1时，微凸体发生

弹性变形；在区间 1 < δ∗bf + δ∗bw 6 110时，微凸体发

生弹塑性变形；在区间 110< δ∗bf + δ∗bw时，微凸体发

生完全塑性变形.

微凸体在法向静力与法向激振力共同作用下侧

向接触时，微凸体在 Z′方向上承受着静态法向分力

Fisn和动态法向分力 Fidn，Fidn = Fidn m sin(ωt)，当时

间 t在区间 −π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω)时，微凸体承受加

载的法向分力，当时间 t在区间 π/(2ω) 6 t 6 3π/(2ω)

时，微凸体承受着卸载的法向分力.加载时，微凸体

随着动态法向分力的增大，变形逐步增大，当动态法

向分力达到最大值时开始逐渐卸载. 当微凸体变形

超过发生塑性变形的临界值时 (即 δ∗bf + δ∗bw = 1)，微

凸体内部发生不可恢复的塑性变形，卸载完成后，

微凸体仍然有部分未恢复的变形，将其定义为残余

变形 [23-28].

根据 Etsion模型 [23]可得微凸体侧向接触时，最

大法向分力与 Z′ 方向残余变形 δ∗b( j)r 的关系和卸载

时的法向分力 F∗i( j)n un与变形之间的关系

δ∗b( j)r =

[
1−

(
δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m

)−0.28
]
·

(
δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m

) [
1−

(
δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m

)−0.69
]

(5)

F∗i( j)n un = F∗i( j)n m


δ∗b( j)f + δ∗b( j)w − δ∗b( j)r

δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m − δ∗b( j)r


( j)n

(6)

式中，F∗i( j)n un 包括静态法向分力 F∗is( j)n 和动态法

向分力 F∗id( j)n，F∗id( j)n = F∗id( j)n m sin(ωt)，其中时间 t

在区间 π/(2ω) 6 t 6 3π/(2ω) 内. F∗i( j)n m 为最

大法向分力，F∗i( j)n m = F∗is( j)n + F∗id( j)n m. δ∗b( j)f 和

δ∗b( j)w亦包括静态变形 δ∗bs(j)f , δ
∗
bs(j)w和动态变形 δ∗bd(j)f ,

δ∗bd(j)w，( j)n为微凸体在 3个阶段的卸载指数; ( j)n =

1.5
(
δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m

)−0.033 1
.

2.1 弹性阶段

(1)弹性加载阶段

Hertz最早对弹性球体接触进行了研究，Hertz接

触理论是当前弹性力学的基础. 为了考虑相邻微凸

体在弹性阶段对局部变形的影响，将上述微凸体相

互作用产生的局部变形 δ∗b(e)w代入到经典 Hertz接触

理论中，可得弹性阶段考虑微凸体相互作用及侧向

接触的加载时的法向分力 F∗ien与变形之间的关系

F∗ien =
(
δ∗bef + δ∗bew

)3/2
(7)

式中，F∗ien 包括静态法向分力 F∗isen 和动态法向分

力 F∗iden，F∗iden = F∗iden m sin(ωt)，此处时间 t 在区间

−π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω) 内. δ∗bef 和 δ∗bew分别为微凸体

弹性阶段受力直接产生的变形和相邻微凸体相互作

用产生的局部变形，均包括静态变形 δ∗bsef, δ
∗
bsew和动

态变形 δ∗bdef, δ
∗
bdew.

(2)弹性卸载阶段

根据 KE 模型 [22] 可得，弹性阶段无量纲变形

(δ∗b( j)f m + δ∗b( j)w m)的最大值等于 1，将其代入式 (5)可

得残余变形 δ∗ber为 0，故由式 (4)可得，弹性阶段卸

载时的法向分力 F∗ien un为

F∗ien un =
(
δ∗bef + δ∗bew

)3/2
(8)

可见式 (7)等于式 (8)，故微凸体弹性阶段加载时的

法向分力--变形曲线与卸载时的曲线相重合.

2.2 弹塑性阶段

当微凸体变形在区间 1 < δ∗bf + δ∗bw 6 110时发

生弹塑性变形. ZMC模型 [17]、KE模型 [22] 以及 Et-

sion模型 [23]等均对微凸体弹塑性阶段进行了分析，
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并给出了不同的力与变形关系. 综合比较各模型的

研究分析过程，可得以下结论：ZMC模型在 CEB模

型 [16] 的基础上采用数值拟合的方法对微凸体弹塑

性阶段进行了研究，故该模型缺乏实际物理意义. KE

模型和 Etsion模型均基于有限元方法给出了力与变

形关系，考虑了实际结合面物理参数，而 KE模型采

用分段函数的表示方法，力与变形关系表达式较 Et-

sion模型更复杂. 且 Etsion对比了 KE模型的力 --位

移曲线，两者误差不超过 3%，故采用 Etsion模型建

立弹塑性阶段力与变形关系更为简单且具有实际物

理意义.

(1)弹塑性加载阶段

根据 Etsion模型 [23]可得，弹塑性阶段加载时的

法向分力 F∗iepn与变形的关系为

F∗iepn = 1.32
[(
δ∗bepf + δ∗bepw

)
− 1

]1.27
+ 1 (9)

式中，F∗iepn包括静态法向分力 F∗isepn和动态法向分

力 F∗idepn，F∗idepn = F∗idepnm sin(ωt)，此处时间 t在区间

−π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω)内. δ∗bepf和 δ∗bepw分别为微凸体

弹塑性阶段受力直接产生的变形和相邻微凸体相互

作用产生的局部变形，均包括静态变形 δ∗bsepf, δ
∗
bsepw

和动态变形 δ∗bdepf, δ
∗
bdepw.

(2)弹塑性卸载阶段

由于在弹塑性阶段，微凸体内部会发生不可恢

复的部分塑性变形，故存在残余变形，弹塑性阶段

的残余变形 δ∗bepr可由式 (5)获得. 将获取的残余变

形 δ∗bepr代入式 (6)可得弹塑性阶段卸载时的法向分

力 F∗iepn un与变形之间的关系为

F∗iepn un = F∗iepn m


δ∗bepf + δ∗bepw− δ∗bepr

δ∗bepf m + δ∗bepwm − δ∗bepr


epn

(10)

2.3 塑性阶段

当微凸体变形在区间 110< δ∗bf + δ∗bw时，微凸体

发生塑性变形.

(1)塑性加载阶段

根据文献 [15]建立的模型可得塑性阶段加载时

法向分力 F∗ipn与变形之间的关系为

F∗ipn =
3
(
δ∗bpf + δ∗bpw

)

kn
(11)

式中，kn = 0.454+ 0.41v, F∗ipn包括静态法向分力 F∗ispn

和动态法向分力 F∗idpn，F∗idpn = F∗idpn m sin(ωt)，此处时

间 t在区间 −π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω)内. δ∗bpf和 δ∗bpw分别

为微凸体塑性阶段受力直接产生的变形和相邻微凸

体相互作用产生的局部变形，均包括静态变形 δ∗bspf,

δ∗bspw和动态变形 δ∗bdpf, δ
∗
bdpw.

(2)塑性卸载阶段

由于微凸体在塑性阶段，微凸体内部会发生不

可恢复的残余变形，由式 (5)可得塑性阶段的残余变

形 δ∗bpr，将其代入式 (6)，从而获得微凸体塑性阶段卸

载时的法向分力 F∗ipn un与变形之间的关系为

F∗ipn un = F∗ipn m


δ∗bpf + δ∗bpw − δ∗bpr

δ∗bpf m + δ∗bpw m − δ∗bpr


pn

(12)

3 微凸体侧向接触加、卸载时切向分力的相

互作用模型

微凸体在静、动态合力 Fi 下侧向接触时，可将

其分解为 Z′方向上的法向分力 Fin和 X′方向上 Fiτ.

法向分力会导致微凸体的变形，而切向分力会在微

凸体侧向产生摩擦，并伴随着相邻微凸体之间的相

互作用.本节对切向加卸载分力在弹性、弹塑性、塑

性阶段产生的位移及相邻微凸体产生的局部位移之

间的关系进行分析.

微凸体上的切向分力 Fiτ 同样包括静态切向分

力 Fisτ和动态切向分力 Fidτ，Fidτ = Fidτm sin(ωt)，当时

间 t在区间 −π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω)时，微凸体承受加

载的切向分力，当时间 t在区间 π/(2ω) 6 t 6 3π/(2ω)

时，微凸体承受着卸载的切向分力.加载时，切向分

力逐渐增大，当切向分力大于最大静摩擦力时，微

凸体侧向发生滑移. 当切向分力达到最大时逐渐开

始卸载.由于加卸载过程中微凸体侧向存在摩擦，导

致微凸体加载时的切向分力 --位移曲线与卸载时的

切向分力--位移曲线不重合，存在迟滞现象.

根据 Masing迟滞准则 [28]，可得卸载时的切向

分力 F∗i( j)τ un与位移之间的关系为

F∗i( j)τ un = F∗i( j)τ m − 2F∗i( j)τ (h) (13)

式中，F∗i( j)τ un 包括静态切向分力 F∗is( j)τ 和动态切

向分力 F∗id( j)τ，F∗id( j)τ = F∗id( j)τ m sin(ωt)，其中时间 t

在区间 π/(2ω) 6 t 6 3π/(2ω) 内. F∗i( j)τ m 为最

大切向分力，F∗i( j)τ m = F∗is( j)τ + F∗id( j)τ m. ζ∗b( j)f 和

ζ∗b( j)w亦包括静态位移 ζ∗bs(j)f , ζ
∗
bs(j)w和动态位移 ζ∗bd(j)f ,

ζ∗bd(j)w; F∗i( j)τ (h)表示参数为 h的切向分力，其中 h =

0.5
(
ζ∗b( j)f m + ζ∗b( j)w m − ζ∗b( j)f − ζ∗b( j)w

)
.
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3.1 弹性阶段

微凸体在法向分力作用下发生变形，根据 KE模

型 [22] 可得，当微凸体无量纲变形在区间 0 < δ∗bf +

δ∗bw 6 1时，微凸体发生弹性变形.

(1)弹性加载阶段

Cattaneo[24] 和 Mindlin[25] 揭示了两接触弹性球

体在法向和切向力共同作用下的行为，给出了切向

力与切向位移之间的非线性关系，且接触面为环形

区域. 当切向力小于最大静摩擦力时，在微凸体接

触环形区内部发生黏着，仅在外环边缘产生微观滑

移；随着切向载荷不断增大，滑移区也不断增大，

当切向力大于最大静摩擦力时，黏着区被滑移区占

据，整个接触区域变为滑移区，两球体之间发生宏

观滑动. Johnson[28]通过实验验证了 Cattaneo--Mindlin

理论的正确性.

根据 Cattaneo--Mindlin模型 [24-25] 可得微凸体

在弹性阶段的切向分力 F∗ieτ 与位移之间的关系，

当 ζ∗bef + ζ∗bew < 1 时，微凸体侧向发生黏着；当

ζ∗bef + ζ∗bew > 1时，微凸体侧向发生滑移.即

F∗ieτ = 1−
[
1−

(
ζ∗bef + ζ∗bew

)]3/2
(14)

式中，F∗ieτ 包括静态切向分力 F∗iseτ 和动态切向分

力 F∗ideτ，F∗ideτ = F∗ideτ m sin(ωt)，此处时间 t 在区间

−π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω) 内. ζ∗bef 和 ζ∗bew 分别为弹

性阶段切向分力直接产生的位移和相邻微凸体相互

作用产生的局部位移，ζ∗bef = 1 − [1 − µe(δ∗bef)
1.5]2/3,

ζ∗bew = 1− [1 − µe (δ∗bew)1.5]2/3. µe为弹性阶段摩擦因数

µe = tanϕ[26]. ζ∗bef 和 ζ∗bew均包括静态位移 ζ∗bsef, ζ
∗
bsew

和动态位移 ζ∗bdef, ζ
∗
bdew.

(2)弹性卸载阶段

根据式 (13) 可得弹性阶段卸载时的切向分力

F∗ieτ un与位移之间的关系为

F∗ieτ un = F∗ieτ m−

2

1−
(
1− ζ

∗
bef m + ζ∗bew m − ζ∗bef − ζ∗bew

2

)3/2 (15)

3.2 弹塑性阶段

微凸体在法向分力作用下发生变形，当变形在

区间 1 < δ∗bf + δ∗bw 6 110时，微凸体发生弹塑性变形.

由于 Cattaneo-Mindlin理论仅适用于微凸体在法

向力作用下发生弹性变形的情况，该模型不适用于

弹塑性及塑性变形情况. 根据 Eriten等 [29]给出的改

进模型，通过改变微凸体之间的摩擦因数，仍基于

Cattaneo-Mindlin模型，可求得微凸体发生弹塑性变

形时切向分力与位移之间的关系.

根据 KE 摩擦因数模型 [30] 和 BKE 模型 [27] 分

别可得微凸体无量纲变形与摩擦因数之间的关系.

KE摩擦因数模型

µ =



0.536
(
δ∗b( j)

)−0.5 − 0.018 6
(
δ∗b( j)

)0.5
, 0 < δ∗b( j) 6 1

0.822− 0.007
(
δ∗b( j)

)3
+

0.085
(
δ∗b( j)

)2 − 0.389
(
δ∗b( j)

)
, 1 6 δ∗b( j) 6 6.2

(16)

BKE模型

µ = 0.26 coth
[
0.27

(
δ∗b( j)

)0.46
]

(17)

对 KE 摩擦因数模型、BKE 模型及 Ovcharenko

等 [31] 获得的实验数据进行仿真可得摩擦因数与变

形之间的关系，如图 3所示.

图 3 变形与摩擦因数之间的关系

Fig. 3 The relationship between deformation and friction factor

由图 3 可得，KE 摩擦因数模型在区间为 1 6

δ∗b 6 6.2时，摩擦因数随着变形的增大而急剧减小，

该模型仅适用于弹性阶段和弹塑性 I 阶段. BKE模

型在区间 1 6 δ∗b 6 6.2亦是随着变形的增大而急剧减

小，但变形大于 6.2时，其摩擦因数缓慢减小，趋近

于 0.3.将两种模型与文献 [31]试验数据对比可见，

BKE模型与文献 [31]试验结果更吻合.故选用 BKE

模型模型中给定的摩擦因数，利用 Eriten改进模型

方法建立弹塑性阶段切向分力模型.

(1)弹塑性加载阶段

弹塑性阶段加载时的切向分力 F∗iepτ与位移的关

系为

F∗iepτ = 1−
(
1− ζ∗bepf− ζ∗bepw

)3/2
(18)
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式中，F∗iepτ 包括静态切向分力 F∗isepτ 和动态切向分

力 F∗idepτ，F∗iepτ = F∗isepτ + F∗idepτ，此时动态分力的

时间 t 在区间 −π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω) 内. ζ∗bepf 和

ζ∗bepw 分别为弹塑性阶段微凸体受力直接产生的位

移和相邻微凸体相互作用产生的局部位移，ζ∗bepf =

1 − {1 − µep[1.32(δ∗bepf − 1)1.27 + 1]}2/3，ζ∗bepw = 1 − {1 −
µep[1.32(δ∗bepw− 1)1.27 + 1]}2/3，µep为弹塑性阶段微凸

体侧向接触时的摩擦因数 µep = 0.26coth[0.27(δ∗bepf +

δ∗bepw)0.46]. ζ∗bepf和 ζ∗bepf均包括静态变形 ζ∗bsepf, ζ
∗
bsepw和

动态变形 ζ∗bdepf, ζ
∗
bdepw.

(2)弹塑性卸载阶段

根据式 (13)可得

F∗iepτ un = F∗iepτ m−

2

1−
1−

ζ∗bepf m + ζ∗bepwm − ζ∗bepf− ζ∗bepw

2


3/2

(19)

3.3 塑性阶段

微凸体在法向分力作用下发生变形，当变形

δ∗bf + δ∗bw大于 110时，微凸体发生塑性变形.

(1)塑性加载阶段

Fujimoto等 [32] 通过理论和实验的方法建立了

塑性阶段微凸体切向受力模型. 根据此模型可得切

向分力与位移之间的关系，当 X′ 方向的切向位移

ζ∗bpf + ζ
∗
bpw < 1时，微凸体侧向发生黏着，当切向位移

ζ∗bpf + ζ∗bpw > 1时，微凸体侧向发生滑移.即

F∗ipτ =


ζ∗bpf + ζ∗bpw , ζ∗bp < 1

1 , ζ∗bp > 1
(20)

式中，F∗ipτ 为微凸体塑性阶段切向分力，包括静

态切向分力 F∗ispτ 和动态切向分力 F∗idpτ，F∗idpτ =

F∗idpτ m sin(ωt)，此时动态分力的时间 t 在区间

−π/(2ω) 6 t 6 π/(2ω)内. X′方向的位移和 Z′方向的

变形存在 ζ∗bpf = 3δ∗bpf tanϕ/kn, ζ∗bpw = 3δ∗bpw tanϕ/kn的

关系. ζ∗bpf 和 ζ∗bpf 均包括静态变形 ζ∗bspf, ζ
∗
bspw和动态

变形 ζ∗bdpf, ζ
∗
bdpw.

(2)塑性卸载阶段

根据式 (11)可得

F∗ipτ un =


ζ∗bpf + ζ∗bpw , ζ∗bp < 1

1 , ζ∗bp > 1
(21)

可见,塑性阶段卸载时的切向分力与位移之间的

关系和加载时的切向分力与位移之间的关系相同，

故微凸体在塑形阶段加载时的切向分力 --位移曲线

与卸载时的切向分力--位移曲线重合.

4 微凸体侧向接触加--卸载时法向合力相互作

用模型

一对微凸体在 Z方向的法向力 Fi = Fis + Fid 作

用下侧向接触时，根据力的合成定理可得法向合力

Fi 与法向分力 Fin、切向分力 Fiτ之间的关系为

Fi = Fin cosϕ + Fiτ sinϕ (22)

根据力的分解定理可得，法向分力 Fin与法向合

力 Fi 之间的关系为

Fin = Fi cosϕ (23)

根据力的分解定理可得，切向分力 Fiτ与法向力

Fi 之间的关系为

Fiτ = Fi sinϕ (24)

文章第 2, 3部分分别给出了加、卸载法向分力

与变形和加、卸载切向分力与位移之间在弹性、弹塑

性、塑性阶段的关系.根据力的合成、分解定理求得

弹性、弹塑性、塑性阶段在 Z方向上加、卸载的法向

合力与总变形之间的关系.

4.1 弹性阶段

(1)弹性加载阶段

根据式 (22)、式 (7)、式 (14)可得

F∗ie = F∗ien cosϕ + F∗ieτ sinϕ =

(
δ∗be

)3/2
cosϕ +

[
1−

(
1− ζ∗be

)3/2
]
sinϕ (25)

式中，F∗ie为弹性阶段微凸体 Z方向的法向合力 F∗ie =

F∗ise + F∗ide，δ
∗
be为微凸体弹性阶段 Z′ 方向变形 δ∗be =

δ∗bef + δ∗bew，ζ
∗
be为微凸体弹性阶段 X′ 方向位移 ζ∗be =

ζ∗bef + ζ∗bew.

(2)弹性卸载阶段

根据式 (22)、式 (8)、式 (15)可得

F∗ie un = F∗ien un cosϕ + F∗ieτ un sinϕ =

(
δ∗be

)3/2
cosϕ+

F∗ieτ m − 2

1−
(
1− ζ

∗
be m − ζ∗be

2

)3/2
 sinϕ (26)
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根据式 (23)和式 (24)可得

F∗ieτ = F∗ien tanϕ = µeF
∗
ien (27)

式 (27)、式 (7)、式 (14)化简可得

ζ∗be = 1−
[
1− µe

(
δ∗be

)3/2
]2/3

(28)

根据式 (23)可得

δ∗be =
[(
δ∗ve

)3/2 cosϕ
]2/3

(29)

式中，δ∗ve为微凸体弹性阶段 Z 方向总的变形 δ∗ve =

δ∗vef + δ∗vew, δ∗vef和 δ∗vew分别为弹性阶段微凸体受力产

生的 Z方向变形和相邻微凸体相互作用产生的局部

变形，δ∗vef 和 δ∗vew均包括静态变形 δ∗vsef, δ
∗
vsew和动态

变形 δ∗vdef, δ
∗
vdew.

4.2 弹塑性阶段

(1)弹塑性加载阶段

根据式 (22)、式 (9)、式 (18)可得

F∗iep = F∗iepncosϕ + F∗iepτ sinϕ =
[
1.32

(
δ∗bep− 1

)1.27
+ 1

]
cosϕ+

[
1−

(
1− ζ∗bep

)3/2
]
sinϕ (30)

式中，F∗iep 为弹塑性阶段微凸体 Z 方向法向合力

F∗iep = F∗isep + f ∗iep; δ
∗
bep为弹塑性阶段微凸体 Z′ 方向

变形 δ∗bep = δ∗bepf + δ∗bepw; ζ∗bep为弹塑性阶段微凸体 X′

方向位移, ζ∗bep = ζ∗bepf + ζ∗bepw.

(2)弹塑性卸载阶段

根据式 (22)、式 (10)、式 (19)可得

F∗iep un = F∗iepn un cosϕ + F∗iepτ un sinϕ =

F∗iepn m


δ∗bep− δ∗bepr

δ∗bepm − δ∗bepr


epn

cosϕ+

F∗iepτ m − 2

1−
1−

ζ∗bepm − ζ∗bep

2


3/2

 sinϕ

(31)

根据式 (23)和式 (24)，可得

F∗iepτ = tanϕ · F∗iepn (32)

根据式 (32)、式 (9)和式 (18)化简可得

ζ∗bep = 1−
{
1− tanϕ

[
1.32

(
δ∗bep− 1

)1.27
+ 1

]}2/3
(33)

根据式 (23)可得

δ∗bep =

{[
1.32

(
δ∗vep− 1

)1.27
+ 1

]
cosϕ

}2/3
(34)

式中，δ∗vep 为弹塑性阶段 Z 方向微凸体总的变形

δ∗vep = δ∗vepf + δ
∗
vepw，δ

∗
vepf和 δ∗vepw分别为弹塑性阶段微

凸体受力产生的 Z方向变形和相邻微凸体相互作用

产生的局部变形，δ∗vepf和 δ∗vepw均包括静态变形 δ∗vsepf,

δ∗vsepw和动态变形 δ∗vdepf, δ
∗
vdepw.

4.3 塑性阶段

(1)塑性加载阶段

根据式 (22)、式 (11)、式 (20)可得

F∗ip = F∗ipn cosϕ + F∗ipτ sinϕ =

3δ∗bp

kn
cosϕ + ζ∗bp sinϕ (35)

式中，F∗ip 为塑性阶段微凸体 Z方向法向合力 F∗ip =

F∗isp + F∗idp，δ
∗
bp为塑性阶段微凸体 Z′ 方向变形 δ∗bp =

δ∗bpf + δ∗bpw，ζ
∗
bp为塑性阶段微凸体 X′ 方向位移 ζ∗bp =

ζ∗bpf + ζ∗bpw.

(2)塑性卸载阶段

根据式 (22)、式 (12)、式 (21)可得

F∗ip un = F∗ipn un cosϕ + F∗ipτ un sinϕ =

F∗ipn m


δ∗bp − δ∗bpr

δ∗bp m − δ∗bpr


pn

cosϕ + ζ∗bp sinϕ (36)

根据式 (23)、式 (24)可得

F∗ipτ = tanϕF∗ipn (37)

根据式 (37)、式 (11)、式 (20)可得

ζ∗bp = tanϕ
3δ∗bp

kn
(38)

根据式 (23)可得

δ∗bp =

[(
3δ∗vp

kn

)
cosϕ

]2/3

(39)

式中，δ∗vp 为塑性阶段 Z方向微凸体总的变形 δ∗vp =

δ∗vpf + δ∗vpw，δ
∗
vpf 和 δ∗vpw 分别为塑性阶段微凸体受力

产生的 Z方向变形和相邻微凸体相互作用产生的局

部变形，δ∗vpf 和 δ∗vpw均包括静态变形 δ∗vspf, δ
∗
vspw和动

态变形 δ∗vdpf, δ
∗
vdpw.

5 微凸体侧向接触相互作用法向能耗模型

微凸体在法向合力 Fi 作用下侧向接触时，在正

弦激振力 Fid = Fim sin (ωt) 作用下，一个正弦周期
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−π/(2ω) 6 t 6 3π/(2ω)内，微凸体承受着加、卸载作

用力. 根据文中第 2，3，4节的推导分析可得：由于

微凸体塑性变形及微凸体侧向摩擦的存在，加、卸载

法向合力--总变形曲线不重合，存在迟滞现象，其迟

滞面积为一个加、卸载周期的能耗，通过对弹性、弹

塑性、塑性阶段的加卸载合力--总变形曲线积分可得

到 3个阶段的法向能耗.

5.1 弹性阶段能耗

通过对弹性阶段加、卸载合力--总变形曲线进行

积分可得一个周期的弹性阶段微凸体接触能耗

E∗ie =

∫ 3π/(2ω)

−π/(2ω)

∫ 1

0

(
F∗ie − F∗ie un

)
dδ∗vedt (40)

式中，E∗ie为微凸体弹性阶段能耗.

5.2 弹塑性阶段能耗

通过对弹塑性阶段加、卸载合力--总变形曲线进

行积分可得一个周期的弹塑性阶段微凸体接触能耗

E∗iep =

∫ 3π/(2ω)

−π/(2ω)

∫ 110

1

(
F∗iep − F∗iep un

)
dδ∗vepdt (41)

式中，E∗iep为微凸体弹塑性阶段接触能耗.

5.3 塑性阶段能耗

通过对塑性阶段加、卸载合力--总变形曲线进行

积分可得一个周期的塑性阶段微凸体接触能耗

E∗ip =

∫ 3π/(2ω)

−π/(2ω)

∫ +∞

110

(
F∗ip − F∗ip un

)
dδ∗vpdt (42)

式中，E∗ip为微凸体塑性阶段接触能耗.

6 仿真分析

本文针对结合面中微凸体在静、动态力作用下

侧向接触时的能耗进行了理论分析计算，根据文献

[23] 中所取的微凸体参数进行仿真，结合面上微凸

体的材料及几何参数如下：弹性模量 E = 200 GPa,

硬度 H = 0.588 GPa,剪切模量G = 75.76 GPa,泊松比

ν = 0.32,微凸体半径 R = 10 mm.

6.1 弹性阶段能耗

根据式 (40)对弹性阶段能耗进行仿真，如图 4

所示.

图 4给出了微凸体在弹性阶段接触角 ϕ分别为

π/6,π/4,π/3时，考虑及不考虑微凸体相互作用的能

耗对比仿真. 当接触角不变时，考虑和不考虑微凸

体相互作用的能耗均随着微凸体法向变形的增大而

非线性增大.考虑微凸体相互作用的能耗大于不考虑

微凸体相互作用的能耗，这是由于在加、卸载力作用

下，微凸体相互作用会产生一部分位移，而加载力 --

局部位移曲线与卸载力--局部位移曲线不重合，导致

能量耗损.当变形一定时，考虑微凸体相互作用与不

考虑微凸体相互作用的能耗均随着接触角的增大而

增大，且接触角对能耗的影响较为明显，能耗增长率

的角度与微凸体接触角度基本一致.

图 4 弹性阶段微凸体变形与能耗之间的关系

Fig.4 The relationship between deformation and energy dissipation in

elastic stage

根据式 (41)对弹塑性阶段能耗进行仿真，可得

微凸体一个加、卸载周期内的弹塑性无量纲能耗与

微凸体变形的关系，如图 5所示.

图 5同样给出了微凸体在弹塑性阶段接触角 ϕ

分别为 π/6,π/4,π/3时，考虑和不考虑微凸体相互作

用的能耗对比仿真.当接触角一定时，考虑和不考虑

微凸体相互作用的能耗均随着变形的增大而非线性

图 5 弹塑性阶段微凸体变形与能耗之间的关系

Fig. 5 The relationship between deformation and energy dissipation in

elastic-plastic stage
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增大，且考虑微凸体相互作用的能耗大于不考虑微

凸体相互作用的能耗.当变形一定时，微凸体接触角

越大，能耗越大；但弹塑性阶段接触角对能耗的影响

没有弹性阶段大.这是由于微凸体在弹塑性接触时发

生了部分塑性变形.

根据式 (42)对微凸体塑性阶段进行仿真，可得

到微凸体塑性接触时一个加、卸载周期的能耗与变

形的关系，如图 6所示.

图 6 塑性阶段微凸体变形与能耗之间的关系

Fig. 6 The relationship between deformation and energy dissipation in

plastic stage

图 6同样给出了微凸体在塑性阶段接触角 ϕ分

别为 π/6,π/4,π/3时，考虑及不考虑微凸体相互作用

的能耗对比仿真.当微凸体接触角一定时，考虑及不

考虑微凸体接触能耗均随着变形的增大而非线性增

大，且考虑微凸体相互作用的能耗大于不考虑微凸

体相互作用能耗.当变形一定时，考虑及不考虑微凸

体相互作用的能耗均随着微凸体接触角的增大而增

大，且接触角对塑性阶段能耗的影响相对于弹性阶

段更小.

图 7取微凸体接触角 ϕ = π/4且考虑微凸体相

互作用时，给出了弹性、弹塑性、塑性 3个阶段的接

触能耗仿真.弹性阶段能耗最小，约为 10−1 ∼ 10，弹

塑性阶段约为 10−1 ∼ 105，塑性阶段约为 105 ∼ 108，

随着变形的增大，塑性阶段的接触能耗亦会随着增

大. 微凸体侧向接触及相互作用能耗在各阶段交点

处为连续曲线.虽然塑性阶段产生的能耗较大，但在

轻载荷作用下，弹性阶段能耗不能忽视.

图 8 给出了本文所提出的模型与 KE 模型、

Etsion模型以及 Bartier[33] 实验的对比. 虽然 KE 模

型和 Etsion模型仅对微凸体加、卸载进行了研究,但

图 7 三个阶段的接触能耗

Fig. 7 The contact energy dissipation of three stages

图 8 本文模型与 KE模型、Etsion模型及 Bartier的实验对比

Fig. 8 The comparison between the present model, KE model, Etsion

model, and Bartier’s experiment

通过式 (40) ∼ 式 (42) 可得一个加、卸载周期的能

耗与变形之间的关系. Bartier试验材料为 AISI 1035

碳钢 (即中国的 35号钢)，其参数为：E = 600 GPa,

H = 0.882 GPa,G = 234.38 GPa,v = 0.28, R = 0.5 mm.

其加、卸载数据详见文献 [33]，采用指数函数对其进

行拟合 [34]，获得加、卸载力与变形关系表达式，通

过积分获取一个加、卸载周期的能耗.根据仿真结果

可以发现, 本研究提出的能耗模型与实验的结果较

吻合，而 KE 和 Etsion模型能耗均小于 Bartier的实

验结果，这是由于它们忽略了微凸体侧向接触及相

互作用的能量耗损.

7 结 论

为了解决结合面在法向静、动力下接触能耗问

题，从微观上对微凸体侧向接触及相互作用的能耗

进行了研究，可得如下结论：

(1)弹性阶段无塑性变形，故弹性阶段仅存在摩
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擦能耗，其摩擦能耗量级约为 10−1 ∼ 101. 变形一定

时，接触角对能耗影响较大，接触角度越大，能耗越

大，且接触能耗增长率的角度约等于侧向接触角.由

于弹性阶段无应变能耗，仅存在摩擦能耗，故在小载

荷情况下，机械结合面模型必须采用双粗糙表面模

型.

(2)弹塑性阶段能耗包括应变能耗和摩擦能耗，

其量级约为 10−1 ∼ 105. 当变形一定时，接触角越

大，能耗越大，但接触角对能耗影响较小.

(3)塑性阶段能耗不存在摩擦能耗，仅包括应变

能耗，其量级约为 105 ∼ 108.当变形一定时，接触度

越大，能耗越大，但接触角对能耗的影响非常小.由

于塑性阶段微凸体侧向无摩擦能耗，且接触角对能

耗的影响甚微，故结合面在承受大载荷时可采用单

平面假设.

(4)当 3个阶段中接触角一定时，其能耗均随着

变形的增大而非线性增大，且考虑微凸体侧接触及

相互作用的能耗大于不考虑侧接触或不考虑相互作

用的能耗.

(5)将本文中 3个阶段能耗合成并与 KE模型、

Etsion模型和 Bartier的实验结果进行对比分析可看

出本文提出的能耗模型与 Bartier的实验结果较为吻

合.

后续将根据本文提出的微凸体侧向接触及相互

作用模型，进一步考虑结合面的微凸体高度分布、

接触角度分布等，从微观推广到宏观，对整个结合面

的接触阻尼进行研究.
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