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透射边界条件在波动谱元模拟中的实现：

二维波动
1)

邢浩洁 李鸿晶 2)

(南京工业大学土木工程学院，南京 211816)

摘要 将邢浩洁和李鸿晶提出的多次透射公式 (multi-transmitting formula, MTF)的谱元格式应用于均匀介质中

线弹性 SH波动问题的谱元模拟. 假定紧邻人工边界的一层谱单元为具有直线边界的四边形单元，以保证每个

人工边界节点都唯一对应一条指向内域的离散网格线.人工边界节点在某时刻的位移由该离散网格线上的节点

在前若干时刻的位移确定，按照 MTF 谱元格式进行计算.通过平面波以一定角度传播的外源问题算例和点源

脉冲自由扩散的内源问题算例，验证了方法的可行性以及对实际复杂波动问题的适用性.通过不同类型初值问

题算例，在时域内分析了插值多项式阶次、人工波速和透射阶次三个参数对反射误差的影响.结果表明：插值

多项式阶次较高的格式会表现出更好的精度，但总体上对反射误差的影响较小；人工波速对反射误差具有显著

影响，当人工波速小于介质物理波速时反射误差较大，而当人工波速等于或稍大于介质物理波速时反射误差处

于较低水平；透射阶次对反射误差具有决定性影响，表现在不失稳的情形下提高透射阶次能够迅速降低反射误

差，但内源问题从三阶MTF开始出现飘移失稳，外源问题从二阶MTF开始出现轻微的飘移失稳.
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IMPLEMENTATION OF MULTI-TRANSMITTING BOUNDARY CONDITION FOR

WAVE MOTION SIMULATION BY SPECTRAL ELEMENT METHOD: TWO

DIMENSION CASE 1)

Xing Haojie Li Hongjing2)

(College of Civil Engineering，Nanjing Tech University，Nanjing211816，China)

Abstract The spectral element scheme of multi-transmitting formula (MTF) which proposed by Xing and Li is developed

and expanded to numerical simulation of SH-type wave motion in homogeneous linear medium. The spectral elements

adjacent to the artificial boundaries are supposed to be rectilinear quadrilateral elements, in order that each node on the

artificial boundary locates on a unique grid line pointing to the interior domain, hence the displacement of a particular

artificial boundary node at a certain time can be inferred from displacements of nodes on the grid line at earlier times.

Two numerical examples, the plane wave propagation with a certain angle (outer-source problem) and the free spread of a

pulse wave originated from a point (inner-source problem), are employed for verification of this wave motion simulation
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procedure which combines the spectral element method with MTF boundary. The main parameters affecting reflection

error of the MTF scheme, such as order of interpolation polynomial, artificial wave speed and transmitting order, are

investigated in time domain via a series of initial-value problems. The results show that the order of interpolation poly-

nomial influences the reflection error very little, while higher interpolation order may lead to better accuracy. For the

choice of artificial wave speed, it is preferable to choose values equal or slightly greater than the physical wave speed,

otherwise bigger reflection errors come about. Transmitting order exerts the most significant impact on reflection error,

which would be reduced greatly with the increase of transmitting order of MTF, but the undesired drift instability may

arise when transmitting order reaches three or two for inner-source and outer-source problems, respectively. Although

the work combining MTF boundary with spectral element method is conducted on simulation of SH wave propagation in

infinite homogeneous medium in this paper, it has laid the foundation of research on more complicated situations, such as

issues of layered soil sites, propagation of P-SV wave or Rayleigh wave, etc.

Key words multi-transmitting formula, spectral element method, SH-type wave motion, spectral element scheme of

MTF, drift instability

引 言

局部场地的地震波动数值模拟是地震学和地震

工程等领域的重要课题，这类复杂介质中的大规模

开放系统问题，对计算模型的空间离散以及人工边

界条件都有很高要求. 谱元法 [2](spectral element

method, SEM)兼具了有限元法的灵活性和谱方法

的高精度，具有高效处理复杂几何或物理模型的能

力，成为近年来备受关注的空间离散方法. 从 20世

纪 90年代开始，谱元法被用于求解地震波传播问

题，在地球介质中的声波和弹性波模拟方面取得了

进展 [3-10].近十年来对谱元法的研究逐渐增多，在谱

元法基本理论 [11]、大规模地震动模拟 [12-14]、三角网

格划分 [15-18]、并行计算 [19]、非线性分析 [20]以及与

有限元法的对比 [21]等方面都有成果发表.可以说，

在处理大规模复杂波动问题方面，谱元法比传统有

限差分法 [22] 或有限元法 [23] 具有显著优势. 但由于

谱元法在有限单元上采用了基于不等距节点的高阶

插值格式，传统的以有限元法等采用低阶插值格式

构造的人工边界条件计算公式在波动谱元模型中无

法被直接使用，因此需要专门研究适合谱元模型的

人工边界条件的具体实现方式.

Clayton-Engquist(CE)边界 [24] 是早期在谱元法

地震波动模拟中使用最多的人工边界条件，它与谱

元法结合的方式有两种，一种需将边界表达式写成

沿边界的等效积分并纳入到谱元法的等效积分方程

中 [4]，另一种则将边界表达式写成关于边界上黏性

阻尼力以及法向、切向应力的形式 [7-9]. 作为一种

时、空局部化的近似边界，它仅能吸收传播方向与

边界法线夹角较小的外行波动.全局化的 DtN 边界

在谱元法中有一定应用 [25-27]，该边界由波传播的远

场解得到，是一种精确的人工边界.但全局边界的计

算量很大，许多实际波动问题的远场解比较复杂，

而在数值计算中需要对级数表达式进行截断 [28]，

这些都限制了该边界的推广. 完美匹配层 (perfectly

matched layer, PML)边界是目前波动谱元模拟中比

较热门的人工边界 [29-33]，其优点在于外行波在内域

和吸收层的交界面上不发生反射，而且能够迅速地

被吸收层内的衰减函数和阻尼作用消减掉. 但无论

是经典 PML，还是复频移 PML，形式都比较复杂，

而且数值离散后的 PML 仍然存在精度和稳定性问

题. 最近，多次透射公式 (multi-transmitting formula,

MTF)[34-35]被尝试引入波动谱元模拟中，文献 [36]从

时间回退和空间回退两个角度，给出了在谱元法中

使用多次透射公式的方法并探讨了其稳定性问题.

MTF通过透射阶次和人工波速两个参数控制透

射精度，谱元法则通过单元阶次和单元尺度来模拟

复杂波场，兼具高精度和灵活性是二者的相似之处.

因此，在波动谱元模拟中使用MTF作为人工边界条

件，可能是提高波动模拟精度和计算效率的重要途

径之一. MTF 易于与内域离散格式结合，但关于这

方面的研究不多. 目前在波动有限差分或有限元模

拟中广泛使用的是一种基于三点抛物线内插和齐次

内插递推过程的 MTF数值格式 [37]. 在文献 [1] 中，

我们详细探讨了在谱元离散网格中施加 MTF 时所

面临的新问题，提出了一组基于拉格朗日多项式插

值和简单内插方案的MTF谱元格式，并在一维波动
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问题中研究了这组格式的精度和稳定性特点. 本文

将根据文献 [1] 提出的 MTF谱元格式，进一步探讨

在二维波动谱元模拟中实现MTF的具体方法，分析

方法的可行性以及复杂波动问题的物理特征与MTF

计算参数之间的联系，并初步探讨与之相关的稳定

性问题.

1 二维波动谱元模型

以 SH型波动问题说明谱元法的基本公式以及

MTF的实现过程. SH波动方程为如下的二维标量波

方程
∂2u
∂t2
− c2

(
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

)
= f (1)

其中, u (x, y, t) 为出平面波动位移，f (x, y, t) 为外荷

载，c为介质物理波速.模型所在区域为 (x, y) ∈ Ω，
计算时间 t ∈ (0,T].

采用具有集中质量矩阵的高精度勒让德谱元法

(Legendre spectral element method, LSEM)对波动方程

进行空间离散，通过以下 3个步骤：(1)导出原方程

的等效积分 “弱” 形式；(2)将整个计算区域的积分划

分为各个单元积分的叠加；(3)将各个单元的积分和

微分转换到标准的参考单元上. 得到波动方程的等

价形式如下
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其中，ue (ξ, η), ve (ξ, η)分别为参考单元上的波动位移

函数和测试函数，顶标 “ ¨ ” 表示对时间的二阶偏导

数，上标 T表示向量或矩阵的转置. ne为模型的单元

数；Λ为参考单元，ξ, η为参考单元坐标；|J |和 J−1

为雅可比行列式以及雅可比矩阵的逆阵.

参考单元上的波动位移函数，即 LSEM的单元

位移模式由下式定义

ue(ξ, η) =

ng∑

i=1

ue
i Ni(ξ, η) (3)

式中，ng为单元节点数目，ue
i 为待求的节点位移，

它与实际物理单元的节点位移一一对应. Ni (ξ, η) 为

形函数，采用四边形单元，则形函数由 ξ, η方向的一

维勒让德基函数相乘得到，其表达式为

Ni(ξ, η) = ` j(ξ)`k(η) (4)

式中，单元的总体节点编号 i以及 ξ, η方向的局部节

点编号 j, k如图 1所示.单元节点数 ng = nξ × nη，这

里 nξ, nη分别为 ξ, η方向的节点数.

图 1 参考单元的节点编号

Fig. 1 Node numbering of a reference element

勒让德基函数为定义在 GLL(Gauss Lobatto Leg-

endre)节点上的拉格朗日插值函数，具有表达式

`i (ξ) =

nξ∏
j=1,
j,i

ξ − ξ j

ξi − ξ j
(5)

式中，GLL节点 ξi , ξ j 是数值分析和工程计算中的一

类重要节点，很多文献都给出了其数值，这里不再赘

述. η方向的勒让德基函数定义与上式相同.

方程 (2)再经过如下步骤：利用伽辽金原理，选

取与波动位移函数相同的测试函数；将波动位移函

数、测试函数、雅可比行列式以及雅可比逆矩阵代入

方程 (2)，根据二维GLL数值积分计算各个积分项，

得到各个单元的运动方程；将单元方程组装为总体

方程.得到空间离散后的谱元节点运动方程

Mü + Ku − F = 0 (6)

式中，M 为总体质量矩阵, K为总体刚度矩阵，F为

外载荷向量，u为被求的节点位移.

这个运动方程是关于模型所有内域节点和自由

边界节点的 (谱元法基本公式已将自由边界条件包

含在内)，再引入物理边界条件和人工边界条件，就

能通过时域逐步积分对上述方程进行求解.其中，采

用适当的人工边界条件，降低或消除人工边界反射

波的干扰，是保证波动模拟精度的关键.
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2 多次透射公式

有限模型人工边界节点的位移由 MTF 进行计

算. MTF是一种直接以离散形式给出的一维化的时

空外推公式，它由下式定义

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j up+1− j

ja (7)

式中，二项式系数CN
j = N!/ ( j! (N − j)!)，N为透射阶

次.上式表示人工边界节点 0在 p + 1时刻的位移，

由时空外推节点 1a在 p时刻的位移, 2a在 p − 1时

刻的位移, · · · , Na在 p+ 1−N时刻的位移来计算.这

些点被称为 MTF计算点，它们以时空步距 (∆t, ca∆t)

向前向内推进，∆t为时间步长，ca为人工波速.

由于 MTF 计算点与内域离散点位置不一定重

合，上式无法直接用于波动数值计算.只需通过适当

的插值方法，由临近内域离散点位移插值得到各个

MTF计算点位移，就能得到适用于波动数值模拟的

MTF数值格式.

2.1 人工边界附近的谱单元类型

在波动有限元模拟中使用 MTF 时，通常要求

每个边界节点的内法线上有一系列等距分布的有

限元节点，然后利用这些节点进行三点抛物线内插

和齐次内插递推方案，得到实用的 MTF 有限元格

式 [34-35]. 其中包含两个要点，一是边界法线，二是

等距分布的有限元节点. 然而研究发现：“法线” 的

条件不必严格满足，但它必须是一条将人工边界节

点和一组内域有限元节点串连起来的直线，这条直

线通常是从边界节点指向内域的离散网格线；等距

分布的有限元节点是保证齐次内插过程得以实现的

条件，因此在谱元不等距节点分布的条件下无法使

用齐次内插方案.

为了在谱元离散网格中实现一维化的 MTF，首

先需要确保每个人工边界节点都对应一条上述 “直

线”. 如图 2所示的三角形谱单元和曲边谱单元显然

不满足这一要求，因为前者有部分边界节点上没有

指向内域的离散网格线，而后者有大量的离散网格

线为曲线.

如图 3所示的具有直线边界的四边形谱单元能

够满足上述要求.同时由于谱单元尺寸较大，对于常

用阶次的 MTF，其计算点一般不会超过一个谱单元

范围. 于是对边界附近的谱单元类型作如下假定：

图 2 三角形谱单元和曲边谱单元

Fig. 2 Triangle and curvilinear spectral elements

图 3 直边谱单元中的 MTF计算点

Fig. 3 Computation nodes of MTF in a spectral element with

straight edges

紧邻人工边界的一层谱单元为具有直线边界的四边

形单元.

基于该假定，每个人工边界节点的MTF计算点

都位于一条指向内域的离散网格线上，该点位移可

由文献 [1]给出的 MTF谱元格式进行计算.

2.2 边界位移计算公式

以图 3中 A点为例来说明在二维谱元离散网格

中施加MTF的具体过程，其他人工边界节点与之类

似. A点指向内域的离散网格线为一条直线，线上有

不均匀分布的谱元节点 A,A1,A2, · · · ,A′，以及均匀分
布的MTF计算点 1a,2a, · · · ,Na.各个MTF计算点分

别位于不同的时刻，如图 4所示.

根据文献 [1] 提出的 MTF 谱元格式，对各个

MTF计算点的位移均采用同样的拉格朗日多项式插

值公式进行计算，得到 A点在 p+ 1时刻的位移计算
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图 4 计算 A点位移的 MTF谱元格式

Fig. 4 Spectral element scheme of MTF for computing the displacement

of nodeA

公式为

up+1
0 =

N∑

j=1

(−1) j+1 CN
j T ju j (8)

T j =
[
t j,0, t j,1, t j,2, · · · , t j,M

]
(9)

u j =
[
up+1− j

0 , up+1− j
1 , · · · , up+1− j

M

]T
(10)

t j,i =

M∏
k=0,
k,i

( jca∆t − sk)
(si − sk)

(11)

式中，上标 T 表示向量转置，M 为插值多项式阶

次. 插值系数 t j,0, t j,1, t j,2, · · · , t j,M 与 MTF 计算点

ja ( j = 1,2, · · · ,N) 和谱元网格点 0,1,2, · · · ,M 一一
对应. s0, s1, · · · , sM 分别为节点 A与 A, A与 A1, · · · ,
A与 AM 之间的距离.

插值多项式阶次 M 的取值范围为 2, 3, · · · ,
NEn；NEn 为 MTF 计算方向的谱单元阶次，因此式

(8) ∼ 式 (11)表示的是一系列 MTF 谱元格式. 不同

格式的区别在于采用的插值多项式阶次 M不同，即

涉及的谱元离散点数目不同.其中，M = 2时为三点

抛物线内插格式，M = NEn时为与谱单元位移模式

一致的格式.式 (8)∼式 (11)表示的MTF谱元格式能

够实现的 MTF阶次范围，由保证各个插值均为 “内

插” 的条件确定，为

Nca∆t 6 sM (12)

可以看出，插值多项式阶次 M越高，能够实现

的 MTF 阶次 N 越高. 对于最低的插值多项式阶次

M = 2，通常 N取为 2和 3，所以上式对常用的MTF

阶次一般不构成限制.只有在少数极端情形下，如人

工波速大大超过物理波速或透射阶次很高时，才需

要验证.

上述 MTF 谱元格式是在较为稀疏的不等距

谱元节点上进行插值，用于计算各个 MTF 计算

点 1a,2a, · · · ,Na 位移的谱元节点数均为 M + 1

个；而传统 MTF 有限元格式是在相对密集的等距

有限元节点上进行插值，用于计算各个 MTF 计

算点 1a,2a, · · · ,Na 位移的有限元节点数分别为

3, 5, 7, · · · , 2N + 1个.二者的主要区别在于实现高

阶MTF的方式不同，以及插值多项式阶次不同. MTF

有限元格式实现高阶MTF的方式为齐次内插递推过

程，这样的好处是反射系数表达式为 R = − f N，f 为

一阶 MTF 的反射因子. 此时各阶 MTF 的稳定界限

相同，且在不失稳的情况下，随着透射阶次 N的增

加，反射系数能够稳步地减小. MTF谱元格式使用

简单内插方案实现高阶 MTF，其模拟效果比齐次内

插方案有所降低，但是谱单元的高精度特性能够较

好地弥补这方面不足，而高阶谱单元下插值多项式

阶次 M 的取值则是 MTF谱元格式面临的新问题，

对此文献 [1]已有初步讨论，本文还将进一步研究.

需要指出的是，上述MTF谱元格式和传统MTF

有限元格式都来源于MTF定义式 (7)，因此它们的模

拟效果首先是由人工波速 ca和透射阶次 N这两个基

本参数决定的.

3 方法可行性的验证

分别以无限均匀介质中的外源和内源 SH波动

问题为算例，验证本文方法的可行性.计算模型如图

5所示，模型所在区域为宽 600 m、高 400 m的矩形，

介质物理波速 c = 400 m/s，模型四边均为 MTF人工

边界. 外源问题的输入波为从模型左下方斜入射的

平面波，斜入射方向与竖轴夹角为 α.内源问题的输

入波为作用在模型内部某点的一个脉冲波源，波源

位置距模型左侧、下侧边界各 100 m.

输入波位移时程采用 Ricker型地震子波，具有

表达式

S (t) =
[
1− 2π2 f 2 (t − 1/ f − t0)2

]
·

exp
[
−π2 f 2 (t − 1/ f − t0)2

]
(13)

式中，f 为中心频率，t0为脉冲波形的起始时间. 由

此不难得出脉冲宽度为 2/ f，峰值频率约为 3 f .计算

时取 f = 10 Hz，对应峰值频率约为 30 Hz.对于内源

问题，上式为点波源的输入波位移时程；对于外源问

题，上式仅为模型左下角点的输入波位移时程，模型

左侧、下侧边界上其他节点的输入波位移时程，需在

上式的基础上考虑相应的滞后时间.
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图 5 外源和内源 SH波动问题计算模型

Fig. 5 Computation model of SH-type wave motion problem with outer

or inner wave source

采用四阶勒让德谱单元对模型进行空间离散，

单元节点数为 25，模型的单元数为 1 247 (43× 29 =

1 247). 两个方向的谱单元尺寸分别为 13.95 m和

13.79 m，接近于 λmin = 400/30 ≈ 13.33 m，符合谱

元离散的精度要求. 时间步长取为 0.003 s，此时，

与时域积分稳定性有关的库朗数 (Courant number)为

q = c∆t/∆xmin = 400× 0.003/2.38≈ 0.50，小于临界值

(略小于 1的某个常数)，符合稳定性要求.

3.1 外源问题

首先进行外源问题的模拟. 平面波入射角度设

置为 α = 30◦，此时外行波在上边界和右边界的透射

角度 (相对于边界法线)分别为 θ = 30◦和 θ = 60◦.边

界条件采用式 (8) ∼式 (11)表示的 MTF谱元格式，

插值多项式阶次取为 M = 4(与谱单元阶次一致).采

用不同边界参数进行数值模拟，选取其中比较有代

表性的两组结果，它们在 0.3 s, 0.6 s, 1.1 s, 1.4 s的波

场快照如图 6所示.

图 6(a) 为第一组模拟结果，使用的边界参数

为：二阶 MTF，人工波速 ca取为介质物理波速 c，

这是 MTF最常用的参数设置.前两幅子图显示，在

模型的左侧和底部顺利地实现了平面波的输入，此

时没有外行波，边界上不会发生反射.后两幅子图显

示，当入射波到达右边界和上边界时，MTF 边界能

够将绝大部分外行波动能量透射出去，仅有很小一

部分能量被反射回计算区域.从图中还可以看出，右

边界的反射明显大于上边界的反射，其原因在于右

边界为大角度透射 (θ = 60◦)，而上边界的透射角度

相对要小得多 (θ = 30◦).这组模拟表明了本文提出的

在二维谱元离散网格中使用MTF作为人工边界条件

(a)二阶 MTF, ca = c

(a) 2nd-order MTF,ca = c

(b)一阶 MTF，左右边界 ca = c/ cos 60◦,上、下边界 ca = c/ cos 30◦

(b) 1st-order MTF, left and right boundaries:ca = c/ cos 60◦, top and

bottom boundaries:ca = c/ cos 30◦

图 6 外源问题波场快照

Fig. 6 Wave field snapshots of outer-source problem

的方法是可行的.对于透射角度不大的外行波，常用

的MTF参数设置就能取得较好的模拟效果；对于透

射角度较大的外行波，模拟效果有所降低.

图 6(b) 为第二组模拟结果，使用的边界参数

为：一阶 MTF，人工波速 ca 取为各边的法向透射

速度 c/ cosθ，即左、右边界 ca = 2c，上、下边界

ca = 2c/
√

3. 前两幅子图显示平面波能够在模型的

左侧和底部顺利地输入计算区域，与上一组相同.后

两幅子图则显示当入射波到达模型右边界和上边界

时，能够完全透射出去，不发生任何反射.这种近乎

完美的模拟结果表明,通过调整人工波速取值，可以

很好地克服仅由透射角度带来的影响. 这组模拟不

仅验证了本文方法的可行性，还进一步显示了它在

处理简单波动问题时的精确性.

平面波传播问题是一种理想化的波动模型，波

动能量沿单一方向传播的特性，使得每个人工边界
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上外行波的视传播速度都可以确定，这为设置人工

边界带来了方便.实际波动问题则要复杂得多，其复

杂性表现为由透射角度或波动能量空间扩散的衰减

效应导致的在人工边界不同位置处，外行波的视传

播速度各不相同.对于这种复杂的实际波动问题，本

文 MTF谱元格式同样能够很好地模拟.

3.2 内源问题

接下来进行内源问题的模拟. 为显示本文方法

适应复杂波场的能力，将波源设置在模型左下角以

增加边界附近波场的复杂性. 此时对于左侧和下侧

边界，在靠近波源的位置会受到较为明显的波场几

何衰减效应的影响，远离波源的位置则存在外行波

透射角度较大的问题；上侧和右侧边界受到的影响

相对较小. 采用式 (8) ∼式 (11)给出的 MTF谱元格

式，插值多项式阶次取为 M = 4. 由两组不同边界

参数得到的 0.3 s, 0.6 s, 0.9 s, 1.5 s的波场快照如图 7

所示.

(a)二阶 MTF, ca = c

(a) 2nd-order MTF,ca = c

(b)二阶 MTF，ca = c/ cos 45◦

(b) 2nd-order MTF,ca = c/ cos 45◦

图 7 内源问题波场快照

Fig. 7 Wave field snapshots of inner-source problem

图 7(a)使用的是 MTF 常用的边界参数：二阶

MTF，ca = c，它对弱衰减、小角度透射的外行波模

拟效果较好.图中结果显示在人工边界各个位置处，

大部分波动能量都能够顺利透出，表明了本文 MTF

谱元格式模拟复杂波场问题的有效性. 仅有少量反

射出现在左侧、下侧边界距波源较近的波场衰减区

和远端的大角度透射区. 如：0.6 s子图显示了由于

波场衰减效应导致的未被完全透出的波；0.9 s子图

中 A点和 B点反射波强度对比，表明本例的边界参

数设置对大角度外行波动的模拟效果不如小角度外

行波动；1.5 s子图中下边界的反射波强度大于上边

界，因为下边界的透射角度更大.

图 7(b) 使用的边界参数为：二阶 MTF，ca =

c/ cos 45◦ ，此时它对透射角度为 45◦ 左右的外行波

模拟效果最好.由于本例中外行波在大部分人工边界

区域都是以一定角度透射的，所以不难预测采用 45◦

角为透射中心，能够显著改善模型 4个角点附近，

以及左侧、下侧边界上远离波源部分的透射效果.图

中结果显示这组边界参数的模拟效果总体上要优于

上组边界参数.如：0.9 s子图中 B点的法向反射波依

稀可见，而 A点附近接近 45◦ 角的反射波则几乎被

完全吸收；1.5 s子图中 C点附近区域与上一组模拟

结果相比，小角度反射波几乎看不出差别，但是大角

度反射波被吸收得更加充分.

内源问题算例不仅再次证明了本文方法的可行

性，而且表明了它对复杂波动问题的适应性，这种

适应性主要通过选取适当的边界参数来实现. 就工

程应用而言，常用的 MTF参数配置 (N = 2，ca = c)

对很多实际波动问题已具有足够的模拟精度. 然而

从研究角度看，深入研究MTF计算参数与波动物理

特征之间的联系，根据外行波的视传播规律有针对

性地设定MTF计算参数，对更好地求解复杂波动问

题具有重要价值.

4 边界反射误差的时域分析

式 (8) ∼式 (11)描述的 MTF谱元格式对外行波

的透射效果受到插值多项式阶次 M、人工波速 ca和

透射阶次 N三个参数的影响，通过一组精心设计的

SH波动数值试验，在时域内定量地研究不同 MTF

参数取值下，本文MTF谱元格式在人工边界上的反

射误差.

如图 8所示，采用两个计算模型：半空间模型
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Ω2，左侧使用式 (8) ∼式 (11)的 MTF谱元格式，其

余三侧为自由边界；全空间模型 Ω3，四边均为自由

边界. 反射误差的分析区域为 Ω1，这样半空间模型

的计算结果为受到左侧人工边界影响的数值解，全

空间模型计算结果为不受任何边界影响的大区域数

值解 (即精确解). 介质物理波速为 1 m/s，计算时间

为 2 s，这组参数能够保证计算时间内自由边界的反

射波不会返回分析区域.

图 8 人工边界反射误差分析模型

Fig. 8 Numerical model for analyzing the

reflection error of artificial boundary

为便于分析，本文模拟初始波场的自由扩散问

题. 由于没有外部波动能量输入以及介质阻尼等因

素的干扰，模型中波动能量的变化只受边界影响.初

始波场所在区域为图中圆形区域：圆心为 (0.5,0)，

半径为 0.45 m. 分别采用三种具有不同传播特征的

初始波场：圆形扩散 (circular spread)、法向透射 (nor-

mal transmission)和 45◦ 角透射 (45◦ transmission)，其

中圆形扩散初始波场的表达式为如下高斯型脉冲

u (x, y,0) = exp
(
−30r2

)
, r 6 0.45 (14)

其中，r2 = (x− 0.5)2 + y2. 法向透射的初始波场由在

上式右端乘以 cos (8πx)得到，45◦角透射的初始波场

则通过在上式右端乘以 cos (8πx− 8πy)得到.根据公

式 λmin = 1/kmax来确定 3种初始波场中最短波长成

分，其中 kmax为波数的上限值.由于初始波场是二维

的，为简化分析，取波场变化最剧烈的方向进行一维

傅里叶分析，圆形扩散情形计算 exp
(
−30r2

)
的傅里

叶谱，后两种情形计算 exp
(
−30r2

)
· cos (8πr)的傅里

叶谱.得到圆形扩散情形 kmax的值约为 4 m−1，后两

种情形约为 8 m−1. 3种情形的初始速度都为零.

x和 y方向的谱单元阶次均取为 5，即采用 36

节点的单元.对于圆形扩散初始波场，单元尺寸取为

1/4，对于法向透射和 45◦角透射初始波场，单元尺寸

取为 1/7. 区域 Ω1 内的误差波场定义为由半空间模

型 Ω2计算的数值解减去由全空间模型 Ω3计算的精

确解. 衡量各个时刻 MTF边界反射误差的指标为：

区域 Ω1 内误差波场的弗罗贝尼乌斯范数与初始波

场的弗罗贝尼乌斯范数的比值.其中，各个时刻波动

位移矩阵 U 的弗罗贝尼乌斯范数的计算公式为

normU =

√∑

i

∑

j

|Ui j |2 (15)

4.1 插值多项式阶次的影响

3种初始波场情形下，MTF 边界上的反射误差

随插值多项式阶次 M 的变化规律如图 9所示 (MTF

计算参数：N = 2，ca = c，M = 2,3,4,5).

(a)圆形扩散

(a) Circular spread

(b)法向透射

(b) Normal transmission

图 9 插值多项式阶次 M对反射误差的影响

Fig. 9 Reflection error of MTF affected by interpolation polynomial

orderM
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(c) 45◦ 角透射

(c) 45◦ transmission

图 9 插值多项式阶次 M对反射误差的影响 (续)

Fig. 9 Reflection error of MTF affected by interpolation polynomial

orderM (continued)

图 9结果显示，人工边界反射误差随着插值多

项式阶次 M 增加而逐步降低，其中，当 M = 2时

反射误差最大，3种情形的峰值误差均接近 4%;当

M = 5时反射误差最小，3种情形下的峰值误差分别

为 3.5%, 0.9%和 2.7%.显然，当插值多项式阶次与谱

单元阶次一致时，模拟效果最好.另外图中结果还有

两点值得重视：一是所有反射误差均在 5%以内，这

说明如果从工程精度考虑，由插值多项式阶次不同

引起的误差变化几乎可以忽略不计；二是不同插值

多项式阶次对透射方向比较单一的波动问题，如法

向透射或 45◦ 角透射，具有层次较为分明的影响，

而对透射方向比较丰富的波动问题，如圆形扩散，

其影响程度较小.

总之，插值多项式阶次对透射效果的影响是在

较高精度水平上的微小变化，它并不是决定式 (8) ∼
式 (11)的 MTF谱元格式模拟效果的关键因素.从实

际使用角度出发，考虑到边界附近的谱单元阶次会

受到特定波动问题的模拟精度和计算效率的影响而

有所不同，若存在多种不同插值多项式阶次的边界

格式可供选择，会大大增加问题的复杂性，于是笔者

建议统一采用插值多项式阶次与谱单元阶次一致的

边界格式.

4.2 人工波速的影响

3种初始波场情形下，MTF 边界上的反射误差

随人工波速 ca的变化规律如图 10所示 (MTF 计算

参数：N = 2，M = 5，α = ca/c，取值为 0.5, 0.75, 1.0,

1.25, 1.5).

(a)圆形扩散

(a) Circular spread

(b)法向透射

(b) Normal transmission

(c) 45◦ 角透射

(c) 45◦ transmission

图 10 人工波速 ca对反射误差的影响

Fig. 10 Refection error of MTF affected by artificial wave speedca

对比图 9和图 10结果可知，不同人工波速 ca取

值导致的边界反射误差变化幅度，大大超过不同插

值多项式阶次M导致的变化.这点不难理解，因为人

工波速是 MTF定义式中的一个基本参数. 较大反射

误差出现在人工波速取值小于物理波速的情形，如

ca = 0.5c时，峰值误差分别达到 10%, 6.2%和 13%，

ca = 0.75c时，峰值误差分别为 5.3%, 1.6%和 6%.而
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当人工波速取值等于或大于物理波速时，反射误差

均处于较低水平，其峰值分别不超过 3.5%, 1.7%和

2.7%.反射误差越小，表明人工波速取值越接近外行

波沿边界法向的视传播速度.

波动问题的复杂性在于受到透射角度、波幅衰

减或多个子波叠加等因素的影响，确定外行波的视

传播速度常常比较困难，而且很多时候难以用一个

值来精确地描述. 但这部分研究能够帮助我们认识

不同因素对视传播速度的具体影响，进而总结一些

有助于优化人工波速取值的结论. 图 10(c)结果表

明：外行波透射角度对视传播速度的影响是较为确

定的，以 θ角透射的外行波的视传播速度为 c/ cosθ.

图中模拟的是 45◦ 角透射波，其视传播速度为
√

2c.

α = 1.5 曲线与此最接近，因此反射误差最小，其

他 α取值偏离
√

2越远，反射误差越大.图 10(b)模

拟的是法向透射波，但反射误差最小值没有出现在

α = 1时，这表明了初始波峰附近波动能量几何扩散

导致的波幅衰减效应带来的影响. 从图中结果不难

看出，采用稍大于介质物理波速的人工波速能够有

效地弱化这一影响，而本例中最优人工波速取值在

c和 1.25c之间.图 10(a)结果显示了单一人工波速的

MTF谱元格式对实际复杂波动问题的模拟效果，它

与不同时刻波动能量在边界上的透射区域和透射方

向有关. 在 1.0 s之前，法向和小角度透射波先到达

边界，此时人工波速等于 c的模拟效果最好；在 1.0 s

之后，大角度透射波成为主要成分，此时人工波速等

于 1.25c或 1.5c的模拟效果要好于前者；而对于人工

波速等于 0.5c或 0.75c的格式，其模拟效果自始至终

都不理想.

以上分析表明，实际波动问题与理想的平面波

法向透射问题相比，存在透射角度或波幅衰减，二

者都会导致视传播速度增大，因此采用大于介质物

理波速的人工波速能够达到更好的模拟效果. 这一

现象可理解为：从人工边界节点的视角来看，存在

透射角度或波幅衰减加速了波动能量向人工边界的

“积聚” 过程. 由此可以推断对于本例未涉及的多个

子波叠加效应，其作用与前两者相似.

至此，可将均匀介质中标量波问题的人工波速

取值规律总结为：不应取小于介质物理波速的值；对

于大多数实际波动问题，取等于或稍大于介质物理

波速的值就能满足要求；只有在少数特殊情形下，

如透射角度较大、边界距离点波源很近或较多子波

场在边界附近叠加时，才可能需要采用大大超过介

质物理波速的值，但这往往会带来诸如稳定性等方

面的问题.

4.3 透射阶次的影响

3种初始波场情形下，MTF 边界上的反射误差

随透射阶次 N的变化规律如图 11所示 (MTF计算参

数：M = 5，ca = c，N = 1,2,3).

(a)圆形扩散

(a) Circular spread

(b)法向透射

(b) Normal transmission

(c) 45◦ 角透射

(c) 45◦ transmission

图 11 透射阶次 N对反射误差的影响

Fig. 11 Reflection error affected by transmitting orderN



904 力 学 学 报 2017年 第 49 卷

将图 11和图 10、图 9对比之后可以看出，透射

阶次 N对边界反射误差的影响是决定性的，它大大

超过了人工波速 ca或插值多项式阶次 M的影响.其

中，一阶 MTF 的反射误差较大，如圆形扩散和 45◦

角透射情形，峰值误差分别为 8.7%和 10.2%，不满

足工程精度要求，说明一阶MTF难以用来模拟复杂

波动问题.二阶 MTF的反射误差显著降低，三种情

形下的峰值误差分别为 3.5%, 0.9%和 2.7%，都小于

5%，满足工程精度要求，说明通常采用二阶MTF进

行波动模拟的做法是可取的. 三阶 MTF的反射误差

没有像预想的那样进一步降低，反而出现了不合理

的增长，如圆形扩散和法向透射情形，三阶 MTF的

反射误差大大超过一阶MTF，45◦角透射情形，三阶

MTF 的反射误差与二阶 MTF 相当，但前者随时间

增长的趋势一直在延续.我们还采用四阶 MTF进行

了模拟，其反射误差已经大到无法在图中显示的地

步，更高阶次的MTF同样如此.这种现象表明 N > 3

时 MTF边界发生了某种失稳.

观察三阶MTF模拟的各个时刻波场变化，我们

发现这是一种飘移失稳 [38]，如图 12所示.飘移现象

(a)二阶 MTF，正常结果

(a) 2nd-order MTF, normal result

(b)三阶 MTF，飘移失稳

(b) 3rd-order MTF, drift instability

图 12 区域 Ω1在 2 s时的波场

Fig. 12 Wave field of domainΩ1 at 2 s

从 MTF 边界中部开始，逐渐向两端扩展，形成中

间大、两端小的拱形位移，拱的高度随时间不断上

升，而实际边界位移在主波形透过之后应当趋近于

零.显然，当边界出现这种严重的失稳问题时，波动

模拟过程失败.从实用角度看，不使用 N > 3的MTF

谱元格式就可以回避这个问题，因为这里二阶 MTF

没有出现失稳，而且通常具有足够的模拟精度.关于

本文MTF谱元格式的飘移失稳机理及其抑制措施，

我们进行了初步研究，已得到一些基本认识.

飘移失稳现象不是本文 MTF 谱元格式所特有

的，传统MTF有限元格式可能出现飘移失稳已是众

所周知 [38-41]. 而其他类型的人工边界，如文献 [42]

提出的几种 Higdon边界形式，同样可能出现飘移失

稳.关于飘移失稳机理目前还没有统一的解释，如：

李小军等 [38-39] 认为飘移失稳是由于外源问题采用

连续介质中的波动理论解作为输入波场，而它与有

限元离散解之间存在差异所造成的. 周正华等 [40-41]

认为是由于 MTF不满足 GKS准则导致数值解中的

零频和零波数成分可以通过边界进入计算区，从而

引起飘移失稳. Higdon[42] 则将其解释为边界格式允

许波动模拟中出现关于零频成分的广义特征值. 我

们认为这可能是由于人工边界条件作为计算模型的

支承条件本身就存在一定缺陷所致.

数值试验结果表明，本文MTF谱元格式可能出

现飘移失稳的透射阶次，对于内源问题为 N > 3，对

于外源问题为 N > 2.其中，前者与文献 [42]的结果

一致，后者则与文献 [38]结论相同.由此不难看出，

飘移失稳可能是边界高阶形式固有问题，而当边界

上存在外部波动输入时，这一问题更为严重. 已有

研究提出了几种抑制MTF飘移失稳的方法，如降低

MTF阶次 [38]、在边界区添加弹簧和阻尼元件 [39]，以

及在MTF公式中增加一个微小正数 [40].我们认为这

些方法都可以应用到本文的MTF谱元格式当中，这

部分内容值得深入探讨，但已超出本文的范畴.

最后，对本文MTF谱元格式的高频振荡失稳特

性做一简要说明.研究过程中我们进行了大量 SH波

动模拟，边界均未出现高频振荡失稳. 结合文献 [1]

关于一维波动问题的研究，我们将其解释为：本文

MTF谱元格式的稳定条件比内域离散格式宽松，所

以一般情况下不会发生高频振荡失稳，只有在人工

波速大大超过介质物理波速或透射阶次很高时，才

有可能超出稳定界限，在边界上出现高频振荡失稳.
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5 结 论

(1)一维化的 MTF公式需要通过一条直线上的

离散网格点来实现，本文通过假定紧邻人工边界的

一层谱单元为直线边界的四边形单元，保证每个人

工边界节点都唯一地对应一条指向内域的离散网格

线，用于实现文献 [1]所提出的MTF谱元格式.外源

和内源 SH波动问题算例证实了方法的可行性以及

对复杂波动问题的适应性.

(2)插值多项式阶次 M 对边界反射误差的影响

较小，M 取值较高的 MTF 谱元格式精度略好于 M

取值较低的格式. 从使用方便的角度，我们建议 M

取值统一采用MTF计算方向的谱单元阶次，这同时

也是精度最好的选择.

(3) 人工波速 ca 取值对边界反射误差具有显

著影响. 就本文研究的均匀介质中 SH波动问题而

言，外行波存在透射角度、波幅衰减或多个子波场

叠加，都会导致波动能量更快地向边界 “积聚”，因

此采用等于或稍大于介质物理波速的人工波速能得

到较好的模拟效果. 采用小于或等于介质物理波速

的人工波速，推算边界节点位移的准确性较差.其他

类型波动问题，如涉及到成层场地、P-SV波动，或

Rayleigh面波等，情况较为复杂，可在此基础上进行

专门讨论.

(4)透射阶次 N对本文 MTF谱元格式的模拟效

果具有决定性影响.不发生失稳时，提高透射阶次对

降低反射误差的效果最为明显. 但是，高阶 MTF容

易出现飘移失稳，其中，内源问题和外源问题开始出

现飘移失稳的 MTF阶次分别为 3和 2.
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