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固体力学

短纤维增强 EPDM 包覆薄膜超弹性本构模型
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摘要 短纤维增强三元乙丙橡胶 (EPDM)包覆薄膜用于一种新型缠绕包覆工艺，主要解决复杂构型自由装填药

柱外表面可靠性包覆问题.为了描述其在固体火箭发动机工作过程中产生的大变形、非线性和各向异性等力学

行为，根据纤维增强复合材料连续介质力学理论，提出了各向异性超弹性本构模型. 该模型中单位体积的应变

能函数被解耦成两部分：表征各向同性的橡胶基体应变能和表征各向异性的纤维拉伸应变能，通过引入纤维方

向对纤维应变能进行修正，给出了通过单轴拉伸、偏轴拉伸实验数据获取模型参数的具体方法.研究结果表明，

该模型能够很好地预测材料在纤维方向 0◦ ∼ 45◦ 时的各向异性力学特性，并将预测结果与实验数据对比，误差

在 5%以下. 所建立的各向异性超弹性本构模型准确性高、易于实现数值开发，在一定程度上能够为固体火箭

发动机的装药结构完整性分析提供理论依据.
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Abstract Short fiber reinforced EPDM inhibitor film is used for a new winding coating process, which is mainly to solve

the reliable problem in free loading solid rocket grains with complicated structure. Based on fiber reinforced continuum

mechanics theory, a simple anisotropic hyperelastic constitutive model is proposed to describe their large deformation,

highly non-linear and strongly anisotorpic mechanical behaviors in the work process of solid rocket motor. The unit-

volume strain energy function is decomposed into two parts: representing the strain energy from isotropic rubber matrix

and anisotropic fiber tensile deformation. By introducing fiber direction to modify fiber strain energy，the specific method

of obtaining model parameters by uniaxial and off-axis tension data is presented.Results show that it is highly suitable

to characterize their anisotropic mechanical behaviors in the fiber direction from 0◦ to 45◦ and the error is less than 5%

compared with experimental data. It is concluded that the proposed model is highly accurate and easy to achieve numerical

development, which can provide theoretical basis for the structural integrity analysis of solid rocket motor.
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引 言

固体火箭发动机具有结构简单、工作可靠性

高、推进剂密度高等优点，在各类战术战略导弹等武

器中应用广泛.在固体火箭发动机的装药过程中，需

要包覆阻燃抗燃材料，三元乙丙橡胶 (EPDM)具有

热解温度高、耐老化、力学性能优异等优点，是当前

最理想的推进剂绝热包覆材料 [1] . 通过在 EPDM中

加入芳纶短纤维进行改性，可提高其拉伸强度、韧

性和抗烧蚀性能，同时改善其界面黏合度，进一步

满足发动机的工作要求. 随着固体火箭发动机向着

远程化、高能装药、密集火力等方向发展，其装药结

构完整性问题备受重视 [2] . 因此研究新型短纤维增

强 EPDM包覆薄膜的力学特性，从而建立表征其力

学行为的本构模型，在固体火箭发动机装药结构完

整性分析中就显得十分重要.

EPDM本身具有典型的超弹性和非线性大变形

等特征，短纤维增强 EPDM复合材料兼有短纤维的

刚性和橡胶的高弹性，力学特性呈现各向异性 [3] .在

制备加工过程中，短纤维有沿着胶料流动方向取向

的倾向，从而导致其平行于纤维方向上的刚度、模量

等较高，垂直于纤维方向的延伸率较大，可将之简化

为横观各向同性材料 [4] .短纤维取向程度越高，复合

材料的各向异性越明显，而其取向程度又与纤维种

类、长径比和混炼加工方法有着密不可分的联系.橡

胶超弹本构模型 [5] 包括热力学统计模型和唯象学

本构模型，其中应用较为广泛的是 Neo-Hookean模

型 [6]、Yeoh模型 [7]、Mooney-Rivlin模型 [8]、Ogden

模型 [9] 等，并在此基础上进行模型改进. Pierce

等 [10] 在各向同性的基础上，将模型发展到横观各

向同性的条件下，可研究人体关节软骨胶原纤维有

限变形的力学性能. Peng等 [11]把人体椎间盘纤维环

单位体积能量函数解耦为基体、纤维和两者的相互

作用三部分，从而建立纤维增强各向异性超弹性本

构模型.郭国栋等 [12]、孙书蕾等 [13]、张必超等 [14]和

黄小双等 [15]在 Peng等 [11]的基础上，分别考虑剪切

作用、纤维弯曲刚度、双拉耦合作用和应变率效应，

对各向异性超弹性本构模型进行改进.近年来，一些

学者对 EPDM绝热包覆材料在准静态和动态冲击下

的力学行为进行了实验研究 [16-19]，但都基于各向同

性假设，不能准确反映其真实的受力情况.

用于描述复合材料力学行为的方法可分为细观

力学和宏观力学方法，本文从宏观力学角度研究复

合材料的力学行为.将短纤维增强 EPDM当成连续

非弹性体，不考虑基体与增强体之间的相互作用，

根据 Spencer提出的各向异性纤维增强复合材料理

论，在表征各向异性的纤维应变能函数中引入与纤

维方向有关的变形张量不变量，通过对纤维材料参

数的改进，建立一种能够表征材料在纤维方向 0◦ ∼
45◦各向异性力学特性的超弹性本构方程.

1 实验研究

1.1 实验方法

EPDM是固体火箭发动机绝热包覆层所选用的

常见材料，以 EPDM为基体材料，通过添加长度为

5 mm左右、长径比为 200左右的芳纶短纤维进行改

性，严格控制工艺因素影响，使得短纤维在 EPDM薄

膜中定向分布，示意图如图 1所示.

图 1 EPDM薄膜包覆层示意图

Fig. 1 Diagram of EPDM inhibitor film

为进一步分析 EPDM薄膜包覆层的力学性能，

定义沿纤维方向为 0◦，垂直于纤维方向为 90◦. EPDM

薄膜包覆层厚度约为 0.5 mm，通过机械加工、切

割方法等制备试件，尺寸为 80 mm×10 mm，标距为

40 mm，与拉伸实验机接触的夹持端采用梯形铝块和

高强度粘接剂进行粘接，并在铝块表面进行打磨处

理，如图 2所示.这种设计是因为薄膜厚度小，且材

料拉伸机夹头间隙大，直接夹在薄膜上无法保证紧

图 2 试件示意图

Fig.2 Diagram of specimen
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密夹持.同时，由于橡胶材料的超弹特性，铝片可以

防止其塑性流动，满足标距的精确性.

本文对 EPDM薄膜包覆材料进行了单轴拉伸和

偏轴拉伸实验 (拉伸和剪切作用同时存在)，实验过

程在常温环境 (293 K)下进行，湿度为 50%，采取恒

定的拉伸速率为 5 mm/min.

1.2 实验结果分析

实验中针对多个纤维方向进行多次重复实验，

选取 3次有效的实验结果的平均值作为研究对象，

图 3所示的是 90◦纤维方向的实验结果.对所有实验

数据处理后得到 EPDM薄膜包覆材料在不同纤维方

向的应力--应变曲线，如图 4所示.

图 3 实验数据处理示意图

Fig.3 Diagram of experimental data processing

图 4 不同纤维方向应力--应变曲线

Fig. 4 Stress-strain curves in different fiber directions

由图 4可见，短纤维增强 EPDM薄膜包覆材料

呈现出明显的各向异性力学特性. 在橡胶中定向分

布的短纤维，使得材料在平行于短纤维方向上的力

学性能不同于其他方向，简化为横观各向同性材料.

在纤维方向小于 60◦ 时，材料的拉伸强度和模量随

纤维方向的增大而减小；当纤维方向在 60◦到 90◦之

间时，材料的断裂强度相近.

根据应力传递理论，复合材料受到载荷作用

时，基体材料首先受到力的作用，再通过一定方式

传递到增强体或界面相上使之受载. 当纤维角度较

小时，由于短纤维具有较大的刚度和模量，短纤维

起主导作用；随着纤维角度增大，纤维作用削弱，应

力传递规律被破坏，材料的力学性能变化不明显.

2 各向异性超弹性本构模型

2.1 本构模型的一般形式

EPDM包覆薄膜是一种具有单向短纤维增强超

弹性基体的复合材料，根据 Spencer提出的各向异性

纤维增强复合材料理论，其应变能函数W可以表示

成右柯西 --格林 (Cauchy--Green)应变张量 C和纤维

初始方向 a0相关的不变量 I i 的函数 [20-22]

W = W (C, a0) = W (I1, I2, I3, I4, I5) =

Wiso (I1, I2, I3) + Wani (I4, I5) (1)

式中，C = FTF，变形梯度张量 F = ∂x/∂X，X 和 x

分别表示质点在初始构形和当前构形中的坐标.应变

能函数分别分解为各向同性和各向异性两部分. I1，

I2和 I3表征橡胶基体的各向同性属性，I4和 I5与纤

维伸长率和伸长方向有关，用来表征各向异性.右柯

西--格林应变张量不变量表示为

I1 = I : C = trC

I2 =
1
2

[
I2
1 − (I : C)2

]
=

1
2

[
(trC)2 − trC2

]

I3 = det(C)

I4 = A0 : C = a0 · C · a0 = λ2
F

I5 = A0 : C2 = a0 · C2 · a0



(2)

式中结构张量 A0 = a0 ⊗ a0，λF是纤维的伸长比.

根据链导法则，把应变能函数 W对右柯西 --格

林应变张量 C进行求导，由此得到第二皮奥拉 --基

尔霍夫 (Piola--Kirchhoff)应力张量 S

S = 2
∂W
∂C
− pC−1 = 2

5∑

i=1

(
∂W
∂I i

∂I i

∂C

)
− pC−1 (3)
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式中，Wi = ∂W/∂I i，∂I i/∂C可由式 (4)求得

∂I1

∂C
= I

∂I2

∂C
= I1I − C

∂I3

∂C
= I2I − I1C + C2

∂I4

∂C
= A0 = a0 ⊗ a0

∂I5

∂C
= a0 ⊗ C · a0 + a0 · C⊗ a0



(4)

而表征真实应力的柯西 (Cauchy)应力张量为

σ = J−1 · F · S · FT =

J−1 · F ·
2

5∑

i=1

(
∂W
∂I i

∂I i

∂C

)
− pC−1

 · FT (5)

式中，J 为材料变形后与变形前的体积比，且 J =

det(F) =
√

I3.

2.2 应变能函数的耦合

纤维增强超弹性基体的复合材料在拉伸过程中

产生变形，主要包括橡胶基体的变形、纤维增强体的

变形和纤维对基体橡胶的剪切变形 [11,23]. I1描述基

体材料在多轴状态下的变形；I2 对于填充橡胶材料

或生物组织的变形影响程度可以忽略 [24-25]；基于不

可压缩性假设，与体积变化相关的 I3 省略；I4 通常

与纤维拉伸应变能相关，表征材料的各向异性，不可

被忽略 [26]；出于简化的目的，不考虑纤维对基体橡

胶的剪切作用，进而忽略 I5的影响 [27].

本文研究的材料为短纤维增强橡胶材料，短纤

维对基体橡胶的剪切作用相对于基体拉伸应变能和

纤维拉伸应变能来说可以忽略，进而简化模型的构

建，将应变能函数解耦为获取参数的基体橡胶应变

能WM 和纤维伸长而产生的应变能WF
[4,28-30]

W = WM + WF = W (I1, I4) (6)

2.2.1基体橡胶应变能函数

常用橡胶材料的应变能函数的完全多项式可以

表示为 [5]

W =

N∑

i+ j=1

Ci j (I1 − 3)i (I2 − 3) j +

N∑

i=1

1
Di

(J − 1)2i (7)

式中，Ci j 和 Di 为模型参数.基于完全不可压假设，

则 J = 1，并忽略 I2的影响，选取 N = 2作为多项式

的阶数，得到基体橡胶的应变能函数形式

WM = C10 (I1 − 3) + C20 (I1 − 3)2 (8)

式中，材料参数 C10和 C20的单位均为 MPa.

2.2.2纤维应变能函数

纤维的应变能可以被认为与其拉伸长度有关，

不考虑其压缩，纤维拉伸应变能函数被定义为 [31]

WF =


C2 (I4 − 1)2 + C3 (I4 − 1)3 , I4 > 1

0 , I4 6 1
(9)

式中，材料参数 C2和 C3的单位均为MPa.

从而确定关于应变不变量 I1和 I4的简单多项式

形式的应变能函数，用来反映短纤维增强 EPDM的

各向异性超弹性力学特性，其表达式为

W =

2∑

i=1

Ci0 (I1 − 3)i +

3∑

i=2

Ci (I4 − 1)i (10)

将式 (10)代入式 (5)得简化后的柯西应力张量

σ = [2C10 + 4C20 (I1 − 3)] B+

[
4C2 (I4 − 1) + 6C3 (I4 − 1)2

]
a⊗ a− pI (11)

式中，B 是左柯西 --格林应变张量，I 是二阶单位

张量，a 是纤维在当前构形中的方向向量，且 B =

F · FT，a = F · a0.

2.2.3模型参数的确定方法

在对超弹性应变能函数解耦的基础上，通过最

小二乘法拟合单轴拉伸和偏轴拉伸实验数据，求解

模型参数. 考虑到工程实用性，当纤维方向大于 60◦

时，短纤维增强作用明显弱化，故本文将纤维方向大

于 60◦ 的应力与变形关系等效为纯橡胶的准静态力

学特性，下面给出具体步骤：

(1)拟合 90◦ 纤维方向的实验数据，得到材料参

数 C10和 C20；

(2)拟合纤维方向 0◦, 15◦和 45◦的实验数据，得

到材料参数 C2和 C3；

(3)根据已获得模型参数，对纤维方向 20◦, 30◦

和 40◦的实验数据进行对比验证.

3 结果与分析

3.1 本构模型一维形式

对于不同纤维方向的单轴拉伸，如图 5所示，

假设变形前短纤维的单位方向向量为

a0 = [cosα sinα 0] (12)
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图 5 短纤维增强 EPDM单轴拉伸变形

Fig.5 Uniaxial tensile deformation of short fiber reinforced EPDM

变形梯度张量 F、左柯西 --格林应变张量 B为

F = dig [λ1 λ2 λ3] , B = dig
[
λ2

1 λ
2
2 λ

2
3

]
(13)

其中 λi 表示第 i个主方向的伸长比.

假设在拉伸方向上的伸长比为 λ，且假定橡胶材

料在有限变形下完全不可压，由此得到 3个主方向

伸长比 λ1 = λ，λ2 = λ3 = λ−
1
2，则单轴拉伸下柯西应

力分量为

σ11 = [2C10 + 4C20 (I1 − 3)] λ2+

[
4C2 (I4 − 1) + 6C3 (I4 − 1)2

]
λ2 cos2α − p

σ22 = [2C10 + 4C20 (I1 − 3)] λ−1+

[
4C2 (I4 − 1) + 6C3 (I4 − 1)2

]
λ−1 sin2α − p

σ33 = [2C10 + 4C20 (I1 − 3)] λ−1 − p



(14)

在单轴加载情况下，垂直于加载方向的应力应

为 0，即

σ22 = σ33 = 0 (15)

由此得到本构模型的一维形式为

σ11 = [2C10 + 4C20 (I1 − 3)]
(
λ2 − λ−1

)
+

[
4C2 (I4 − 1) + 6C3 (I4 − 1)2

]
λ2 cos2α (16)

式中，I1 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3，I4 = λ2

1 cos2α + λ2
2 sin2α，且

λ = 1 + ε，σ = Pλ，P是工程应力.

3.2 模型适用范围和参数确定

3.2.1模型适用范围

根据 I4 = λ2
1 cos2α + λ2

2 sin2α，可得如图 6所示

的 I4取值分布变化.

图 6 I4随纤维方向的取值变化

Fig.6 I4 changes with fiber directions

由图 6可以看出，当应变在 30%以下时，I4随

纤维方向的增大呈现逐渐减小的趋势，当纤维方向

小于 45◦时，短纤维增强作用明显；当纤维方向大于

60◦时，计算可得 I4 < 1，根据式 (9)，此时由纤维拉伸

产生的应变能忽略不计；当纤维方向处于 45◦ ∼ 60◦

之间，相对于短纤维对基体的剪切作用 (本模型不考

虑)，其拉伸产生的应变能并不明显. 由此确定模型

的适用范围是纤维方向 0◦ ∼ 45◦.

3.2.2橡胶基体材料参数

拟合 90◦ 纤维方向的实验数据，即可获取橡胶

基体的材料参数. 图 7所示为 90◦纤维方向应力--应

变曲线

C10 = 0.622 84 MPa, C20 = −0.121 34 MPa (17)

图 7 90◦ 纤维方向应力--应变曲线

Fig. 7 Stress-strain curve of 90◦ fiber direction

3.2.3短纤维材料参数

拟合纤维方向为 0◦, 15◦ 和 45◦ 的实验数据 (见

图 8)，得到材料参数C2和 C3.
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图 8 不同纤维方向应力--应变曲线

Fig. 8 Stress-strain curves of different fiber directions

对获取的短纤维材料参数进行分析，发现材料

参数 C2 对纤维方向 α 近似呈现线性关系，利用线

性回归分析和归一化处理得到 C2 的函数表达式：

y = −0.021 89x+3.190 74；而C3几乎不随纤维方向的

改变而变化，保持恒定.根据线性回归方程得到纤维

方向为 20◦, 30◦ 和 40◦ 时的材料参数 C2(α)，对于参

数 C3由其平均值确定，如图 9所示.

图 9 参数 C2的线性回归分析

Fig.9 Linear regression of parameterC2

3.3 模型验证

利用之前获取的参数对纤维方向 20◦, 30◦和 40◦

的单轴拉伸进行预测，图 10所示为数值计算与实验

数据的对比. 从图 10可以看出，模型预测结果与实

验数据吻合度较好，误差在 5%以下.考虑实验数据

受较多因素影响，其误差在可接受范围内，从而证明

本文建立的短纤维增强超弹性本构模型的适用性.

图 10 数值计算与实验数据的对比

Fig.10 Comparison of numerical and experimental data

4 结 论

(1)基于连续介质力学理论，提出了一种简单的

短纤维增强超弹性本构模型来描述新型 EPDM包覆

层在拉伸过程中呈现的大变形、非线性和各向异性

力学行为.

(2)应变能函数被分解为基体橡胶应变能函数和

纤维应变能函数，其中纤维应变能函数中的材料参

数 C2对纤维方向 α近似呈现线性关系，而 C3几乎

不随纤维方向的改变而变化.

(3)所提出的各向异性超弹性本构模型材料参数

少、测试简单，且模型预测的有效性好，误差小于

5%，为固体火箭发动机装药结构完整性数值分析提

供理论依据和参考价值.
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