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问题的扩展精细积分法
1)

王路君 ∗,†,2) 智勇 ∗,3)

∗(同济大学地下建筑与工程系,岩土及地下工程教育部重点实验室，上海 200092)

†(浙江大学岩土工程研究所,软弱土与环境土工教育部重点实验室，杭州 310058)

摘要 热源作用下饱和多孔介质热固结效应是土木及能源工程领域的一个重要课题.由于问题的复杂性，已

有的研究大多将介质假定为均匀各向同性，且将热源假定为恒定强度.实际工程中，天然饱和多孔介质常表

现出明显的分层特性，热源强度也存在衰变性，为此本工作采用扩展精细积分法对衰变热源作用下层状饱和

多孔介质的热固结问题进行研究.借助于积分变换，将饱和多孔介质热固结问题的偏微分方程转化为变换域

内的常微分方程；然后对饱和多孔介质微层元进行合并消元，并结合边界条件，推导出衰变热源作用下层状

饱和多孔介质热固结问题在积分变换域内的扩展精细积分解；对所得解答进行相应的数值积分逆变换，可获

得所求温度、超静孔压及竖向位移在物理域内的解答.基于上述求解过程，编制相应的计算程序进行数值计

算，通过与已有文献对比，验证本文扩展精细积分法在求解层状饱和多孔介质热固结问题中的适应性和正确

性；最后通过几组算例，分析热源衰变周期、热源埋深及介质的成层性对热固结效应的影响.结果表明：热源

衰变周期对温度和超静孔压的峰值、以及达到峰值的时间均有明显影响，衰变周期越长，二者峰值均越大，

且达到峰值所需时间越长；热源埋深对超静孔压及竖向位移变化影响显著，深埋热源作用时热源两侧竖向位

移呈对称分布，而浅埋热源两侧则无此现象；饱和多孔介质的分层特性对热固结效应影响明显.
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Abstract The thermal consolidation of saturated porous media subjected to a heat source is an important subject in

civil engineering and energy engineering. For the complexity of the problem, the porous media are usually treated as

homogeneous isotropic media and the heat source is assumed to be a heat source with constant strength in the existing
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studies.In engineering practice, natural saturated porous media usually show obvious layered characteristics and the heat

source is decaying with time. In this case, the extended precise integration method (EPIM) is presented in this study to

investigate the thermal consolidation problems of layered saturated porous media subjected to a decaying heat source.

The partial differential equations are reduced to ordinary ones by means of the integral transform techniques. Combining

the adjacent layer elements and considering the boundary conditions, the EPIM solutions in the transformed domain of

the problems are deduced. With the aid of corresponding numerical integral inversion, the temperatures, excess pore

pressures and vertical displacements in the physical domain are obtained. A numerical example with the corresponding

calculation program is performed to compare with the existing results, which confirm the applicability and validity of

the presented method in dealing with the thermal consolidation problems of layered saturated porous media. Finally,

numerical examples are carried out to analyse the influence of the heat source’s half-life and buried depth, as well as

the stratification of medium on the thermal consolidation behaviour. Numerical results show that: the decay period of

heat sources has significant influence on the peak values and peak time of temperature and excess pore pressure, the

longer the decay period, the greater the peak values and the longer the peak time of temperature and excess pore pressure;

burial depths have obvious influence on the variations of excess pore pressure and vertical displacement, the evolutions

of vertical displacements against time on both side of the deeply buried heat source are symmetrical, while there is no

such phenomenon for the shallow heat source; stratification characteristics of the saturated porous media shows prominent

effects on the thermal consolidation.

Key words heat source, saturated porous media, thermal consolidation, extended precise integration method

引 言

热源作用下饱和多孔介质热固结问题是土木、

能源、环境等领域的热点课题之一. 饱和多孔介质

中，热源作用会引起孔隙水压力的产生及消散，而

孔隙水压力的变化会对固体骨架变形及强度产生重

要影响. 因此，热固结问题是渗流场、温度场和应

力应变场相互耦合作用的结果，该课题在放射性核

废料地下处置、地热资源开发、能量桩等工程中具

有重要的研究和应用价值 [1-5]. 在 Biot 固结理论 [6]

的基础上，Biot[7] 建立了饱和多孔介质热 –水 –力

耦合问题的基本控制方程，并对方程中的耦合系数

进行了明确的定义和完整的物理解释，较早开展了

饱和多孔介质热固结响应的研究. 由于 Biot[7] 所建

立的热 –水 –力耦合理论是位移、孔压及温度变化

耦合的复杂偏微分方程，故在求解上遇到了一定的

困难. 因此，国内外诸多学者对该理论进行简化和

修正，并在求解方法上进行了诸多探索. Booker和

Savvidou[8]，Savvidou和 Booker[9] 分析了饱和岩土介

质热固结问题的作用机理，并给出了球形和点热源

作用下热固结问题的解析解. Mctigue[10]对热源作用

于半无限多孔饱和介质表面的热–水–力耦合问题进

行了研究，并得到了其解析解. Bai和 Abousleiman[11]

基于热–水–力耦合理论，探讨了完全耦合、部分耦

合及完全非耦合三种理论的适用条件，并给出了三

种情况下的解析解答.白冰等 [4,12]基于饱和多孔介质

热–水–力耦合控制方程，借助于积分变换对热弹性

固结模型进行求解，并给出温度、超静孔压和位移

演化过程的解析式.郑荣跃等 [13]研究了半无限地基

在内置点热力源作用下的响应问题，并给出热力源

作用下应力、位移、孔隙水压力的解. 吴瑞潜等 [14]

建立了变载荷作用下饱和土体一维热固结问题的解

析解. Lu和 Lin[15] 对衰变热源作用下多孔弹性半空

间的热固结问题进行了研究，并给出了解析解. Sel-

vadurai和 Suvorov[16] 对固体骨架为 Hooke弹性或弹

塑性体的饱和介质进行研究，并分析了不同条件下

的热–水–力耦合响应.

天然介质经过长期的沉积过程，往往表现出明

显的分层特性.为更真实地描述热固结过程，部分学

者开展了层状介质热固结问题的研究. Giraud等 [17]

推导了两层介质一维热固结问题的半解析解答. 白

冰 [18]采用解析方法，对变温载荷作用时的双层半无

限饱和介质的热固结问题进行了研究. Ai 和Wang[5]

采用解析层元法求解了层状饱和介质轴对称热固结

问题. 目前针对层状弹性体系，常用的求解方法有

传递矩阵法 [19-21]、有限层法 [22-23]、刚度矩阵法

或解析层元法 [5,24-26] 等. 对于层状弹性体及饱和

地基等本构方程较为简单的情况，采用上述方法往
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往可推导出其显式解析解. 但对于较复杂的求解模

型，如横观各向同性体及热 –水 –力耦合问题，其

控制方程较复杂，极难采用上述方法推导出其显式

解析解. 另一方面，目前主流的数值计算方法，如

有限元法等，在求解热固结问题时需耗费大量时间

和内存，且需较强的经验性. 鉴于此，本文拟基于

具有稳定性好、计算效率与精度高特点的精细积分

法 [27-29]，并结合积分变换，建立衰变热源作用下层

状饱和多孔介质热固结问题的扩展精细积分解. 与

文献 [28]所给出的精细积分法相比，本文方法不仅

可以求解表面受荷问题，而且还可以求解层状介质

内部任意位置的受荷问题；另外，本文方法的整个求

解过程均在积分变换域内进行，是精细积分法 [27-28]

与积分变换法相结合的一个新尝试 [30-31]. 由于本文

方法是精细积分法 [28]应用的一个扩展，为此本文将

其称之为 “扩展精细积分法 ”. 首先推导出热固结问

题在 Laplace-Hankel变换域内的常微分矩阵方程；然

后对介质微层元进行合并消元，得到该问题在变换

域内的扩展精细积分解；最后对该解进行相应的积

分逆变换，可得其在物理域内的解答.

1 热固结问题的常微分矩阵方程

轴对称条件下，不考虑体力时，饱和多孔介质

热固结问题的平衡方程为

∂σr

∂r
+
∂σrz

∂z
+
σr − σϕ

r
= 0

∂σz

∂z
+
∂σrz

∂r
+
σrz

r
= 0

(1a)

(1b)

式中，σr , σϕ, σz分别为 r, ϕ, z方向的正应力，σrz为

r − z面上的剪应力.

结合广义热弹性 Hooke定律和有效应力原理，

可得到用位移和温度增量表示的本构关系

σr = λεv + 2G
∂ur

∂r
− βθ − σ

σϕ = λεv + 2G
ur

r
− βθ − σ

σz = λεv + 2G
∂uz

∂z
− βθ − σ

σrz = G

(
∂ur

∂z
+
∂uz

∂r

)

(2a)

(2b)

(2c)

(2d)

式中，εv =
∂ur

∂r
+

ur

r
+
∂uz

∂z
，其中，ur和 uz分别表示 r和

z方向的位移；λ = 2Gµη为 Lamé常数，η = 1/(1− 2µ),

G = E/2(1+ µ)为剪切模量，E和 µ分别表示杨氏模

量和泊松比，β = 2Gαη(1 + µ)，θ和 σ分别为温度增

量和超静孔隙压力，α为固体骨架的线膨胀系数.

热量在介质内的传导符合 Fourier导热定律，则

0至 t时间内，z方向的热流量 Qθ可定义为

Qθ = −
∫ t

0
K
∂θ

∂z
dt (3)

式中，K为热传导系数.

根据 Fourier定律与能量守恒方程，热传导方程

可表示为 [9]

∂θ

∂t
= κ∇2θ (4)

式中，κ = K/m，m = ρC，ρ和 C分别表示密度和比

热容，∇2 =
∂2

∂r2
+

1
r
∂

∂r
+
∂2

∂z2
.

据 Darcy定律，初始时刻至 t时刻竖向流量为

Qf = −
∫ t

0

c
γw

∂σ

∂z
dt (5)

式中，c为渗透系数.

结合 Darcy 定律和渗流连续条件，渗流连续方

程可表示为

∂εv

∂t
+ αu

∂θ

∂t
=

c
γw
∇2σ (6)

式中，αu = 3αs(n− 1)− 3nαf，αs和 αf 分别为固体颗

粒和孔隙水的线膨胀系数，n表示孔隙率.

由于直接求解上述偏微分方程较困难，本文借

助于积分变换方法，将偏微分方程转化为易于求解

的常微分方程.函数 f (r, z,t)关于时间 t的 Laplace变

换及其逆变换为 [32]

f̃ (r, z,s) =

∫ +∞

0
f (r, z,t)e−stdt

f (r, z,t) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
f̃ (r, z,s)estds

(7a)

(7b)

式中，s表示关于 t的 Laplace变换参数，i =
√−1.

函数 f̃ (r, z,s)关于坐标 r 的 m阶 Hankel变换及

其逆变换定义为 [33]

f̄ m(ξ, z,s) =

∫ +∞

0
f̃ (r, z,s)Jm(ξr)rdr

f̃ (r, z,s) =

∫ +∞

0
f̄ m(ξ, z,s)Jm(ξr)ξdξ

(8a)

(8b)

式中，ξ是关于 r 的 Hankel变换参数，Jm(ξr)为m阶

Bessel函数.
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对式 (1)∼ 式 (6) 进行关于时间 t 和坐标 r 的

Laplace及 Hankel 变换，所得常微分方程表示为矩

阵形式

d
dz


Γ

Λ

 =


Φ1 Φ2

Φ3 Φ4

 ·

Γ

Λ

 (9)

式中，Γ =
[
σ̄1

rz, σ̄
0
z, σ̄

0, θ̄0
]T
为变换域内的广义应力向

量，Λ =
[
ū1

r , ū
0
z, Q̄

0
f , Q̄

0
θ

]T
为广义位移向量，上标 1和

0表示对该量进行 1阶和 0阶 Hankel变换

Φ1 =



0 b2ξ b3ξ b6ξ
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0 0 0 0
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,Φ2=



b5ξ
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0 0 f1 0
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

Φ3=



b7 0 0 0

0 b1 −b1 b4

0 −b1 g1 g2

0 0 0 g3



,Φ4=



0 ξ 0 0
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其中， b1 =
1− 2µ

2G(1− µ)
, b2 =

µ

1− µ , b3 =

−1− 2µ
1− µ b, b4 =

1 + µ

1− µα, b5 =
2G

1− µ , b6 = −2Gb4, b7 =

1
G
, f1 = −sγw/c, f2 = −s/K, g1 = −b1b2−cξ2/sγw, g2 =

3αu − b4, g3 = −Cρ − Kξ2/s.

2 层状体系的精细积分法

对于两点边值问题的精细积分法，文献 [28]给

出了严格的理论推导. 对于 z向任意微层元 [za, zb]，

其上下界面状态向量如图 1.

图 1 微层元示意图

Fig.1 Diagram of an arbitrary layer element

对于式 (9)所描述的两端边值问题，其两端状态

向量存在如下关系 [28]

Γb = FΓa −GΛb (10a)

Λa = QΓa + EΛb (10b)

式中，F, G, Q, E为待求关系矩阵，它们建立了微层

元两端位移和应力向量间的关系，均为关于 za，zb的

函数.若层元厚度 ` = ∆z = zb − za非常小，则关系矩

阵 F, G, Q, E可进行 Taylor级数展开，此时其表达式

中仅包含层元厚度 `及矩阵 Φi(i = 1,2,3,4)，而矩阵

Φi 只与介质的材料参数有关，即层元厚度 `和介质

材料参数一经确定，则关系矩阵 F, G, Q, E 可推导

求出，具体可参考文献 [34].

式 (10)建立了任意微层元上下界面状态变量之

间的关系.对于任意两相邻微层元 1和 2，如图 2所

示.

图 2 相邻微层元的合并

Fig.2 Combination of adjacent layer elements

根据交界面处变量的协调条件，可以推导出 za

和 zc界面上状态变量间的关系式 [34]

Γc = F3Γa −G3Λc (11a)

Λa = Q3Γa + E3Λc (11b)

式中，F3, G3, Q3, E3为合并后形成的微层元 3的关

系矩阵，其具体表达式为

F3 = F2(I + G1Q2)−1F1

G3 = G2 + F2(G−1
1 + Q2)−1E2

Q3 = Q1 + E1(Q−1
2 + G1)−1F1

E3 = E1(I + Q2G1)−1E2

(12a)

(12b)

(12c)

(12d)

由层元合并消元次序无关定理 [28] 知，式 (12)

可看作微层元消元合并的一个递归表达式. 若将微

层元 3与其相邻的微层元 4继续合并形成微层元 5，

并将微层元序号 3, 4, 5依次用 1, 2, 3替换，则微层

元 5上下界面处状态向量间关系仍可用式 (11)和式

(12)表述. 可见，对于多层介质中的任一层元，将其

划分为多个微层元，再进行微层元间的合并操作，最

终可建立该层上下表面状态变量间的关系.

由以上推导可知，只要 `足够小，则数值计算结

果的误差是微小的.但当 `过度小时，计算时可能会

因计算机存储精度问题而导致有效位数丢失. 为避

免该类问题，递归式 (12)需采用如下表达式
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F#
3 = (F#

2 −G1Q2/2)J + F#
2JF#

1+

J(F#
1 −G1Q2/2)

G3 = G2 + (I + F#
2)(G−1

1 + Q2)−1(I + E#
2)

Q3 = Q1 + (I + E#
1)(Q−1

2 + G1)−1(I + F#
1)

E#
3 = (E#

1 −Q2G1/2)K + E#
1KE#

2+

K(E#
2 −Q2G1/2)

F i = I + F#
i , Ei = I + E#

i , (i = 1,2,3)



(13)

式中，J = (I +G1Q2)−1，K = (I +Q2G1)−1.式 (12)与式

(13)实际上是相同的，只是将原来的 F, E分别表示

为 I 与 F#, E#之和的形式，这是由于 `很小时，F#,

E# 与 I 相比为极小的矩阵. 若直接用 F 和 E 进行

计算，F# 和 E# 可能会因计算机存储精度问题被消

去而得不到精确结果.故递归操作时仅涉及 F#和 E#

运算，以避免发生精度丢失的问题.

3 内部受荷问题的扩展精细积分法

如图 3所示，对于内部作用有热源的多层介质

体系，根据热源作用深度 HF 和计算点深度 HC，可

将多层体系分成三个部分，为便于表述，将其称之为

“层块”. 三个层块分别为：层块 1[a,b]，介质体系表面

与热源作用 (或计算点)深度间的层块；层块 2[b,c]，

热源作用深度与计算点间的层块；层块 3[c,d]，计算

点 (或热源作用)深度与介质体系底面间的层块. 各

层块可能是单个自然层，也可以是某个自然层的一

部分，或是由多个自然层组合而成. 如图中虚线所

示，各层块内部微层元采用式 (12)或式 (13)进行消

元凝聚，得到各自的关系矩阵，分别记为 F̂ i , Ĝi , Q̂i ,

Êi(i = 1,2,3).根据 HF 和 HC的关系，可分不同情况

进行讨论.

图 3 层状体系的三个层块

Fig.3 Three blocks of a layered system

当 HF > HC时，各层块的关系矩阵方程如下：

层块 1

Γb = F̂1Γa − Ĝ1Λb

Λa = Q̂1Γa + Ê1Λb

 (14)

层块 2

Γ−c = F̂2Γb − Ĝ2Λ
−
c

Λb = Q̂2Γb + Ê2Λ
−
c

 (15)

层块 3

Γd = F̂3Γ
+
c − Ĝ3Λd

Λ+
c = Q̂3Γ

+
c + Ê3Λd

 (16)

式中，Γ−c 和 Λ−c 为层块 2在 HF 处的广义应力和位

移，Γ+
c 和 Λ+

c 为层块 3在 HF 处的广义应力和位移.

界面 c处可能作用有广义载荷 PΓ 或广义位错

PΛ，此时有如下关系

Γ+
c = Γ−c − PΓ

Λ+
c = Λ−c − PΛ

 (17)

结合式 (15)∼式 (17)，消去c界面的状态向量可

得

Γd = F̂23Γb − Ĝ23Λd − Ĥ3PΓ − L̂3PΛ

Λb = Q̂23Γb + Ê23Λd − Ĥ4PΓ + L̂4PΛ

 (18)

式中

F̂23 = F̂3(I + Ĝ2Q̂3)−1F̂2

Ĝ23 = Ĝ3 + F̂3(Ĝ−1
2 + Q̂3)−1Ê3

Ê23 = Ê2(I + Q̂3Ĝ2)−1Ê3

Q̂23 = Q̂2 + Ê2(Ĝ2 + Q̂−1
3 )−1F̂2

Ĥ3 = F̂3(I + Ĝ2Q̂3)−1, Ĥ4 = L̂4Q̂3

L̂3 = Ĥ3Ĝ2, L̂4 = Ê2(I + Q̂3Ĝ2)−1



(19)

由式 (14)和式 (18)，可得计算点界面 b处广义

应力和位移的表达式

Γb = F̂1Γa − Ĝ1Λb

Λb = (I + Q̂23Ĝ1)−1(Q̂23F̂1Γa − Ê23Λd−
Ĥ4PΓ + L̂4PΛ)


(21)

当 HF < HC 时，采用类似的推导方法，可建立

计算点界面 c处应力和位移的表达式

Γc = (I + Ĝ12Q̂3)−1(F̂12Γa − Ĝ12Ê3Λd−
Ĥ1PΓ − L̂1PΛ)

Λc = Q̂3Γc + Ê3Λd


(22)

式中，关系矩阵 F̂12, Ĝ12, Q̂12, Ê12, Ĥ1, Ĥ2, L̂1, L̂2与

式 (18)中 F̂23, Ĝ23, Q̂23, Ê23, Ĥ3, Ĥ4, L̂3, L̂4对应，此

时只需将其下标 2和 3逐次用 1和 2替换即可.

上述推导建立了广义载荷作用于层状介质体系

内部时的一般性解答，对于 HF = HC, HC = 0 或
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HF = 0等工况，属于以上解答的特例. 计算时只需

根据相应工况，将三层块中不存在层块的关系矩阵

F̂, Ĝ, Q̂, Ê分别用 I , 0, 0, I 代替，而后采用上述方法，

可实现层状体系特殊受荷时的解答.

当层状体系内部分别作用有恒定总强度为 Q0

的点热源和半径为的圆形热源时，有

PΓ =
[
0,0,0,Q0/2πs2

]T

PΓ =
[
0,0,0,Q0J1(ξr0)/πr0ξs2

]T

 (23)

若内部作用的热源为衰变热源时，假定其初始

强度为 Q0，其强度随时间衰减 Q = Q0e−γt，其中

γ = ln 2/t′，t′为热源的半衰期，此时有

PΓ =
[
0,0,0,Q0/2πs(s+ γ)

]T
PΓ =

[
0,0,0,Q0J1(ξr0)/πr0ξs(s+ γ)

]T
 (24)

结合式 (21)∼式 (24)，可得到所求问题在积分变

换域内的解答.

4 数值计算与分析

第 3节得到了问题在变换域内的解答，对其进

行相应的积分逆变换，可求得其物理域内的最终解.

本文 Laplace数值逆变换采用 FT[35]法

g (t,M) =
φ

M

{1
2

g̃ (φ) exp (φt) +

M−1∑

χ=1

Re
[
exp

(
ts

(
ζχ

))
g̃
(
s
(
ζχ

)) (
1 + iϑ

(
ζχ

))]}
(25)

式中

ϑ (ζ) = ζ + (ζ cotζ − 1) cotζ

s(ζ) = φζ (i + cotζ) ,−π < ζ < π
φ = 2M/5t

ζχ = χπ/M



(26)

其中 g(t)为 g̃(s)在物理域内相对应的函数.

由式 (25)可知，g(t) 的求解表达式中仅含有一

个自由的参数 M，即累加求和项数.为控制 g(t)求解

计算中的舍入误差，参考文献 [36]的建议，对精度

要求需定义 M，即所需计算精度的有效位数.

因此，FT法的求解可概述为：确定积分变换式，

并指定计算参数 t 和 M 的值.首先设定与计算精度

有关的参数 M(参考文献 [30,36]的建议，本文 M值

取为 10)，随后根据式 (25)和式 (26)计算 g(t,M)的

值.参数 M 对计算精度及效率的影响分析可参考文

献 [30,36].

本文 Hankel数值逆变换借鉴文献 [37]的方法实

现. 考虑到 Bessel函数是震荡衰减函数，Gauss积分

点或正或负，为保证数值计算的稳定性，计算时采

用零点分段的方法. 首先，选取 Bessel函数两相邻

零点为一积分区段，将原 Hankel逆变换的半无限积

分区间划分为多个积分区段；然后，每个区段采用

Gauss-Legendre法进行数值积分计算；最后，将每个

区段的积分结果进行叠加可得到最终的积分值. 此

法在理论上可表达为：

对于函数 ḡm (ϕ)的第 i 个积分区间
[
ξi , ξi+1

]
，若

令 ϕ = (ξi + ξi+1)/2 + (ξi+1 − ξi)$/2，则函数可转化为

积分区间为 [−1,1]的积分
∫ ξi+1

ξi

ḡm (ϕ) dϕ =
ξi+1 − ξi

2

∫ 1

−1
ḡm ($)d$ (27)

则积分区间
[
ξi , ξi+1

]
的Gauss-Legendre数值积分式如

下 ∫ ξi+1

ξi

ḡm (ϕ) dϕ =
ξi+1 − ξi

2

∑

j

ω j ḡ
m
(
ϕ j

)
(28)

将 N个子积分区段的结果进行叠加，可得整个

区间的积分值

g (r) ≈ H−1 {
ḡm (ξ) ,

[
ξ0, ξN

]} ≈
N−1∑

i=0


ξi+1 − ξi

2

∑

j

ω j ḡ
m
(
ϕi j

)
Jm

(
ϕi j r

)
ψi j

 (29)

式中，H−1 {
ḡm (ξ) ,

[
ξ0, ξN

]}
表示对 ḡm (ξ) 进行积分限

为
[
ξ0, ξN

]
的 Hankel逆变换；g (r)为 ḡm (ξ)对应物理

域内的值；其中 ξi (i = 0 ∼ N)为 m阶 Bessel函数的

第 i 个零点对应的区间限值，且 ξ0 = 0，N 取足够

大以近似表示无穷大积分区间，ϕi j = (ξi+1 + ξi)/2 +

(ξi+1 − ξi)$ j/2；$ j 和 ω j 分别为 Gauss-Legendre积分

法中第 j个 Gauss积分点和 Gauss系数.参数对逆变

换的影响分析详见文献 [36].

4.1 验证

为验证本文方法及程序的正确性，本文对点热

源作用下饱和多孔介质热固结问题进行计算，并将

结果与文献 [9] 进行对比，如图 4所示. 点热源强度

为 Q0且保持不变，热源埋置于介质的深部.无量纲

因子定义见图 4，由图可知，超静孔压随着时间的发

展先逐渐增大，达到一峰值后而逐渐消散.另外，对

比图中结果可知，本文结果与文献 [9]的成果在各时

刻均显示出较高的吻合度，从而证明本文方法在求

解该类问题中的适用性.
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图 4 点热源作用时超静孔压随时间变化

Fig.4 Variation of excess pore pressure with time

due to a point heat source

4.2 热源衰变周期的影响分析

图 5(a)和图 5(b)展示了单层介质热固结问题中

热源衰变周期对温度和超静孔压的影响. 计算点位

于 z轴，与点热源间距为 b. 泊松比 µ = 0.3保持不

图 5 衰变周期对热固结效应的影响

Fig.5 Effect of the heat source’s half-life on thermal consolidation

变，参数设置如图 5(a)所示，无量纲因子与 4.1节设

置相同.由图 5(a)可知，衰变周期对温度峰值及达到

峰值所需时间影响明显；衰变周期越大，温度峰值

越大，且达到峰值所需时间越长；当热源为无衰变

热源时 (t0 = ∞)，温度随时间的发展而增大，最终趋

于稳定.由图 5(b)可知，衰变周期越长，超静孔压峰

值越大且达到峰值所需时间越长；衰变周期较短时

会有负超静孔压出现，这与热源的迅速冷却有关.

4.3 热源埋深的影响分析

本节通过两组算例研究热源埋深对多孔饱和介

质热固结响应的影响.图 6(a)和图 6(b)分别展示了

点热源埋深 h对超静孔压及竖向位移的影响，假定

介质厚度为 H，且 H = 10h0，h0 为常数，泊松比

µ = 0.25，无量纲因子设置仍与4.2节相同.热源埋

深考虑三种情况，分别为 h = h0，h = 2h0和 h = 5h0.

由图 6(a)可知，随着计算点与热源点间距离的增大，

超静孔压峰值逐渐减小，且达到峰值时间逐渐延长.

图 6 热源埋深对超静孔压及竖向位移的影响

Fig.6 Effect of the heat source’s buried depth on the variation of excess

pore pressure and vertical displacement
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从图 6(b)可以发现，热源埋置较深时，表面竖向位

移峰值较大，但热源埋置深度对竖向位移的稳定值

影响不大.

接下来分析深埋和浅埋热源作用下竖向位移随

时间的变化规律，具体如图 7.热源为圆形热源，其

半径和总强度分别为 r0和 Q0，深埋和浅埋深度分别

为 1 000r0和 10r0，无量纲因子见图 7(a).由图知，深

埋热源上下两侧等距离处的位移变化曲线呈对称分

布，并分别向两侧发生膨胀变形. 当 τ < 1时，浅埋

热源两侧位移变化基本呈对称分布，这是由于在较

短时间内，热量仅传导至周围较小的区域；随着时

间的发展，热量继续向更深处传递，由于为浅埋热

源，热量传递至介质表面而使其上部介质膨胀量不

再产生变化，热源下部由于为半空间而导致竖向位

移继续变化，下侧介质不断膨胀使热源及计算点位

移逐渐向上发展，从而引起图 7(b)中现象的产生.

4.4介质成层性的影响分析

实际工程中的天然介质往往呈层状分布，本节

图 7 不同埋深条件下竖向位移随时间的变化曲线

Fig.7 Evolutions of vertical displacement against time with different

conditions of buried depths

以四层饱和多孔半空间为例分析层状特性对热固结

响应的影响.如图 8(a)所示，1∼3层为有限深度层，

图 8 不同时刻多层介质超静孔压沿深度分布

Fig.8 Distribution of excess pore pressure along depth of multilayered

medium at different time
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图 8 不同时刻多层介质超静孔压沿深度分布 (续)

Fig.8 Distribution of excess pore pressure along depth of multilayered

medium at different time (continued)

第 4层为半空间，选 5种不同工况进行分析，如表 1

所示.

表1 多层饱和半空间计算参数

Table 1 Parameters of the multilayered half-space

Case K1 : K2 : K3 : K4 αs1 : αs2 : αs3 : αs4

case(1) 1:1:1:1 1:1:1:1

case (2) 2:1.8:1.6:1 1:1:1:1

case (3) 0.2:0.3:0.5:1 1:1:1:1

case (4) 1:1:1:1 8:6:4:1

case (5) 1:1:1:1 0.2:0.3:0.4:1

其他参数有如下关系：µi = 0.25(i = 1,2,3,4)，∆h1 :

∆h2 : ∆h3 : h = 5 : 3 : 2 : 10，G1 : G2 : G3 : G4 = 8 : 5 :

2 : 1，h为点热源的埋置深度，其强度为 Q0，其他无

量纲参数设置见图 8(d).

图 8 展示了不同时刻 z 轴上不同深度计算

点的超静孔压分布. 由图可知，在较早时刻 (τ =

0.02,0.05)，超静孔压主要产生于热源周围区域，且

距离热源越近，其值越大；由于在不同介质层分界

面处，介质参数出现突变，导致分布曲线在分界面

处出现明显的折点；随着时间的延长，超静孔压的

区域范围逐渐扩大，且分界面处的曲线逐渐趋于平

滑.

5 结论

本文在 Laplace-Hankel变换域内推导出饱和多

孔介质热固结问题的常微分控制方程，并借助于层

状体系任意深度作用载荷时的精细积分法和数值逆

变换技术，得到了衰变热源作用下层状饱和多孔介

质热固结问题的解答.通过与已有文献对比，验证了

本文方法在求解热固结问题时的正确性.最后，通过

算例分析了热源衰变周期、热源埋深及介质成层性

对热固结效应的影响，结果表明：

(1)热源衰变周期对温度和超静孔压的峰值、达

到峰值的时间均有明显影响；衰变周期越大，二者

峰值均越大，且达到峰值所需时间越长.

(2)热源埋深对超静孔压及竖向位移变化影响显

著；深埋热源作用时热源两侧竖向位移呈对称分布，

浅埋热源两侧位移曲线则无此现象.

(3) 本文方法能有效求解多层介质的热固结问

题，介质的分层特性对热固结效应影响明显.
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