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机器人动力学与控制

3-PRS并联机器人惯量耦合特性研究
1)

王 冬 吴 军 王立平 刘辛军 2)

(清华大学机械工程系制造工程研究所，北京 100084)

摘要 惯量是影响机器人动态性能的主要因素，并联机器人因其多支链耦合的结构特点，关节空间各驱动轴出

现惯量耦合的动力学特性，在高速、高加速度运动时易引起控制超调、振动等现象，破坏机器人的动态性能，

因此研究并联机器人惯量耦合特性具有重要意义.以 3-PRS并联机器人为例，通过虚功原理求得惯量矩阵，提

出惯量耦合指标，该耦合指标表征了并联机器人在工作空间不同位姿时各驱动轴的耦合惯量大小，并给出了该

耦合指标在机器人工作空间内的分布规律.进一步在一台 3-PRS并联机器人样机上进行了实验验证，结果表明

耦合惯量会改变驱动轴负载，负载的改变将最终影响动态性能.同时各驱动轴的负载变化量随着惯量耦合指标

的变大而变大，与理论分析有较好的一致性. 研究成果可帮助评价并联机器人的动力学耦合特性，并可用于并

联机器人的结构参数优化及伺服参数调试以提高机器人的动态性能.
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Abstract Inertia is the main factor which affects the dynamic performance of a robot, due to the multi-close-loop

structure of parallel robots, and the inertia of each driving shaft in joint space exists coupling property which will result

in negative phenomena such as control overshoot and vibration especially when parallel robots work with high velocity

and high acceleration. Thus, it is significant to study and evaluate the inertia coupling property of parallel robots. In

this paper, based on the 3-PRS parallel robot, the inertia matrix is obtained through the principle of virtual work and an

inertia coupling index is proposed, the coupling index represents the size of coupling inertia of each driving shaft when

the robot works at different poses in the workspace. Then the distribution law of the index in workspace is analysed.

Finally, a validation experiment is carried out on a typical 3-PRS parallel robot, the experimental results show that the

load of each driving shaft will be changed by the coupling inertia, then the dynamic performance of the robot will be

affected by the variation of load. Meanwhile, the variation of load increases when the inertia coupling index becomes

larger. The experimental results agree well with the theoretical analysis. This research result can be used to evaluate the

dynamic coupling property of parallel robots, and it can also be used to optimize the structural parameters and design

control parameters to further improve the dynamic performance of parallel robots.
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引 言

在过去的二十年中，并联机器人因其更高的运

动速度、加速度、刚度，逐渐成为了一个研究热点，

并被广泛用于机床 [1-3]、微动机构 [4-5]、射电望远

镜 [6]、医疗机器人 [7-9]、工业输送 [10-12] 等领域.目

前对于并联机器人运动学的研究已经成熟 [13-15]，但

动力学特性研究，特别是实验研究相对较少，原因

是并联机器人机械结构复杂，包含较多被动铰链，

也因此引入了较多时变、非线性环节，很难在理论

上建立高精度的动力学模型. 虽然目前已有部分学

者针对铰链间隙、刚度、阻尼等非线性环节对动力

学特性的影响开展研究 [16-18]，但这些研究几乎只进

行理论仿真，其结果在很大程度上受到相关数值算

法精度的影响，并且在实际的实验过程中很难直接

测量相关变量以验证理论的正确性. 因此通过实验

结合理论的方式研究并联机器人的主要动力学特性

成为亟待解决的问题.

惯量是表征机器人动力学特性的最重要参数，

在很大程度上影响并联机器人的动态特性. 在已知

的研究中，Shao等 [19] 对并联机器人关节空间惯量

匹配问题进行了研究，并以 Stewart平台为例研究并

联机器人各驱动轴电机惯量与负载惯量的配比问题.

Liu等 [20]对并联机器人惯量矩阵进行奇异值分解，

以最大奇异值作为并联机器人的惯量指标，并研究

解耦空间的动态性能. Yang等 [21] 基于惯量解耦分

析，针对一种六自由度并联机器人设计了解耦控制

器. 这些研究充分说明了惯量特性是并联机器人研

究过程中的重要问题.何景峰等 [22]最先针对一种液

压驱动的 Stewart平台提出了一种有效的耦合特性分

析方法，将耦合惯量与自身负载惯量进行比较，但没

有直接评价耦合惯量以及进一步给出惯量耦合特性

在并联机器人整个工作空间中的变化规律，同时也

缺乏相应的时域验证实验. 随着对并联机器人运动

速度、加速度越来越高的要求，并联机器人因其多

支链耦合结构特点而产生的惯量耦合 [23] 特性将越

发突出，在高速、高加速度的运动过程中，并联机器

人各驱动轴因耦合惯量而产生的耦合干扰力矩，在

动态过程中将导致控制超调、振动等现象，严重影响

机器人的动态性能，因此需要针对并联机器人惯量

耦合特性开展进一步研究.

本文以 3-PRS并联机器人为研究对象，开展并

联机器人惯量耦合特性研究. 首先基于虚功原理推

导动力学方程与惯量矩阵，为评价惯量耦合特性，

从伺服控制观点出发，提出惯量耦合指标，在此基础

上分析了 3-PRS并联机器人的惯量耦合指标在工作

空间内的分布规律. 最后在一台典型 3-PRS并联机

器人样机上进行实验验证. 该研究为后续根据惯量

耦合特性进行机构参数优化，设计补偿控制器及进

行伺服参数匹配提供了理论基础.

1 运动学建模

1.1 位置分析

图 1所示为典型 3-PRS并联机器人，3-PRS并联

机器人由完全相同的三条支链连接动、静平台，每条

支链包括一个移动副、一个转动副与一个球副，每一

个驱动轴的滑块由伺服电机通过滚珠丝杠驱动，终

端动平台可实现两转动自由度和一个移动自由度的

运动 [24-25].

图 1 典型 3-PRS并联机器人

Fig. 1 A typical 3-PRS parallel robot

3-PRS机器人运动学模型如图 2所示，在静平

台 Q1Q2Q3中心 O处建立固定坐标系 O-XYZ，这里

Q1Q2Q3 是正三角形；同时在动平台 P1P2P3 中心 o

处建立动坐标系 o-xyz，这里 P1P2P3 也为正三角形.

为不失一般性，令 OX轴沿向量 Q1O方向，ox轴沿

向量 P1o方向；在静平台 Q1Q2Q3 的端点处建立关

节坐标系 Qi − xiyizi，Qi xi 轴沿向量QiO方向.根据图

2可写出 3-PRS机器人第 i (i = 1, 2, 3)个矢量环方程

t + Toai = bi + qie3 + l i (1)
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式中 t =
[
x y z

]T 为动平台中心的位置向量，oai 为

动平台端点在动坐标系下的位置向量，T 为动坐标

系 o-xyz相对于静坐标系O-XYZ的旋转矩阵，bi为静

平台端点在全局坐标系下的向量，qi 为滑块位移，

e3 = [0 0 1]T，l i 为支链方向向量，且 |l i | = l，l 为杆

件长度.利用欧拉角描述终端姿态，可以得到

T = R (x, α) R (y, β) R (z, γ) =



cosβ cosγ − cosβ sinγ sinβ

sinα sinβ cosγ + cosα sinγ − sinα sinβ sinγ + cosα cosγ − sinα cosβ

− cosα sinβ cosγ + sinα sinγ cosα sinβ sinγ + sinα cosγ cosα cosβ


(2)

图 2 3-PRS并联机器人结构简图

Fig. 2 Schematic diagram of the 3-PRS parallel robot

由于 3-PRS三个转动副的布置特点，动平台无

法沿转动副轴向运动，因此可以得到约束方程如下

uT
i l i = uT

i (t + ai) = 0 (3)

式中，ui 为转动副轴向单位向量，ai = Toai，联立式

(1)和式 (3)可解得 3-PRS并联机器人伴生运动 [26]

x =
r
2

[
cosγ (cosα − cosβ) − sinα sinβ sinγ

]

y = r (sinα sinβ cosγ + cosα sinγ)

γ = a tan

( − sinα sinβ
cosα + cosβ

)



(4)

式中，R与 r 分别为向量 QiO与 Pi o的模，将伴生运

动的解代入矢量环方程 (1)即可得到滑块位移

qi = z+ aiz − biz −
√

l2 − (x + aix − bix)2 −
(
y + aiy − biy

)2

(5)

式中，
[
aix aiy aiz

]T
= ai，

[
bix biy biz

]T
= bi .

1.2 速度分析

对矢量环方程 (1)进行求导，通过向量运算可得

q̇i =



lT1
lT1e3

(a1 × l1)T

lT1e3

lT2
lT2e3

(a2 × l2)T

lT2e3

lT3
lT3e3

(a3 × l3)T

lT3e3




v

ω

 = JaẊ (6)

式中，Ja 为驱动雅可比矩阵，Ẋ = [v ω]T 为动平台

终端速度，其中 v为平动速度，ω为转动速度，q̇为

滑块速度.

利用约束方程可得

0 =



uT
1 (a1 × u1)T

uT
2 (a2 × u2)T

uT
3 (a3 × u3)T




v

ω

 = Jc


v

ω

 (7)

式中，Jc为约束雅可比矩阵，联立式 (6)与式 (7)可

得 
q̇

0

 =


Ja

Jc

 Ẋ = JẊ (8)

式中，J 为广义雅可比矩阵 [27]，且有

G


q̇

0

 = Ẋ (9)

式中，G = J−1 = [Ga Gc].

对于支链速度求解，由质心矢量环方程可得


vi

ωi

 =


J iv

J iω




v

ω

 = J ivω Ẋ (10)

式中，[vi ωi ]T为支链质心速度向量，其中 vi 为平动

速度，ωi 为转动速度，J iω 与 J iv 分别为偏角速度与

偏速度矩阵，且有

J iω =
1
l2

[([ l i×] − [ l i×] [ ai×]) − (l i × e3) Jai] (11)

J iv = (E − [ai×]) +
1
2

[ l i×] J iω (12)
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式中叉乘算子 [ l i×] =



0 −l iz l iy

l iz 0 −l ix

−l iy l ix 0


，[ai×]定义形

式与之相同，Jai为驱动雅可比矩阵的第 i行向量.

1.3 加速度分析

对矢量环方程 (1)二次求导可得滑块加速度

q̈i = JaiẌ +
−ω2lTi ai + ω2

i l2

lTi e3
(13)

式中，q̈i 为滑块加速度，Ẍ为终端动平台加速度.同

时得到支链加速度

ω̇i = J iω Ẍ +
l i × [ω × (ω × ai)]

l2
(14)

v̇i = J ivẌ + ω × (ω × ai) − 1
2
ωi × (ωi × l i) (15)

式中，v̇i , ω̇i 分别为支链平动加速度与转动加速度.

2 动力学建模

2.1 受力分析

在不考虑摩擦力的情况下，动平台受力可表示

为

QP =


f p

np

 =


f e + mpg−mpv̇

ne − I pω̇ − ω ×
(
I pω

)

 (16)

式中，f e为动平台所受外力，mp为动平台质量，g为

重力加速度，ne为动平台所受外力矩，I p 为动平台

相对于坐标系 O-XYZ的惯量矩阵，且有

I p = TI poTT (17)

这里 I po为动平台相对坐标系 o-xyz的惯量矩阵.

在不考虑摩擦力情况下，第 i个支链受力可表示

为

Qi =


f i

ni

 =


mi g−mv̇i

−I iω̇i

 (18)

式中，mi 为支链质量，I i 为支链相对坐标系 O-XYZ

的惯量矩阵.

滑块受力为

Qsi =


msi g−msi q̈ie3

Z

 (19)

式中，Z = [0 0 0]T，msi 为滑块质量.

最后对电机驱动轴进行受力分析可得

Qmi =


Z

(
τi − Jmθ̈i

)
e3

 (20)

式中 τi 为电机输出力矩，Jm为电机轴惯量，θ̈i 为电

机加速度，对于线性滚珠丝杠，θi 与 qi 有以下关系

θi =
2π

Ph
qi (21)

式中 Ph为丝杠导程.

2.2 动力学方程

由虚功原理可得


δv

δω



T

Qp +

3∑

i=1


δvi

δωi



T

Qi+

3∑

i=1

δqieT
3 (msi g−msi q̈ie3) +

3∑

i=1

δθieT
3

(
τi − Jmθ̈

)
e3 = 0 (22)

整理后可得驱动力表达式

τ =
Ph

2π

[ (
2π

Ph

)2

Jmq̈i + Ms
(
q̈i − g

)−

GT
aQp −

3∑

i=1

GT
a JT

ivωQi

]
(23)

式中 Ms为滑块的质量矩阵.

2.3 惯量矩阵

由并联机器人速度映射关系可得

Ẍ = Ga

(
q̈− J̇aẊ

)


v̇i

ω̇i

 = J ivωGaq̈ +
(
J̇ ivω − J ivωGaJ̇a

)
Ẋ


(24)

将以上映射关系代入驱动力表达式 (23)可得 3-

PRS并联机器人惯量矩阵为

M I =
Ph

2π

[ (
2π

Ph

)2

Jm + Ms + GT
a MpGa+

3∑

i=1

GT
a JT

ivωM i J ivωGa

]
(25)

式中，Mp 和 M i 分别为动平台和支链的惯量矩阵.

由式 (25)可以看到，惯量矩阵 M I 是一个对称正定
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矩阵，可设为

M I =



J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33


(26)

式中，Jik = Jki，i, k = 1,2,3，且 i , k.

3 惯量耦合特性分析

3.1 指标推导

目前驱动关节空间控制仍为并联机器人最主要

的控制方法 [28-30]，以 3-PRS并联机器人为例，主要

考虑惯量影响，图 3所示为其关节空间控制简图.

3-PRS并联机器人有三条控制回路，τi为关节空

间第 i个驱动轴的驱动力矩，Jii 为驱动轴自身负载惯

量，而 Jik为轴间耦合惯量，这里 i = 1,2,3，k = 1,2,3

且 i , k.从图中可看到，与传统串联机器人相比，并

联机器人各驱动轴除承受自身负载惯量外，轴间还

存在耦合关系，耦合力矩作为干扰力矩进入控制系

统，影响控制性能，因此相比传统串联机器人，惯量

耦合特性会大大降低并联机器人的动态性能.

图 3 3-PRS并联机器人关节空间控制简图

Fig. 3 Control structure of the 3-PRS parallel robot in joint space

基于以上分析，为直接评价并联机器人惯量耦

合特性，对惯量矩阵每一行除对角元外的其他元素

进行绝对值求和可得

ICI1 = |J12| + |J13|

ICI2 = |J21| + |J23|

ICI3 = |J31| + |J32|


(27)

式中 ICI i 表示 3-PRS并联机器人关节空间每个驱动

轴的惯量耦合指标，其大小表征惯量耦合的强弱，

当 ICI 指标变大时，表明此时机器人各驱动轴所承

受耦合惯量变大.本文所研究的 3-PRS并联机器人几

何及惯量参数如表 1所示.

表 1 3-PRS并联机器人几何及惯量参数

Table 1 Geometrical and inertia parameters of

the 3-PRS parallel robot

Parameter Value

R 0.22 m

r 0.201 m

l 0.487 m

mp 298.782 kg

mi 136.225 kg

msi 132.358 kg

Ph 0.03 m

Ipo diag [6.31 6.31 7.492] kg·m2

Jm 0.010 3 kg·m2

Note：diag [ ] means a diagonal matrix.

3.2 指标分布

3-PRS 并联机器人终端摆角 α 与 β 运动

范围设定为 −45◦∼45◦，Z 方向位移的范围设定为

1.2 m∼1.4 m.根据式 (27)，可以得到惯量耦合指标沿

α方向分布如图 4所示，此时 β = 0，Z = 1.2 m.从图

中可以看到，3-PRS并联机器人各驱动轴惯量耦合指

标随着摆动角 α的绝对值增大而变大，驱动轴 Z2与

驱动轴 Z3的指标大于驱动轴 Z1，变化更为明显，

当 α = 0时，各驱动轴惯量耦合指标相等且最小.驱

动轴 Z2与驱动轴 Z3的惯量耦合指标关于 α = 0对

称，驱动轴 Z1的惯量耦合指标自身关于 α = 0对称.

图 4 3-PRS并联机器人惯量耦合指标沿 α方向分布

Fig. 4 The distribution of the ICI along theα direction
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惯量耦合指标沿 β方向分布如图 5所示，此时

α = 0，Z = 1.2 m.从图中可以看到，当 3-PRS并联机

器人进行 β方向摆动时，驱动轴 Z1的惯量耦合指标

大于驱动轴 Z2与驱动轴 Z3的惯量耦合指标，驱动

轴 Z2与驱动轴 Z3的惯量耦合指标相同.与图 4情

况相同，各驱动轴的惯量耦合指标随 β的绝对值增

大而增大.

图 5 3-PRS并联机器人惯量耦合指标沿 β方向分布

Fig. 5 The distribution of theICI along theβ direction

惯量耦合指标沿 Z方向分布如图 6所示，此时

α = β = 0.从图中可以看到，3-PRS并联机器人各驱

动轴惯量耦合指标沿 Z方向没有变化，Z方向位移

并不会对指标产生影响. 因此对于 3-PRS并联机器

人，惯量耦合指标主要取决于终端动平台的摆角大

小.

图 6 3-PRS并联机器人惯量耦合指标沿 Z方向分布

Fig. 6 The distribution of theICI along theZ direction

为进一步分析惯量耦合指标在整个工作空间内

的分布情况，同时考虑摆角 α 和 β 的影响，得到如

图 7所示各驱动轴惯量耦合指标在整个工作空间内

的分布结果，这里工作空间范围为：α ∈ [−45◦ 45◦]，

β ∈ [−45◦ 45◦]. 从图中可以明显看到 3-PRS并联机器

人各驱动轴惯量耦合指标在工作空间中心处最小，

随着摆角 α与 β的不断变大，各驱动轴的惯量耦合

指标不断增大，并在工作空间边缘处取得最大值.与

图 4和图 5所示结果类似，由于 3-PRS并联机器人

结构对称，各驱动轴的惯量耦合指标分布具有一定

的对称性.

(a)驱动轴 Z1惯量耦合指标分布

(a) The distribution of theICI of the driving shaftZ1

(b)驱动轴 Z2惯量耦合指标分布

(b) The distribution of theICI of the driving shaftZ2

(c)驱动轴 Z3惯量耦合指标分布

(c) The distribution of theICI of the driving shaftZ3

图 7 3-PRS并联机器人各驱动轴惯量耦合指标分布

Fig. 7 The distribution of theICI of the 3-PRS parallel manipulator
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4 实验验证

为探求耦合惯量在实际并联机器人运动过程中

对动态特性的影响，验证所提出惯量耦合指标的有

效性，在一台 3-PRS并联机器人样机上进行实验验

证.实验样机的几何及惯量参数与表 1相对应.

如图 3所示，当运动条件一定时，耦合惯量变化

会导致各驱动轴所受干扰力矩变化从而影响各驱动

轴负载.在实际运动过程中，并联机器人各驱动轴电

机的驱动电流能够表征驱动轴的负载，因此可以通

过测量不同位姿下各驱动轴电流来反映各驱动轴负

载情况从而达到对比耦合惯量的目的. 为验证耦合

惯量对驱动轴动态特性的影响，首先在 α = β = 0◦

的位姿下进行实验 1：令 Z1, Z2, Z3三个驱动轴均在

40 mm的较短行程内进行正弦规划的往复运动，运

动时间为 10 s，从控制系统中读取驱动轴 Z3的电机

驱动电流 I31，用以表征此时驱动轴 Z3的负载情况.

各驱动轴平均运动速度 v及最大加速 amax设定如下

v = 50 mm/s

amax = 1 m/s2


(28)

图 8所示为实验 1中 Z3轴的电流情况，电流的幅值

大小代表了运动过程中 Z3轴的负载情况，电流绝对

值越大可以认为此时驱动轴承受的负载越大.

图 8 α = 0◦, β = 0◦ 时实验 1中 Z3轴驱动电流

Fig. 8 The current ofZ3 in experiment 1 whenα = 0◦, β = 0◦

之后进行实验 2：在相同的运动条件下，令 Z3

轴与 Z2轴进行与前述相同的往复运动，在这个过程

中 Z1轴不运动，保持静止，同样可以得到这个过程

中 Z3轴的电机驱动电流 I32，如图 9所示.

图 9 α = 0◦, β = 0◦ 时实验 2中 Z3轴驱动电流

Fig. 9 The current ofZ3 in experiment 2 whenα = 0◦, β = 0◦

实验 1与实验 2的区别在于驱动轴 Z1的运动状

态，同时因为运动行程较短，终端动平台的姿态变化

量可基本忽略.因此通过对比两次实验中驱动轴 Z3

的驱动电流情况，就能够反映因驱动轴 Z1的运动状

态改变对 Z3轴负载的影响，这种影响正是由 Z3轴

与 Z1轴间的耦合惯量造成的，负载的变化将最终影

响驱动轴的动态性能.为更好地对比两次实验结果，

计算两次实验过程中电流的平均值与最大值，以这

两项指标对负载情况进行评价，这里需要指出，因为

电流正负只代表电流方向，因此对电流取绝对值后

进行运算.

α = 0◦, β = 0◦时的计算结果如表 2所示.从表中

可以看到，实验 2过程中 Z3轴驱动电流的平均值与

最大值均大于实验 1过程，说明因为驱动轴 Z1运动

状态的改变，驱动轴 Z3的负载增大，这将导致动态

性能下降，从而证明了耦合惯量对负载的影响.从表

中可以得到两次实验中电流平均值及最大值的变化

量分别为 0.29 A与 0.16 A，而此时驱动轴 Z3的惯量

耦合指标为 ICI3 = 0.025 kg·m2.

表 2 α = 0◦, β = 0◦ 时电流数值

Table 2 Numerical value of current whenα = 0◦, β = 0◦

Mean value Maximum value

|I31| 3.13 A 5.27 A

|I32| 3.42 A 5.43 A

为探寻不同位姿下并联机器人耦合惯量的变化

情况，改变并联机器人终端位姿至 α = 20◦, β = 0◦，在

同样的条件下重复之前的实验 1与实验 2，可以得到

Z3轴电流 I ′31与 I ′32计算结果如表 3所示. 从表中结

果可以明显看到，当并联机器人终端远离工作空间

中心后，驱动轴 Z3因驱动轴 Z1运动状态改变而造
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成的负载变化量增大，驱动电流平均值与最大值的

变化量分别为 0.43A与 0.38A，均大于 α = 0◦, β = 0◦

时的实验结果，说明在这个位姿下，驱动轴 Z3 受

到的耦合惯量变大，此时 Z3 轴的惯量耦合指标为

ICI ′3 = 0.026 0 kg·m2，大于 α = 0◦, β = 0◦ 的惯量耦合

指标 ICI3，因此理论分析与实验结果是一致的.

同时需要指出的是，在实验中所使用的伺服参

数均是保守参数，当驱动轴负载变大时，若使用较

大的伺服参数可能在换向过程中引起振动等不稳定

现象.

表 3 α = 20◦, β = 0◦ 时电流数值

Table 3 Numerical value of current whenα = 20◦, β = 0◦

Mean value Maximum value∣∣∣I ′31

∣∣∣ 5.14 A 7.31 A∣∣∣I ′32

∣∣∣ 5.57 A 7.69 A

5 结 论

本文针对 3-PRS并联机器人惯量耦合特性开展

研究，得到如下结论：

(1)基于惯量矩阵直接对耦合惯量开展研究，提

出各驱动轴惯量耦合指标，该指标的大小表征各驱

动轴在当前位姿下的耦合惯量的大小，并给出该指

标在机器人工作空间内的分布规律. 结果表明各驱

动轴惯量耦合程度主要受并联机器人终端动平台摆

角影响，随摆角绝对值变大而变大.

(2)利用驱动电流表征驱动轴负载情况，在一台

3-PRS并联机器人样机上进行实验.在一组保守的控

制参数下通过实验验证了耦合惯量在运动过程中会

对驱动轴负载造成影响，最终将影响动态性能，同时

随着摆角增大，耦合惯量增大，负载波动变大，实验

结果与理论分析一致.

(3)经过实验验证，本文所提出的惯量耦合指标

能够很好地表征并联机器人惯量耦合特性，后续可

用于工作空间优化及控制参数整定，以提高并联机

器人在运动过程中的动态性能.
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