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动力学与控制

环形桁架结构径向振动的等效圆环模型
1)

刘福寿 金栋平 2)

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京 210016)

摘要 在大型环形网架式可展天线中，环形桁架结构的动力学性能对于整个天线的工作状态至关重要.针对大型

空间桁架结构，基于连续体等效的思想，将其动力学模型简化为简单的弹性连续体模型一直是动力学研究的热

点.将环形桁架结构看作由重复的平面桁架单元构成的环形周期结构，在周期桁架单元等效梁模型的基础上，

提出采用不计剪切变形和转动惯量的等效圆环模型分析环形桁架结构的径向振动，并对等效圆环模型的偏微分

运动方程进行了解析求解.首先通过变量代换将描述圆环径向振动的四阶偏微分方程组降阶为一阶偏微分方程

组，然后通过对降阶后的偏微分方程组进行 Laplace变换将其转化为常微分方程组，并采用微分方程组的Green

函数解法，获得了等效圆环模型在复频域下动力响应的解析表达式，进而得到等效圆环模型固有振动的特征方

程及传递函数的表达式.最后通过数值算例对环形桁架有限元模型与等效圆环模型的固有频率和振型以及传递

函数进行了对比分析，验证了等效圆环模型用于环形桁架结构径向振动分析的可行性.
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EQUIVALENT CIRCULAR RING MODEL FOR THE RADIAL VIBRATION ANALYSIS

OF HOOP TRUSS STRUCTURES1)

Liu Fushou Jin Dongping2)

(State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，

Nanjing210016，China)

Abstract In large deployable mesh antenna, the dynamic property of hoop truss is vital to the working performance

of the whole antenna. For large space truss structures, the model simplification of these structures with simple elastic

continuum model is always the focus of dynamics research. By regarding the hoop truss as a hoop periodic structure

composed of repetitive planar truss elements, and based on the equivalent beam model of the repeated truss element,

an equivalent circular ring model for the radial vibration analysis of the hoop truss structure is presented. By variable

substitution, the fourth-order partial differential equations (PDEs) for the radial vibration of the circular ring are reduced

to first-order PDEs, then the reduced PDEs are transform to ordinary differential equations via Laplace transform, Green’s

function method is utilized to solve the dynamic response of the circular ring in complex frequency domain. Furthermore

the characteristic equations for natural vibration and the expression of transfer function of the equivalent ring model were

derived. At last, a numerical example is used to compare the natural frequencies, mode shapes and transfer functions

of the finite element model and the equivalent ring model of the hoop truss. The results verifies the feasibility of using
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equivalent circular ring model for radial vibration analysis of hoop truss structure.

Key words hoop truss structure，equivalent circular ring model，Laplace transform，transfer function，natural vibration

引 言

大型可展开桁架结构通常由数量众多的梁、

杆、拉索等构件沿一个方向或两个方向周期性延伸

拼接而成，因其质量轻、工艺性好、易于展开和收拢

等特点而在航天任务中得到了广泛应用 [1-2].大型桁

架结构的动力学特性十分复杂，具有挠性、分布参

数、低刚度、弱阻尼、频率低和模态密集等特点，一

旦遇到外界干扰将会产生振动，并且衰减很慢，严

重影响有效载荷的正常工作，甚至对航天器的定位

和稳定带来严重影响 [3-4].为了准确描述这种大型桁

架结构的动力学特性，通常采用有限元方法建立其

精细的动力学模型. 按照传统的有限元建模方法，

大型可展开桁架结构可以形成很高自由度的结构动

力学模型，不利于对其进行实时的动力学分析与控

制 [4-5].利用大型可展开桁架结构的周期性特征建立

降维等效连续体模型不仅可极大缩减模型自由度，

而且为此类结构的在轨参数辨识及反馈控制提供了

有效的工具 [6-9].

在过去几十年里，针对直梁式或板式周期桁架

结构的连续体等效建模，许多学者提出了不同的

连续体等效建模方法，取得了大量研究成果. Noor

等 [7,10-12]基于能量等效原理对梁式及板式周期桁架

结构连续体等效问题进行了系统研究，通过将周期

桁架单元等效为空间梁模型或板模型，得到了等效

模型刚度和质量参数的解析表达式. Sun等 [13-14]基

于本构关系等效将平面桁架单元等效为平面各向异

性梁，针对等效梁模型提出了一种高阶 Timoshenko

梁单元，采用等效梁有限元模型计算结构的动力响

应，并通过梁模型的计算结果预测原周期桁架结构

中各个构件的内力. Salehian等 [5,15-16] 基于能量等

效原理研究了由平面桁架单元以及三棱柱式桁架单

元构成的梁式桁架结构的梁模型等效，采用 Hamil-

ton 原理推导了等效梁模型的偏微分运动方程，并

基于等效梁模型设计了 LQR 控制器对桁架结构进

行了振动控制. Gonella等 [17] 采用均质化方法对一

维桁架结构进行了连续体等效，并且比较了等效连

续体模型与原结构模型的波的色散特性以及频响特

性. Balakrishnan[18] 采用等效后的各向异性 Timo-

shenko梁模型研究了梁式桁架的结构 --控制综合优

化问题，得到了控制性能指标关于结构/控制参数的

解析表达式. 郭宏伟等 [19-20] 针对索杆铰接式伸展

臂，提出基于能量互等原理的伸展臂连续梁等效动

力学模型建模方法，对有限元模型与伸展臂等效模

型计算的前 8阶固有频率进行了比较.

环形桁架结构是近年来应用于大型环形网架式

可展开天线的一种新型空间桁架结构 [21-22]. 以往对

于周期桁架结构连续体等效建模的研究均是针对直

梁式或板式的桁架结构，均未涉及环形桁架结构.本

文作者在文献 [23]中基于能量等效原理将环形桁架

结构中的平面桁架周期单元等效为空间梁模型，从

而将环形桁架结构简化为由多个空间梁段组成的环

形梁模型，比较了原环形桁架结构与简化环形梁模

型在无约束状态下的固有频率.

本文在文献 [23]对组成环形桁架结构的周期单

元进行梁模型等效的基础上，将环形桁架进一步简

化为一个各向同性弹性圆环，采用等效圆环模型进

行环形桁架结构的径向振动分析. 首先对等效圆环

模型径向振动的四阶偏微分方程组进行降阶，通过

Laplace变换求解得到了圆环在复频域下的响应表达

式，利用复频域下的圆环响应解析计算公式得到求

解圆环固有频率和振型的特征方程以及圆环模型的

传递函数表达式. 最后通过数值算例对环形桁架有

限元模型与等效圆环解析模型的固有频率和固有振

型及传递函数进行了比较和验证.

1 环形桁架结构等效圆环模型

大型开展开天线的反射面支撑骨架为环形桁架

结构，由两类平面桁架单元交替相连组成 [23]，如图

1所示.该环形桁架的等效圆环模型及其坐标系如图

2所示. 圆环上任一点 C 的位置及位移分别采用极

坐标 r, θ和局部笛卡尔坐标C--xyz描述，其中 x轴沿

圆环截面形心线切向、y和 z轴与圆环截面惯性主轴

重合.圆环径向振动时沿 x和 y轴方向的位移分别为

ux和 uy，绕 z轴的转角为 ϕz.

与文献 [23]等效梁模型相对应，不计等效圆环

模型径向振动时的横截面剪切变形，忽略等效圆环

模型横截面绕 z轴的转动惯量，在图 2所示坐标系



1186 力 学 学 报 2016年 第 48 卷

图 1 环形桁架结构及其坐标系

Fig. 1 Hoop truss structure and its coordinate system

图 2 等效圆环模型及其坐标系

Fig. 2 Equivalent ring model and its coordinate system

下，圆环的径向振动方程为 [24]

EA
R2

(
∂2ux

∂θ2
− ∂uy

∂θ

)
+

EIz
R4

(
∂2ux

∂θ2
+
∂3uy

∂θ3

)
+ qx =

ρA
∂2ux

∂t2
(1a)

EA
R2

(
∂ux

∂θ
− uy

)
− EIz

R4

(
∂3ux

∂θ3
+
∂4uy

∂θ4

)
+ qy =

ρA
∂2uy

∂t2
(1b)

式中，EA和 EIz分别为等效圆环模型的拉伸刚度和

径向弯曲的抗弯刚度，ρA为等效圆环模型单位长度

质量，qx和 qy分别为作用在圆环上沿 x和 y轴方向

的分布力.对于集中载荷，有

qx =

M∑

i=1

qxi(t)
R

δ(θ − θ∗i ) (2a)

qy =

N∑

j=1

qy j(t)

R
δ(θ − θ∗j ) (2b)

式中 δ(·)为狄拉克函数，θ∗i 和 θ∗j 分别为集中载荷 qxi

和 qy j的作用位置.

由于不考虑剪切变形，圆环绕 z轴的转角 ϕz可

以表示为 [25]

ϕz =
ux

R
+

1
R

∂uy

∂θ
(3)

圆环的轴向应变 εx和曲率改变量 κz分别为 [25]

εx =
∂ux

R∂θ
− uy

R
, κz =

∂φz

∂θ
(4)

考虑大型可展天线工作中环形桁架固结于伸展

臂，则对应的等效圆环模型边界条件为

ux(0, t) = ux(2π, t) = 0 (5a)

uy(0, t) = uy(2π, t) = 0 (5b)

ϕz(0, t) = ϕz(2π, t) = 0 (5c)

2 圆环运动方程求解

式 (1)中的四阶偏微分方程组在边界条件 (5)下

的直接解析求解较为困难. 以往学者们通常采用圆

环中心线不可延伸假设 [25-28]，即假设圆环的轴向应

变 εx = 0，从而将位移 uy表示为 uy = ∂ux/∂θ，利用

上述关系式将圆环振动的四阶偏微分方程组 (1)转

化为一个只含 ux的六阶偏微分方程

∂6ux

∂θ6
+ 2

∂4ux

∂θ4
+
∂2ux

∂θ2
− R4

EIz

(
∂qy

∂θ
− qx

)
+

ρAR4

EIz

∂2

∂t2

(
∂2ux

∂θ2
− ux

)
= 0 (6)

然后采用分离变量法求解圆环的固有振动问题, 根

据六阶偏微分方程特征根的不同情况讨论偏微分方

程的解的不同形式.上述方法不仅求解过程复杂，而

且需要将外载荷 qy对坐标 θ求偏导，对于 qy为集中

载荷的情况，这种求法是十分麻烦的.本文采用变量

代换方法对四阶偏微分方程组进行降阶，然后利用

Laplace变换和 Green函数法求解降阶后的偏微分方

程组，直接获得圆环的动力响应.

首先引入新的变量将式 (1)四阶偏微分方程组

转化为一阶偏微分方程组.令

v1 =
∂ux

∂t
, v2 =

∂uy

∂t

η1 =
∂ux

R∂θ
− uy

R
, η2 =

ux

R
+
∂uy

R∂θ


(7)

其中，v1和 v2为圆环沿切向和径向的速度，由式 (3)

和式 (4)易知 η1 为圆环的轴向应变，η2 为圆环绕 z

轴的转角. 利用式 (7)可将圆环的运动方程 (1)转化

为
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∂v1

∂t
= k1

∂η1

∂θ
+ k2

∂η3

∂θ
+

qx

ρA
(8a)

∂v2

∂t
= k1η1 − k2

∂η4

∂θ
+

qy

ρA
(8b)

∂η1

∂t
=
∂v1

R∂θ
− v2

R
(8c)

∂η2

∂t
=

v1

R
+
∂v2

R∂θ
(8d)

η3 =
∂η2

∂θ
(8e)

η4 =
∂η3

∂θ
(8f)

其中，系数 k1 =
EA
ρAR
，k2 =

EIz
ρAR3

. 再利用式 (7)，并

结合式 (3)，可将圆环的边界条件 (5)转化为

v1(0, t) = v1(2π, t) = 0 (9a)

v2(0, t) = v2(2π, t) = 0 (9b)

η2(0, t) = η2(2π, t) = 0 (9c)

令向量 x(t, θ) = {v1, v2, η1, η2, η3, η4}T，将方程组
(8)表示为矩阵形式，并对其进行 Laplace变换，可得

∂x̂(s, θ)
∂θ

= A−1
1 A0x̂(s, θ) + A−1

1 b̂(s, θ) (10)

式中，s为复变量，符号 “ˆ ” 代表 Laplace变换后的

量，矩阵 A1和 A0分别为

A1 =



0 0 k1 0 k2 0

0 0 0 0 0 −k2

1/R 0 0 0 0 0

0 1/R 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0



(11a)

A0 =



s 0 0 0 0 0

0 s −k1 0 0 0

0 1/R s 0 0 0

−1/R 0 0 s 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1



(11b)

向量 b̂(s, θ)为

b̂(s, θ) = −
{

v0
1 +

q̂x

ρA
v0

2 +
q̂y

ρA
η0

1 η0
2 0 0

}T

(12)

式中含上标 “0” 的量代表相应变量的初值.

相应地，对边界条件 (9)进行 Laplace变换，并

采用向量 x̂将其表示为矩阵形式

Σ0x̂(s,0) + Σ1x̂(s,2π) = 0 (13)

其中，边界选择矩阵 Σ0和 Σ1分别为

Σ0 =



1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0



(14a)

Σ1 =



0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0



(14b)

式 (10)可看作是只关于 θ的一阶常微分方程组，在

边界条件 (13)下采用 Green函数方法求解 [29]，便得

x̂(s, θ) =

∫ 2π

0
Gr (s, θ, ξ)A−1

1 b̂(s, ξ)dξ (15)

式中 Gr (s, θ, ξ)称为微分方程组 (10)的矩阵 Green函

数，可表示为 [30]

Gr (s, θ, ξ) =

−N(s, θ)Σ1Φ(s,2π − ξ) , 0 6 θ 6 ξ

N(s, θ)Σ0Φ(s,−ξ) , ξ 6 θ 6 2π
(16)

式中

Φ(s, θ) = exp(A−1
1 A0θ) (17)

N(s, θ) = Φ(s, θ) [Σ0 + Σ1Φ(s,2π)]−1 (18)

由式 (15) 可以得到圆环上任一点在复频域下的响

应，包括切向和径向速度 (v̂1, v̂2)，轴向应变 (η̂1) 以

及曲率改变量 (η̂2). 由式 (7)可知圆环在复频域下的

位移响应为

ûx =
v̂1 + u0

x

s
, ûy =

v̂2 + u0
y

s
(19)



1188 力 学 学 报 2016年 第 48 卷

式中，u0
x和 u0

y分别为位移 ux和 uy的初值.由圆环在

复频域下的响应，通过 Laplace逆变换便可以得到圆

环的时域响应.

根据式 (18)，圆环自由振动的特征值问题为 [30]

(Σ0 + Σ1Φ(s,2π))ψ = 0 (20)

对应的特征方程为

det (Σ0 + Σ1Φ(s,2π)) = 0 (21)

解式 (21)得到特征值 sn (n = 1,2, · · · )，进而得到圆环
的第 n阶固有频率 ωn.将特征值 sn代入式 (20)可解

出对应的特征向量 ψn，从而得到圆环响应 x(t, θ)的

第 n阶振型向量为

Xn(θ) = Φ(sn, θ)ψn (22)

为得到等效圆环模型的传递函数，令圆环初始

状态为零，在圆环内部任一点 ξ处作用沿 x方向或 y

方向的单位脉冲载荷，则有

b̂(s, θ) =

{
−δ(θ − ξ)

ρAR
,0,0,0,0,0

}T

(23a)

或

b̂(s, θ) =

{
0,−δ(θ − ξ)

ρAR
,0,0,0,0

}T

(23b)

将式 (23)代入式 (15)可得圆环的响应为

x̂(s, θ) = Gr (s, θ, ξ)A−1
1 b̄ (24)

式中

b̄ =

{
− 1
ρAR

,0,0,0,0,0

}T

(25a)

或

b̄ =

{
0,− 1

ρAR
,0,0,0,0

}T

(25b)

从而得到圆环模型的传递函数

G(s, θ, ξ) = Gr (s, θ, ξ)A−1
1 b̄ (26)

3 数值算例

考虑由 30边的正多边形组成的大型环形可展开

天线的桁架结构.桁架外接圆直径 6 m，高 1.05 m.桁

架中各构件均为外径 0.025 m、内径 0.023 m的碳纤

维管，材料弹性模量 E = 235 GPa，泊松比 ν = 0.30，

密度 ρ = 1 720 kg/m3.按照文献 [23]中周期桁架单元

等效的方法计算得到等效圆环模型的刚度参数 (EA

和 EIz)和质量参数 (ρA).

假设环形桁架结构固结于刚性伸展臂上，首先

对环形桁架结构与等效圆环模型径向振动的固有振

动特性进行比较. 其中环形桁架结构采用有限元软

件 ANSYS分析，桁架中各根构件采用 Beam4空间

梁单元模拟，等效圆环模型的固有频率和振型由式

(21)和式 (22)计算得到.表 1列出了两者前 8阶固有

频率计算结果的比较.

表 1 环形桁架与等效圆环模型固有频率比较

Table 1 Comparisons of natural frequencies of the hoop truss

and the equivalent ring model

Mode
Hoop truss/

Hz

Equivalentring/

Hz

Error/

%

1 0.656 0.653 −0.46

2 1.846 1.839 −0.38

3 3.914 3.903 −0.28

4 6.651 6.636 −0.23

5 10.029 10.020 −0.09

6 13.978 13.990 0.09

7 18.527 18.570 0.23

8 23.563 23.720 0.67

由表 1可见，对于环形桁架结构的径向振动，

采用等效圆环模型计算出的前 8阶固有频率与环形

桁架有限元模型的计算结果非常接近，等效圆环模

型前 5阶固有频率略低于环形桁架结构，而后 3阶

固有频率略高于环形桁架结构，前 8阶频率的误差

均在 1%以内.

图 3给出了固支于伸展臂上的环形桁架结构前

8阶径向振动的固有振型.从图 3可以看出，环形桁

架结构表现出与圆环相似的径向振动模态. 由于组

图 3 环形桁架结构径向振动的固有振型 (俯视图，“•”：固支点)

Fig. 3 Mode shapes for the radial vibration of hoop truss (top view, “•”:
fixed point)
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图 3 环形桁架结构径向振动的固有振型 (俯视图，“•”：固支点)(续)

Fig. 3 Mode shapes for the radial vibration of hoop truss

(top view, “•”: fixed point)(continued)

成环形桁架的平面桁架单元存在面外弯曲—扭转耦

合变形 [23]，在第 7阶振型中可以看出环形桁架结构

产生了较为明显的径向弯曲—扭转耦合变形，而在

其他的 7阶模态中这种弯扭耦合效应不明显.

为了对环形桁架结构和等效圆环模型的振型进

行定量比较，在各阶模态中选取环形桁架结构有限

元模型横杆上各个点的径向 (或切向)位移值与等效

圆环模型相应位置点的径向 (或切向)位移值，采用

模态置信准则 MAC 值 [31]，按下式计算两种模型位

移向量之间的 MAC值

MAC
(
ϕi ,ψi

)
=

∣∣∣ϕT
i ψi

∣∣∣2
(
ϕT

i ϕi

) (
ψT

i ψi

) (27)

式中 ϕi 为环形桁架的第 i阶模态的径向 (或切向)位

移向量，ψi 为圆环的第 i 阶模态的径向 (或切向)位

移向量. 环形桁架与等效圆环模型同一阶模态之间

的 MAC值计算结果见表 2所示.

表 2 环形桁架振型与圆环振型间的 MAC 值

Table 2 MAC values between the mode shapes of the hoop truss

and the equivalent ring model

Mode
Radial

displacement

Tangential

displacement

1 1.000 0 1.000 0

2 0.999 2 0.999 9

3 0.999 7 0.999 9

4 0.999 8 1.000 0

5 0.999 6 0.999 9

6 0.999 2 0.999 8

7 0.941 1 0.962 2

8 0.998 1 0.998 9

从表 2可以看出，两种模型前 8阶振型之间的

MAC 值均非常接近 1，由于环形桁架第 7阶振型中

存在较为明显的径向弯曲—扭转耦合变形，而等效

圆环模型未考虑这种耦合效应，使得第 7阶振型的

MAC 值相比其他 7阶模态稍差. 总体上，等效圆环

模型与环形桁架结构的前 8阶振型吻合很好.

进一步，将等效圆环模型由式 (26)计算得到的

传递函数与环形桁架有限元模型采用模态叠加法得

到的传递函数进行比较. 在图 1所示的环形桁架上

的 A点 (位于 θ = π/15的竖杆上，为了不激起环形

桁架的竖向弯扭耦合振动，将 A点选在竖杆中点处)

作用一个径向力 q，两种模型计算的传递函数比较如

图 4和图 5所示.图 4为 A点作用力与环形桁架上 B

点 (位于 θ = π/2的横杆上)的径向位移之间的传递

图 4 A点径向力与 B点径向位移之间的传递函数

Fig. 4 Transfer function between the radial force at pointA and the

radial displacement at pointB
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图 5 A点径向力与 C点切向位移之间的传递函数

Fig. 5 Transfer function between the radial force at pointA and the

tangential displacement at pointC

函数；图 5为 A点作用力与环形桁架上 C点 (位于

θ = π的横杆上)的切向位移之间的传递函数.

从图 4和图 5可以看出，在前 8阶模态所在的

频率范围内，等效圆环模型与环形桁架有限元模型

计算得到的传递函数均吻合较好. 由于环形桁架结

构的径向弯曲振动与竖向弯扭振动之间存在一定的

耦合 [23]，而等效圆环模型未考虑这种耦合效应，以

致环形桁架的传递函数曲线比圆环的传递函数曲线

多了某些峰值.

考虑到环形桁架结构在设计时其高度和口径之

比可能在一定范围内变化，为了检验不同高度和口

径之比对等效模型精度的影响，这里使算例中的桁

架高度在 0.5倍到 1.5倍范围内变化，比较有限元模

型与等效圆环模型固有频率之间的误差，结果见图

6所示.

从图 6可以看出，当桁架高度在 0.5倍到 1.5倍

图 6 环形桁架高度变化时等效圆环模型的精度

Fig. 6 Precision of the equivalent ring model with the variation of the

height of hoop truss

范围内变化时，等效圆环模型计算的前 5阶固有频

率的误差变化幅度很小，并且误差均小于 0.5%，说

明考虑设计中桁架高度与口径之比在一定范围内变

化时，等效圆环模型同样具有非常高的精度.

4 结 论

本文将环形桁架结构等效为一个各向同性的弹

性圆环，采用等效圆环模型分析了环形桁架结构的

径向振动. 利用圆环的解析运动方程计算得到了等

效模型在复频域下的响应，以及固有振动的特征方

程和传递函数. 通过对环形桁架有限元模型与等效

圆环解析模型的固有频率、固有振型以及传递函数

的比较研究，表明在低频段一定的频率范围内，等效

圆环解析模型与环形桁架有限元模型得到的固有频

率、振型以及传递函数均能够吻合得很好，这说明采

用等效圆环模型对环形桁架结构进行径向振动分析

是可行的.
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