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动力学与控制

双状态切换下 BVP振子的复杂行为分析
1)

陈章耀 王亚茗 张 春 毕勤胜 2)

(江苏大学土木工程与力学学院，镇江 212013)

摘要 非线性切换系统具有广泛的工程背景，而传统的非线性理论不能直接用来解决其中的问题，因而成为

当前国内外热点和前沿课题之一.目前相关工作大都是围绕固定时间或单状态切换开展的，而实际工程系统

大都属于多状态切换问题，同时多状态切换涉及到更为丰富的动力学行为.本文基于两广义 BVP振子，通过

引入双向切换开关，构建了双状态切换下的非线性动力学模型，进而研究状态切换导致的各种运动模式及其

相应的产生机制.应用非光滑系统的 Poincaré映射理论，推导了双状态切换下的 Lyapunov指数的计算公式，

结合子系统的分岔分析，得到了切换系统随分岔参数变化的动力学演化过程及其相应的最大 Lyapunov指数

的变化情况.得到了双状态切换条件下系统存在着各种形式的振荡行为，分析了诸如周期突变等现象及通往

混沌的倍周期分岔道路，揭示了不同运动模式的产生机制及倍周期序列的本质.与固定时间切换和单状态切

换系统不同，双临界状态切换系统存在着更为丰富的非线性现象，其主要原因在于双状态切换会产生更多的

切换点，且切换点的位置更加多变.同时切换系统的倍周期分岔序列与光滑系统中的倍周期分岔序列不同，

切换系统的倍周期分岔序列只对应于切换点数目的成倍增加，而其相应的周期一般不对应于严格的周期倍化

过程.
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COMPLICATED BEHAVIORS AS WELL AS THE MECHANISM IN BVP OSCILLATOR

WITH SWITCHES RELATED TO TWO STATES 1)

Chen Zhangyao Wang Yaming Zhang Chun Bi Qinsheng2)

(Faculty of Civil Engineering and Mechanics, Jiangsu University, Zhenjiang212013,China)

Abstract The dynamics of nonlinear switched systems which possess wide engineering background and cannot be

explored directly by traditional nonlinear theory, become one of hot and frontier tasks at home and abroad for the time

being. The complicated behaviors as well as the mechanism of the vector field alternated between two subsystems by

two different critical states are investigated in this paper. Upon employing the typical generalized BVP oscillator as an

example, by introducing bilateral switch, the nonlinear dynamical model alternated between two subsystems related two

states is established, the different movement forms as well as the dynamical evolution of which caused by switches are

explored in details. Based on the Poincaré theory of nonlinear system, the computational equation of Lyapunov exponents

of switched system is derived. Combined with the bifurcation analysis of subsystems, different oscillations of the system

are discussed, upon which the nonlinear behaviors such as sudden changes of period in periodic oscillations and the
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route to chaos with period-doubling bifurcations as well as the related essence are presented. Different from the systems

with fixed time or single state switch, much more nonlinear phenomena may be observed in the dynamic systems with

two state switches in which there may exist more switch points with changeable positions. Furthermore, different from

the cascading of period-doubling bifurcations in smooth systems, the period-doubling bifurcations in switched systems

correspond to the doubling of the number of switch points, which usually does not correspond to the doubling of the real

periodic length of the movements.

Key words switched system, generalized BVP oscillator, switch related to two states, Lyapunov exponents

引 言

非线性切换系统具有广泛的工程背景，其复杂

动力学行为及其机理研究是当前国内外动力学与控

制领域的热点课题之一 [1−7]，如电路系统中继电、

饱和、滞环等环节以及发电机组或大型设备进出电

网 [8] , 汽车行驶过程中的换档 [9] 等都有非线性切

换系统的应用. 目前关于非线线性切换系统的工

作大都都局限于系统的稳定性及稳定条件分析，如

Zhang等 [10]给出了一类非线性切换系统的稳定性条

件，Xiang等 [11] 基于状态更新探讨了一类不确定非

线性切换系统的鲁棒性，Jin等 [12] 提出了一种控制

非线性切换序列稳定性的新方法.但是，上述相关工

作包括其他一些相关类型的研究 [13−17] 基本上都是

围绕平衡点的稳定性开展的，即使对于控制，其目

标也是尽快实现平衡点的稳定 [18−24]，而实际系统存

在着各种各样的平衡态，可能是周期振荡、概周期

振荡、有时甚至是混沌振荡.同时，不同参数的变化

会影响切换系统的特性，因此需要深入探讨切换系

统的动力学演化过程，进而揭示其复杂性本质.

非线性切换系统有不同的切换模式，主要有时

间切换、状态切换和混合切换等模式. 对于时间切

换模式如周期切换等非线性切换系统，国内外学者

开展了研究工作，取得了一定成果 [25−28]. 而切换模

式依赖于状态变量的非线性切换系统的研究相对较

少，如 Kousaka等 [29]介绍了一种二维非线性切换系

统在状态切换模式下的动力学特性，给出了一种切

换系统分岔的一种验证方法，并且发现切分岔和全

局分岔是产生各种周期解和混沌的主要原因；另外

张春等 [30] 在 Duffing振子和 van der Pol振子之间引

入混合切换条件，给出了相关 Lyapunov指数的算法，

并研究了其动力学特性.但是 Kousaka给出的系统维

数较低，而张春所做的混合切换没有具体的物理模

型进行验证，还存在可优化之处，因此相关工作尚

处在初步阶段，许多问题尤其是各种状态切换下的

振荡行为及机理分析还有待进一步深入.

本文为了分析双状态切换面导致的各种复杂行

为及其演化过程，引入典型的广义 BVP振子 [31]，构

建双状态切换下的非线性系统模型，以期揭示其复

杂本质. 这对于深入理解非线性状态切换系统的各

种新的复杂现象，进而发展非线性理论具有一定的

科学意义，同时对于实际切换系统中的新现象解释、

参数识别、模型论证以及控制技术等等也具有一定

的实际应用价值.

1 切换系统的数学模型

考察引入双向开关切换的广义 BVP振子，如图

1所示.该系统由一个线性电阻 r，2个电容 C，一个

电感 L和 2个不同的非线性电阻 RN1和 RN2组成.开

关 S随电压 v1的不同会在 SW1和 SW2两点间切换.

其切换规律为，开关首先位于 SW1，在系统振荡过

程中电压 v1的值达到 v1 = vS2时，开关切换到 SW2，

当系统振荡过程中 v1的值达到 v1 = vS1时，开关切

回到 SW1. 当开关固定于 SW1或 SW2时，均为一广

义 BVP振子.系统状态可以由如下方程描述

C
dv1

dt
= −i1 − gσ(v1),

C
dv2

dt
= i1 − v2

r
,

L
di1
dt

= v1 − v2.

σ = 1,2



(1)

其中 σ = 1为开关 S位于 SW1，系统受子系统 1控

制；σ = 2则开关位于 SW2，系统受子系统 2控制.

gσ(v1) = −aσv1−bσ tanh(cσv1)表示非线性电阻的电压

和电流特性，aσ, bσ和 cσ为常数 (σ = 1, 2).

引入τ =
t√
LC
，Aσ = aσ

√
L
C
，Bσ = bσcσ

√
L
C
，

δ =
1
r

√
L
C
， x =

v1

bσ

√
C
L
， y =

v2

bσ

√
C
L
，
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图 1 广义 BVP切换电路

Fig. 1 The extended BVP switching circuit

z =
i1
bσ

(σ = 1, 2)，式 (1)可表示为如下无量纲形式

ẋ = −z+ Aσx + tanhBσx

ẏ = z− δy
ż = x− y

, σ = 1,2


(2)

切换系统方程 (2)可简写为

Ẋ = Fσ(X), σ = 1,2 (3)

其中 X = {x, y, z}T，Fσ为相应的向量场，σ表示上述

切换律，数学定义如下

σ =


1, σ = 2

2, σ = 1
and

x = x01

x = x02

其相应的无量纲数学模型以一定的规律在两个子系

统之间切换，显然该切换系统存在两个不同的状态

切换面，即 Σ1:X = X1，Σ2:X = X2. 双状态切换可能

导致更为丰富的动力学行为.

2子系统分岔分析

由于切换系统 (3)涉及到两个向量场，其动力学

行为与两个向量场的动力学特性密切相关. 为揭示

该切换系统的复杂行为，首先讨论两子系统的分岔

特性.

为方便起见，在此假设参数 δ = 1.2，Aσ = Bσ =

q，(σ = 1,2). 显然，随 q的变化，两子系统具有相

同的动力特性 (见图 2，图中实线表示稳定的平衡点，

虚线表示不稳定的平衡点).

从图 2可以看出，随着参数 q的增加，当 q <

0.425时，子系统具有稳定的焦点，记为 E0. 在

q = 0.425即 H1点处，其相应的特征值出现一对纯虚

根，进一步分析可以发现，此时会产生超临界 Hopf

分岔，也即从平衡点 E0处出现稳定的极限环，记为

LC0（图 2(a)中用实心点表示）.当 q增大到 q = 0.62

时，平衡点数量发生变化，出现叉式分岔.不稳定的

平衡点 E0分岔为三个不稳定的平衡点，记为 E0,E±.

其中 E±相互对称.同时 E±在 H2相应的特征值又出

现一对纯虚根，也即从 E± 由超临界 Hopf分岔导致

两对称的极限环 LC±.

图 2 子系统随参数变化的分岔图

Fig. 2 The bifurcation diagram of the subsystem

数值仿真可以发现与上述平衡点分岔特性相吻

合的动力学演化过程，即在 H1处出现围绕平衡点 E0

的稳定的极限环.当 q增大到 q = 0.62时有三个稳定

的极限环共存，其中围绕 E0 的极限环在 q = 0.833

时折回消失.而围绕平衡点 E±的极限环具有相互对

称的演化特征，所以图 2(b)仅给出了围绕 E+的极限

环 LC+ 的演化过程. 稳定的极限环 LC+ 在 q = 0.802

会失稳导致混沌运动.在 q = 0.863，由 LC±分别产生

的两相互对称的混沌运动会相互作用，导致混沌激

变现象，产生扩大了的混沌吸引子. LC± 在 q = 1.17

处折回消失.

3切换系统的李雅普诺夫指数计算

由于切换系统是一个非光滑系统，其诸如周期

运动和混沌运动的动力学行为必须通过一定的统计

规律加以验证，本文用 Lyapunov指数加以验证.

对于平衡点和周期运动, 很多学者常用系统在

平衡点的 Jacobi矩阵特征值实部以及周期运动扰动

方程的特征指数实部来判断其稳定性. Lyapunov指

数是对上述特征值和特征指数的一种推广, 给出了

对系统任意相邻相轨线平均发散程度或平均收敛程
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度的一种度量.因此,它可以度量系统吸引子的稳定

性,还可以判定吸引子的类型,如平衡点、周期运动、

概周期运动及混沌运动等, 是目前判断各种动力学

行为的一种可靠定量方法.但对于非光滑系统 (尤其

是状态切换系统)，李雅普诺夫指数的计算不能直接

使用光滑系统的方法, 需要采用复合系统的微分包

含理论和 Poincaré映射的数学方法,对于切换部分需

要使用复合映射及复合映射的链式法则进行计算,并

进行必要的处理.下面分 2节介绍其具体计算原理.

3.1 Lyapunov指数

在计算非线性切换动力系统 Lyapunov指数时,

采用 Poincaré映射的数学方法, 即应用 Poincaré映射

P将三维切换系统 (3)转化为三维离散动力系统

X(k) = P(X(k−1)), X ∈ R3, k = 1,2, · · · ,N (4)

注意到在 (k−1)时刻,若基准轨道 X(k−1)(X0)和邻近轨

道 X(k−1)(X0 + δX0)的距离

δX(k−1) = X(k−1)(X0 + δX0) − X(k−1)(X0)

充分小，式 (4)在 X(k−1) 处的线性化方程为

δX(k) = DP(X(k−1))δX(k−1)

由上式递推得到

δX(k) = DPk(X(0))δX(0), X ∈ R3,

k = 1,2, · · · ,N

式中

DPk(X(0)) = DP(X(k−1)×
DP(X(k−2)) × · · · × DP(X(0))

(5)

由此离散系统可得整个切换系统的 Lyapunov指数

λ = lim
N→∞

1
N

N−1∑

k=0

ln |DPk(X(0))| (6)

对于非光滑系统如切换系统必须使用复合映射及

复合映射求导的链式法则求出对应的 Poincaré映射

P(X)及 DP(X).

3.2 三维状态切换系统的复合映射

设 ϕ1(X, τ), ϕ2(X, τ)分别为切换系统 (3)中两子

系统的解, 由于整个系统是由两个不同子系统通过

状态切换面连接的切换系统, 因此存在两个切换面

即局部超曲面 Σ1和 Σ2，另外由于状态切换,这里还

存在一个投影面 Σ(如图 3)，3个超曲面分别表示为

Σ1 = {(X, t) = (x, y, z, t) ∈ R3 × R+|x = x01}

其中，x01 为固定值，即切换曲面方程为 q1(X) =

x− x01 = 0

Σ2=
{
(X, t) = (x, y, z, t) ∈ R3 × R+ |x = x02

}

其中，x02 为固定值，即切换曲面方程为 q2(X) =

x− x02 = 0

Σ=
{
X = (x, y, z) ∈ R3 |x = xref

}

这样在 Σ1 和 Σ2 之间就存在两个局部映射 P1 和

P2. 而在 Σ1 和 Σ 之间存在两个投影映射 h和 h−1.

Poincaré映射 P将被分成 4个部分

Σ
h−1

−→ Σ1
P1−→ Σ2

P2−→ Σ1
h−→ Σ

其中

P1 : Σ1→ Σ2

X2i−1 7→ X2i = ϕ1(T1, X2i−1)

P2 : Σ2→ Σ1

X2i+1 7→ ϕ2(T2, X2i) = ϕ2(T2, ϕ(T1, X2i−1)) =

ϕ2 ◦ ϕ1(T1 + T2, X2i−1)

h : Σ1→ Σ, (x, y, z) 7→ (y, z) 即

h1(x, y, z) = y, h2(x, y, z) = z

h−1 : Σ → Σ1, (y, z) 7→ (x, y, z) 即

h−1
1 (y, z) = x, h−1

2 (y, z) = y

h−1
3 (y, z) = z

图 3 Poincaré截面和 Poincaré映射示意图

Fig. 3 Poincaré section and Poincaré mapping
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于是 P的复合映射为 P = h ◦ P2 ◦ P1 ◦ h−1.由复合映

射求导的链式法则得出

DP = ∇h ◦ DP2 ◦ DP1 ◦ ∇h−1 (7)

设映射 Pσ为

dX
dt

= Fσ(X), σ = 1,2

由于 P1为状态切换 [20]，所以

DP1 =

(
I − F1(X2i) × ∇q1

∇q1 · F1(X2i)

)
×

(
∂ϕ1

∂X2i−1

)

同理 P2也为状态切换，所以

DP2 =

(
I − F2(X2i+1) × ∇q2

∇q2 · F2(X2i+1)

)
×

(
∂ϕ2

∂X2i

)

其中，∇qσ = [1,0,0], (σ = 1,2)为两切换曲面的法向

量.而
∂ϕ1

∂X2i−1
和

∂ϕ2

∂X2i
由

d
dt

[
∂ϕσ
∂u

]
=
∂Fσ

∂x
∂x
∂u

∂X
∂u

= I

, σ = 1,2



方程组求出，这里 I 为单位矩阵，u为 X2i−1或 X2i , σ

分别等于 1或 2.而

∇h =



∂h1

∂x
∂h1

∂y
∂h1

∂z

∂h2

∂x
∂h2

∂y
∂h2

∂z


=


0 1 0

0 0 1



∇h−1 =



∂h−1
1

∂y

∂h−1
1

∂z

∂h−1
2

∂y

∂h−1
2

∂z

∂h−1
3

∂y

∂h−1
3

∂z



=



0 0

1 0

0 1



注意到，由于此处切换面均与 x有关，由上式可知

∇h,∇h−1 两个投影映射的第一列和第一行元素均为

零，根据式 (7)，DP变成了 2 × 2的矩阵，故 Lya-

punov指数只有两个.通过式 (4)∼式 (7)推导，作者

编写了状态切换系统随参数变化的 Lyapunov指数的

计算程序，对状态切换系统进行了数值模拟，以便

于分析其动力学行为.

4切换系统的动力学行为分析

由于状态切换条件的引入, 整个系统轨迹会依

次受到不同向量场的控制, 从而引起复杂的动力学

行为.首先考察两子系统的运动特征.

在子系统 1中选取参数为 δ = 1,2, A1 = B1 = 0.7，

由第 2节分析可知，子系统 1在该参数下存在 3个

稳定周期运动，如图 4(a)所示. 由于选取切换系统

的初始条件为（0.1, 0.1, 0.1），故该子系统表现为围

绕平衡点 E1（1.629, 1.629, 1.955）的周期振荡，如图

4(b)所示.

图 4 子系统的稳定吸引子 (δ = 1.2,A1 = B1 = 0.7)

Fig. 4 The stable attractors of subsystem (δ = 1.2,A1 = B1 = 0.7)

在子系统二中固定参数 δ = 1.2，取参数 A2 =

B2 = q为分岔参数，两切换面为

Σ1 =
{
(X, t) = (x, y, z, t) ∈ R3 × R+ |x = 0.0

}

Σ2 =
{
(X, t) = (x, y, z, t) ∈ R3 × R+ |x = 2.0

}

确定两子系统参数及切换面之后，利用数值仿真画

出切换系统随参数 q变化的分岔图和最大 Lyapunov

指数图 (图 5). 从图 5(a)中可以看出，当混沌在

q = 0.631消失后，在 q ∈ [0.631,0.780]区域会产生

各种类型的稳定的周期振荡，这也可以从其相应的

最大 Lyapunov指数得到证实 (见图 5(b)).
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图 5 切换系统的分岔图和最大 Lyapunov指数图

Fig. 5 The bifurcation characteristic of switched system

稳定的周期振荡在 q = 0.775会进入混沌运动，

也即由周期振荡直接进入混沌，从图 5(b)中也可以

发现，其最大 Lyapunov指数在 q = 0.775时穿越零

值，而在 q = 0.894时，其最大 Lyapunov指数再次穿

越零值，导致混沌现象消失，产生周期振荡. 随着 q

的变化，切换系统会产生周期突变的特殊现象并且

存在特殊的通往混沌的路径，下面分 2小节对这 2

种行为进行分析.

4.1 周期突变现象

值得注意的是， 当参数 q = 0.666,0.682,

0.698,0.734及 0.746时，切换系统虽然均表现为周

期振荡，但在这些参数值处，其相应的分岔图上对

应的 z值却出现了不连续现象，这说明在这些参数

的相邻参数 q两区间中，其对应的周期振荡的形式

不一样，也即在这些参数处周期振荡会产生突变现

象.现以 q = 0.666和 q = 0.698为例，说明其周期振

荡的突变行为.

图 6分别给出了 q = 0.650和 q = 0.670，即突变

点 q = 0.666两边的不同周期振荡行为.其中轨迹从

A1点出发，受子系统 1控制.显然两周期运动的轨迹

可以分为 4个部分，亦即 A1B1, B1A2, A2B2和 B2A1，

其中 A1B1和 A2B2受子系统 1控制，而 B1A2和 B2A1

受子系统 2控制，其振荡轨迹的运动可以详细描述

如下：当轨迹运行到位于分界面 Σ1 上的 A1 点时，

系统受子系统 1控制，此时子系统 1存在着稳定的

周期振荡，也即围绕平衡点 E1的周期吸引子 (见图

4(b)).显然，轨迹表现为以 A1点为初值，向稳定的极

限环逼近的暂态过程.在这过程中，其振荡幅值不断

增加，当运行到 B1点时，轨迹穿越分界面 Σ2，使得系
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图 6 突变点 q = 0.666两相邻参数域内的不同周期运动

Fig. 6 The suddenly changed different periodic movements

for q = 0.666

统转向受子系统 2控制.由图 2(a)中的分岔图可知，

此时子系统 2也存在着围绕平衡点 E+ 的稳定极限

环，因而，轨迹将以 B1为初值，向该极限环逐渐逼

近.当运动到 A2点时，轨迹再次穿越分界面 Σ1，使

得其转向受子系统 1控制，当轨迹运行到 B2 点处，

穿越分界面 Σ2，导致系统受子系统 2控制.当轨迹回

到出发点 A时，完成一个周期的运动.

从图 6可以看出，两周期振荡的轨迹存在着很

大的差异，导致这种差异的原因在于参数 q的不同，

使得轨迹在两子系统之间切换的具体位置会存在着

一定的区别.虽然从 A1点出发的轨迹受子系统 1的

控制，到达 B1点的过程不受 q变化的影响（图 6中

A1B1一段），但当轨迹从 B1点出发受子系统 2控制

时，由于 q值的不同，子系统 2存在的稳定极限环

也不同，q = 0.650时的稳定极限环振动幅值要略小

于 q = 0.670时的稳定极限环，从而导致从相同的

B1 出发的轨迹在子系统 2控制下到达截面 Σ1 时的

A2点位置不同，进一步计算可以发现，在 q = 0.650

时，A2点到其相应的极限环的距离为 d1 = 0.342，而

在 q = 0.670时，A2 点到其相应的极限环的距离为

d1 = 0.0431，d1 � d2，导致在各自的子系统 2控制

下，在 q = 0.650时，轨迹趋于其相应的极限环存在

较长的暂态过程，才能到达截面 Σ2，而在 q = 0.670

时，由于 A2 点离其相应的稳定极限环很近，轨迹

很快就到达截面 Σ2 ，从而造成两周期振荡存在着

周期突变现象.进一步计算可得，q = 0.650时其周

期为 T1 = 41.077，而 q = 0.670时其相应的周期为

T1 = 32.725.

同样在突变点 q = 0.698两侧，也会存在着不同

的周期振荡. 图 7分别给出了 q = 0.695和 q = 0.710

时的周期振荡. 显然图 7(a)中的周期轨迹可以分为

4部分，而图 7(c)中的周期轨迹则可以分为 2部分，

分别受子系统 1和 2交替控制.

依然从相同的 A1 点出发，系统受子系统 1控

制，在到达位于截面 Σ2 上的 B1 点时，轨迹经历了

相同的过程 (图 7(b)和图 7(d)中的 A1B1 段). 从 B1

点出发，轨迹将分别受 q = 0.695和 q = 0.710时相

应的子系统 2控制.由于在不同的 q值时子系统 2对

应于不同的稳定极限环，在 q = 0.710时 B1 出发的

轨迹将很快到达截面 Σ1上的 A1点，完成了一个周

期的振荡，而在 q = 0.695时，B1出发的轨迹也会较

快到达截面 Σ1上的与出发点 A1不同的 A2点，然后

受子系统 1控制，经历较长的振荡过程，到达截面

Σ2上的 B2点，再受子系统 2控制，到达截面 Σ1上

的 A1点，完成一个周期的振荡. 造成这一差别的原

因依然在于切换点的具体位置和相应极限环的不同.

在 q = 0.710时，两子系统的稳定极限环非常接近，

从而导致只存在两个切换点，而在 q = 0.695时，其

相应的稳定极限环与子系统 1的稳定极限环存在较

大的差距，同时，经过子系统 2控制后的 A2 点与

子系统 1的稳定极限环之间的距离较大，ds大致等

于0.126，导致在子系统 1的控制下，轨迹需要很
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图 7 突变点 q = 0.695两相邻参数域内的不同周期运动
Fig. 7 The suddenly changed different periodic movements

for q = 0.695

长的暂态过程才能到达截面 Σ2上的 B2点，从而产

生周期突变现象，进一步计算可得，q = 0.695时振

荡的周期为 T3 = 24.790，而 q = 0.710时振荡的周期

为 T4 = 8.044.

4.2 混沌道路

稳定的周期振荡在 q = 0.775会由倍周期分岔进

入混沌，图 8(a)为切换系统 q = 0.775附近的分岔图，

图 8(b)∼图 8(d)分别给出了混沌道路上的周期二和

周期四窗口以及混沌振荡，随着 q的增加，在两截

面上的切换点的数目会成倍地增加，从而导致倍周

期分岔序列.

必须指出的是，切换系统的倍周期分岔序列与

光滑系统中的倍周期分岔序列不同，因为在光滑系

统中只存在单个系统，而在切换系统中，轨迹的运

动涉及到两个不同的子系统，而且，其中的一个子

系统随参数 q的变化而变化，从而导致其倍周期分

岔序列不是严格的周期成倍增加，而是切换点数目

的成倍增加，如图 8中周期二窗口周期 T5 = 22.497，

而周期四窗口的周期 T6 = 60.539.



第 4 期 陈章耀等：双状态切换下 BVP振子的复杂行为分析 961

图 8 周期直接分岔为混沌

Fig. 8 Period-doubling bifurcation to chaos

5 结论

与固定时间切换和单状态切换系统不同，双临

界状态切换系统存在着更为复杂的非线性现象，如

周期突变现象，即在突变点参数的两侧，虽然同样是

周期运动，但其运动模式和相应的周期均会存在很

大的差异，导致这一现象的主要原因在于切换点的

位置及相应的子系统的吸引子存在明显的区别. 同

时，系统也存在着倍周期分岔序列导致混沌的道路，

然而，与光滑系统中的倍周期分岔序列不同，切换

系统的倍周期分岔序列只对应于切换点数目的成倍

增加，而其相应的周期一般不对应于严格的周期倍

化过程.

参 考 文 献
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