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面向连续体拓扑优化的多样性设计求解方法
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摘要 拓扑优化可以在概念设计阶段为工业产品结构的概念设计提供新颖的设计思路.传统的连续体结构拓

扑优化方法通常只能获得一个优化的拓扑构型，但在实际工程应用中，这个构型在后续设计阶段可能会由于

分析模型逐步细化、设计要求的进一步明确而无法满足改变后的设计目标和约束. 针对此问题，提出了多样

性设计求解方法 (multiple designs approach，MDA)，使得能够在优化过程中获得若干个多样性设计，以此减少

在可能在设计初期由于信息不完整所带来的风险. 给出 MDA 基本的优化列式，将目标函数定义为多个设计

构型的目标性能加权之和，并通过加入对多样性度量的约束条件，在优化过程中驱动各个设计产生几何构型

上差异.给出了一种具体的多样性度量方法，并对其物理意义和特征进行描述和讨论.以基于变密度法的最小

柔顺性问题作为优化算例，给出了具体的优化列式及敏度推导. 在算例中，研究了目标函数和约束中不同参

数对结果的影响，并对目标函数之外的其他潜在结构性能进行了讨论和比较. 结果表明，通过 MDA 能够有

效地给出一批多样性设计构型，为后续的精细化设计提供多种设计方案和思路.
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MULTIPLE DESIGNS APPROACH FOR CONTINUUM TOPOLOGY OPTIMIZATION 1)
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∗(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment，Department of Engineering Mechanics，Dalian University of

Technology，Dalian 116024，China)
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Abstract Topology optimization can provide creative conceptual designs for structure of industry product in the pre-

liminary design stage. However, the traditional topology optimization approaches focus on searching for one optimal

solution which may be invalid due to the refinements of models or the additional design requirements. This paper presents

the multiple designs approach (MDA) to get two or more diverse topology designs simultaneously in conceptual design,

which can reduce the risk of lacking full knowledge of the designs by providing multiple designs. This paper gives general

optimization model formulations for MDA in which weighting function is used as the objective function to evaluate the

performances of multiple solutions and diversity measure is used as constraint to make difference between configurations.

A kind of diversity measure is presented in the paper and its physical significance and features are also discussed at the

same time. This paper solves two compliance minimization problems based on variable density method as examples and

gives detailed optimization model formulations and sensitivity analysis. The parameters of objective function and con-

straints in MDA and latent performances of different solutions are also discussed in the examples. The results show that
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MDA could propose multiple diverse designs for detailed design stage.

Key words structural optimization，topology optimization，multiple design optimization，conceptual design

引 言

1988年，Bendsoe和 Kikuchi[1] 提出了基于均匀

化理论的拓扑优化方法.在此之后，连续体拓扑优化

的理论方法不断被完善，在工程设计中逐渐成为初

始概念设计的重要工具 [2] . 在这其中使用最为广泛

的拓扑优化方法是以 (solid isotropic material with pe-

nalization, SIMP)方法 [3−4]为代表的变密度方法.

拓扑优化问题通常是非凸问题，存在许多局部

最优解，寻找拓扑优化的最优解一直是学术界所关

心的问题. 然而在实际工程问题中，耗费大量资源

求解单一 “最优解” 未必是拓扑优化设计的主要目

的. 由于拓扑优化往往作为概念性阶段的设计工具，

为后续的形状和尺寸优化提供可试探的初始设计构

型 [5−7]，所以，在实际设计中迫切的需要能基于拓

扑优化给出若干个满足要求的初始设计构型的方法.

因为不同的初始设计会更加丰富设计人员对产品设

计的认识，引导设计人员获得不同的精细设计方案.

在产品或结构的设计过程中，大体上有两种情

况希望获得多个不同的设计方案，或多样性设计.第

一种情况是，对于一个设计，我们已经知道应该关

心哪些性能，这些性能可能互相矛盾，我们希望通

过优化求得多个不同的设计，它们的这些性能各有

长处，供决策者最后选择.多目标优化为这样的设计

多样性提供工具 [8−12].

第二种情况，在设计初期阶段，设计人员无

法全面的认知整个产品设计需求，往往采用较为

简单的结构模型和简化过的数学模型. 如 Zhou和

Rozvang[3] 采用最小化柔顺性做为优化目标，结构

体积作为约束条件；程耿东等 [13]、隋允康等 [14]

采用最小化结构重量作为优化目标，单元应力作

为约束条件；Pedersen[15] 采用最大结构自振频率

作为优化目标. 而在后续精细设计阶段，随着分

析模型的逐步细化、设计需求逐步明确，往往会

增加一些其他的设计目标和约束. 当进入后续精

细设计阶段时，我们前期耗费大量资源基于拓扑

优化方法所获得的单一 “最优解” 可能无法被采

用 [16−19]. 多个不同的优化设计能够减小上述风

险 [20]，因此本文希望在初始设计阶段能够获得若干

多样性拓扑设计.

为了得到多个不同的优化设计，Villanueva[21]通

过对设计域自动分区并建立代理模型，可以同时求

得设计域中的所有的全局最优解和局部最优解. 然

而，对于高维问题找寻所有的全局最优解和局部

最优解十分困难，并不适合求解拓扑优化问题. 随

后，Zhou等 [22] 提出了一个多样性可竞争设计优化

列式，能够在高维问题中同时获得多个具有多样性

的可竞争解.

本文提出了基于变密度拓扑优化的多样性设计

问题.这里，多样性是指求得的优化设计间的几何构

型存在差异，并且它们的目标性能比较相近.第 1节

提出了拓扑优化设计中多样性设计求解方法 (multi-

ple designs approach，MDA) 的一般优化列式，给出了

多样性约束函数并进行了讨论；第 2节对结构拓扑

优化中的最小柔顺性问题给出基于 SIMP法的MDA

优化列式及敏度分析；第 3节对两个算例进行求解，

研究了不同约束对结果的影响，并对目标函数之外

的其他潜在结构性能进行了讨论和比较；第 4节，讨

论了目标函数的加权系数对结果的影响；第 5节给

出了结论与展望.

1 拓扑优化设计中的多样性可竞争解

1.1 MDA的基本优化列式

拓扑优化是为了在设计域 Ω内寻找最优的拓扑

材料分布 ρ (x)，使得目标函数 F 最小，并且满足一

定的约束条件.给出拓扑优化问题的一般列式 [23]

min
ρ

: F(u(ρ), ρ)

s.t. : G0(ρ) =

∫

Ω

ρdV
∫

Ω

dV
− Vf 6 0

Gi(u(ρ), ρ) 6 0, i = 1,2, ...,m

ρ(x) = 0 or 1, ∀x ∈ Ω



(1)

其中 F 为目标函数，u 物理场分布函数，x 是物质

点坐标，ρ(x) 是密度场分布函数, G0 为材料用量约

束，Gi 为功能约束函数，m为功能约束函数个数，Vf

材料用量体分比.

在变密度法连续体拓扑优化中，为了能够通过

梯度类优化算法求解，需要对材料分布函数进行插
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值，保证其连续光滑

ρ (x) ∈ [0,1] ,∀x ∈ Ω (2)

对于拓扑优化的多样性可竞争设计问题，我们可以

同时求解得到两个或两个以上的优化设计. 以求解

两个设计为例，需要在设计域 Ω内寻找两种不同的

材料分布 ρ1 (x)和 ρ2 (x)，使得双目标 F1和 F2最小.

同时需要额外满足多样性约束G
(
ρ1, ρ2

)
6 η.上标标

识不同设计构型的物理量.这样MDA 的优化列式可

以写为

min
ρ1,ρ2

: F1
(
ρ1

)
, F2

(
ρ2

)

s.t. : G1
0

(
ρ1

)
6 0

G2
0

(
ρ2

)
6 0

G1
i

(
ρ1

)
6 0

G2
i

(
ρ2

)
6 0, i = 1,2, . . . ,m

G
(
ρ1, ρ2

)
6 η

ρ1 (x) ∈ [0,1], ρ2 (x) ∈ [0,1],∀x ∈ Ω



(3)

通过对这两个目标的加权求和，我们可以得到

F = αF1 + (1− α) F2 (4)

其中 α ∈ [0,1] 是权系数，α的大小平衡了所求最优

设计的目标函数性能与多样性之间的关系. 我们将

在第四节进行讨论.

如果要获得 n个设计构型，需要施加 n (n− 1)/2

个多样性约束.优化列式可以写为

min
ρi

: F =

n∑

i=1

αiF i ,

n∑

i=1

αi = 1

s.t. : Gi
0

(
ρi
)
6 0

Gi
j

(
ρi
)
6 0

ρi (x) ∈ [0,1] ,∀x ∈ Ω,
i = 1,2, . . . , n, j = 1,2, . . . ,m

G (ρp, ρq) 6 η, p,q = 1,2, . . . , n andp , q



(5)

1.2 多样性约束

以为了获得两个不同的拓扑构型为例，上一节

中，我们定义一个多样性函数G
(
ρ1, ρ2

)
作为约束.这

个函数需要可以定量地描述两个拓扑构型间的几何

差异，并保证连续光滑以便能够通过梯度类算法进

行求解.

在图形学中，图像间的相似性有很多种度量方

法，包括互相关系数法 (cross-correlation, CC)、加和

方差法 (sum of squared differences, SSD)、加和绝对距

离法 (sum of absolute differences, SAD)等以及它们的

衍生算法 [24]. 参照 CC法，这里我们给出一个多样

性函数的简单度量

G = S F
(
ρ1, ρ2

)
=

∫

Ω

g
(
ρ1 (x) , ρ2 (x)

)
dV

∫

Ω

dV

g
(
ρ1 (x) , ρ2 (x)

)
= ρ1 (x) ρ2 (x) ,∀x ∈ Ω



(6)

我们称 SF为相似度函数 (similarity function)，其中 g

为单点相似度衡量指标.其中，g(0,0) = 0，g(1,0) =

0，g(0,1) = 0，g(1,1) = 0，g在域内连续且光滑.

上述定义可以看出，相似度函数通过描述两拓

扑构型间材料重叠比例来描述其差异. 对于两个完

全 0-1的拓扑构型，材料重叠部分越大，相似度函数

值越接近于 1，结构越相似；材料重叠部分越小，相

似度函数值越接近于 0，结构差异越大.

1.3 相似度函数测试

本节通过 4个字母 (O, Q, I, V)的黑白拓扑图形

对相似度函数进行测试.图形测试域大小为 18× 22，

离散成 396个拓扑变量.此外，我们同时给出测试域

上半部分或下半部分全黑的图形作为对比.

表 1中列举了 4组不同构型的相似度.在表 1第

4组中，相似度函数值为 0，差异性最大；最为相近

的图形 O与 Q的相似度函数值最大；O和 I, O和 V

拓扑差异较大，相似度函数值较小.从结果中可以看

到，相似度函数值随图像差异增大而减小.因此，为

了保证拓扑构型间的差异性，需要约束相似度函数

小于一定阈值.

1.4 相似度函数与体分比的关系

在两个 0-1构型中材料体分比 Vf 相同时，相似

度函数的值域范围与材料体分比是具有联系的. 下

面给出一个由 3个离散变量控制的 3×1图像的例子

来说明.

对于材料体积为 1的构型，如图 1 (a)和图 1(b)，

材料体分比为 1/3，(a)对 (b)的相似度函数值为 0(下

限)，(a)对 (a)的多样性函数值为 1/3(上限).

对于材料体积为 2的构型，如图 1 (c)和图 1(d)，

材料体分比为 2/3，由于必有材料重叠，(c)对 (d)的

多样性函数值为 1/3(下限)，(c)对 (c)的多样性函数
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值为 2/3(上限).

表1 字母构型间对比

Table 1 Comparison between letters configurations

Solution I Solution II Overlap

Similarity

function

(SF)

199/396

53/396

48/396

0/396

图 1 确定体分比下的 0-1构型

Fig. 1 0-1 configurations in certain volume fractions

可以看出相似度函数值的上限取决于材料的体

分比，下限取决于材料的最小重叠体积.假设构型 1

和构型 2重叠部分体积比为 v0，构型 1非重叠部分

体积比为 v1，非重叠部分体积比为 v2. 他们与 Vf 满

足不等式约束



v0 + v1 + v2 6 1

v0 + v1 = Vf

v0 + v2 = Vf

v0 > 0, v2 > 0, v2 > 0

⇒


v0 > 2Vf − 1

0 6 v0 6 Vf

(7)

可以通过两集合并集确定来得到

S F = v0 ∈ [max
(
0,2Vf − 1

)
,Vf ] (8)

因此，在设计域材料用量不同时，需要根据体分比

调整多样性约束函数值，保证其在多样性函数的值

域内.

由于不同的体分比下相似度函数的值域不同，

为了更好地描述拓扑构型的差异性，我们给出了统

一的度量准则. 这里，将根据值域的范围对相似度

函数进行归一化，定义差异度函数 DF(diversity func-

tion)

DF = 1−
S F−max

(
0,2Vf − 1

)

Vf −max
(
0,2Vf − 1

) (9)

差异度函数的取值范围为 [0,1]，差异度函数越

接近于 0表示拓扑构型越相似，越近于 1表示拓扑

图形差异越大. 相似度函数与差异度函数之间呈线

性关系.

2 最小柔顺性拓扑优化问题描述

最小柔顺性问题的两构型设计 MDA 优化列式

为

min
ρ1,ρ2

: c = αc1 + (1− α)c2 =

αPTU1 + (1− α)PTU2

s.t. : K1 (ρ1) U1 = P, K2 (ρ2) U2 = P

G1 (ρ1) =

∑

i

ρi
1vi

V
− Vf 6 0

G2 (ρ2) =

∑

i

ρi
2vi

V
− Vf 6 0

DF (ρ1, ρ2) > η

0 6 ρi
1, ρ

i
2 6 1, i = 1,2, . . . , n



(10)

其中 ρ1和 ρ2是作为优化设计变量的单元伪密度，设

计域单元总数为 n. c为加权目标函数，c1和 c2为两

拓扑构型柔顺性值，α 为加权系数. V 是设计域体

积，Vf 是设计域体积约束体分比. vi 是第 i号单元体

积，ρi
1和 ρi

2是第 i号单元密度. η是差异度函数约束

值. K1, K2；U1, U2 ，分别为两拓扑构型总刚度阵与

位移向量. P为外载荷向量.总刚度阵通过下式计算

K =

n∑

e=1

Ke (Ee (ρe)) (11)

其中上标 e表示单元变量，Ke是单元刚度阵 (总刚

下)，Ee单元材料弹性模量，材料插值模型采用 SIMP

插值格式 [4]

Ee (ρ) = Emin + (ρe)p (E0 − Emin) (12)

其中 E0为材料弹性模量上限，Emin为材料弹性模量

下限，p是罚系数.

这样，目标函数、约束函数的敏度可以表示为
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以下形式

∂c
∂ρe

1

= α
∂c1

∂ρe
1

= −αuT
1

∂ke

∂ρe
1

u1

∂c
∂ρe

2

= (1− α)
∂c2

∂ρe
2

= − (1− α) uT
2

∂ke

∂ρe
2

u2

∂ke

∂ρe
= p (E0 − Emin) (ρe)p−1ke

0

∂G1

∂ρe
1

= Ve

∂G1

∂ρe
2

= 0

∂G2

∂ρe
1

= 0

∂G2

∂ρe
2

= Ve

∂DF
∂ρe

1

=
ρe

2

Vf −max
(
0,2Vf − 1

)

∂DF
∂ρe

2

=
ρe

1

Vf −max
(
0,2Vf − 1

)



(13)

为了避免棋盘格效应且不影响结构拓扑的多样

性，这里采用敏度过滤 [4] 的方法，并采用较小的过

滤半径.这里针对两拓扑构型的柔顺性 c1和 c2分别

进行敏度过滤.

∂c1

∂ρe
1

=

∑

i∈Ne

w (xi) ρ
i
1
∂c1

∂ρi
1

ρe
1

∑

i∈Ne

w (xi)

∂c2

∂ρe
2

=

∑

i∈Ne

w (xi) ρ
i
2
∂c2

∂ρi
2

ρe
2

∑

i∈Ne

w (xi)

Ne = {i
∣∣∣||xi − xe|| 6 R}

w
(
xi
)

= R− ||xi − xe||



(14)

优化的迭代初值为均匀灰度，所有单元密度大

小等于约束体分比. 由于两构型在相同的初始设计

变量下目标函数与约束函数的敏度相同，需要给两

初始构型一个相异的扰动 (在两构型的第一个设计

变量，即第一个单元伪密度给予 ±0.01的扰动)，驱

动构型分离.

3 数值算例

3.1 不同多样性约束下MBB 梁结果对比

MBB 梁模型设计域如图 2 所示. 设计域取对

称结构的一半，大小为 120× 40，离散为 4 800个

1 × 1的双线性单元. 弹性模量 E0 = 1，弹性模量下

限 Emin = 1× 10−6，泊松比 ν = 0.3.材料罚函数取 3，

过滤半径取 1.5，体积约束为设计域总体积的 50%.

MBB梁对称模型左端约束横向位移，右下角点约束

竖向位移，左上角点施加向下单位力.加权目标函数

的加权系数 α取 0.5.保证其差异度函数 DF的约束

值 η分别取 0.8, 0.6, 0.4, 0.2和 0.0.

图 2 MBB梁结构设计域

Fig. 2 Design domain of MBB beam

表 2给出了在权重系数 α=0.5时，MBB 梁在不

同差异度约束下的多样性设计结果.表 2中第二列为

第一个拓扑优化解构型及其柔顺性值；第三列为第

二个拓扑优化解构型及其柔顺性值；第四列为目标

函数值.从表中可知，差异度函数越小，构型的重叠

部分越大. 增大构型之间的差异度能够有效地增大

它们之间的差异.另外，由于体分比较高 (50%)，较

紧的差异度约束 (如 DF=0.8)会使两个结构拓扑构

型形成局部互斥的构型，这时多样性的获得是以牺

牲结构性能为代价的.

表2 MBB梁优化结果 (α=0.5)

Table 2 Optimal results of MBB beam(α=0.5)

DF Solution I Solution II Objective(c)

0.8 236.91

c1 = 241.34 c2 = 232.49

0.6 204.56

c1 = 200.51 c2 = 208.60

0.4 195.22

c1 = 194.46 c2 = 195.98

0.2 193.56

c1 = 193.32 c2 = 193.81

0.0 192.96

c1 = 192.88 c2 = 193.03
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表3 MBB梁优化构型结构潜在结构性能

Table 3 Latent performance of MBB beam optimal configurations

Solution I Solution II

DF Compliance

Maximum element

average von

Mises stress

Buckling eigenvalue
1st natural

frequency
Compliance

Maximum element

average von

Mises stress

Buckling eigenvalue
1st natural

frequency

0.8 241.27 1.017 7 0.014 8 2.645 2 233.01 1.061 6 0.024 1 1.557 5
0.6 200.19 1.054 2 0.108 6 2.034 8 208.69 1.025 8 0.045 4 2.623 6
0.4 194.64 1.055 1 0.133 0 2.422 3 196.08 1.043 8 0.066 4 2.990 8
0.2 193.24 1.052 8 0.118 4 2.609 0 194.36 1.052 4 0.071 6 2.645 6
0.0 192.91 1.052 5 0.110 3 2.653 0 192.81 1.052 6 0.105 6 2.648 7

3.2 MBB梁潜在结构性能多样性分析

在进入精细设计阶段后，我们可能会对优化设

计提出更多更复杂的性能要求. 这往往不能在初始

设计阶段通过简单的多目标设计来求解. 在本文中，

我们通过多设计求解方法来得到不同的拓扑构型，

并尝试围绕可能关注的结构性能 (并不限于这些)对

获得的多样性拓扑构型进行分析和比较，以此对不

同构型进行评判.

这里对在 α = 0.5时得到的 MBB 梁的不同构型

进行强度、稳定性和自振频率的分析.表 3给出了最

大单元平均 von Mises应力、屈曲特征值和一阶自振

频率 [25−26]等潜在的结构性能.将这些性能按式 (15)

进行归一化，用雷达图表示，结果如表 4所示.

IC = 1− C −Clower

Cupper−Clower

Iσ = 1− σ − σlower

σupper− σlower

Iλ =
λ − λlower

λupper− λlower

I f =
f − flower

fupper− flower



(15)

其中 I(·)表示归一化性能指标，越接近 1相对性能越

好，越接近 0相对性能越差. 下标 upper表示性能上

限，下标 lower表示性能下限.

从表 4 中可以看出， 在差异度函数较大

(0.8,0.6,0.4)时，构型普遍差异大，构型结构潜在性

能差异也大. 以 DF=0.4为例，构型 I 的柔顺性为

194.64，低于构型 2 的 196.08，同时构型 I 的屈曲

特征值 0.133 0高于构型 2的 0.066 4；但是构型 II 的

一阶自振频率为 2.990 8高于构型 I 的 2.422 3.两个

构型在不同性能表现上各有优势. 当差异度函数较

小 (0.2,0)时，构型差异小，构型潜在性能也越趋于

相同.如果只能得到两个相近的结构，当其中一个构

型不满足潜在性能设计要求时，另一个构型很可能

也无法满足.

表4 MBB梁优化构型潜在结构性能对比

Table 4 Comparison latent performance between MBB beam

optimal configurations

DF Solution I Solution II

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0
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3.3 不同多样性约束下 L 型梁结果对比

L型梁模型如图 3所示.设计域外边长 80，内边

长 40，宽 40，离散为 4 800个 1×1的双线性单元.弹

性模量 E0 = 1，弹性模量下限 Emin = 10−6，泊松比

ν = 0.3.材料罚函数取 3，过滤半径取 1.5，体积约束

为设计域总体积的 50%.模型上边固支，右上角点受

向下单位力载荷.保证其差异度函数 DF的约束值 η

分别取 0.8, 0.6, 0.4, 0.2和 0.加权目标函数的加权系

数 α取 0.5.

图 3 L型梁结构设计域

Fig. 3 Design domain of L shape beam

表 5给出了在权重系数 α = 0.5时，L 型梁在不

同差异度函数下的多样性设计优化结果.从表 5中可

以看出，与 MBB 梁算例相似，差异度函数越小，得

到的两个构型之间的重叠部分越大；而差异度函数

越大，构型越不相同.较大的差异度能够有效地驱使

构型增大差异，并收敛于两个相异解.

3.4 L型梁潜在结构性能多样性分析

为了验证不同的拓扑构型是否对潜在的结构性

能存在多样性，对在 α = 0.5时得到的 L型梁的多样

性构型进行强度、稳定性和自振频率的分析.表 6和

表 7给出了 L型梁优化得到的各个构型的性能值及

雷达图.

表5 L型梁优化结果 (α=0.5)

Table 5 Optimal results of L shape beam(α=0.5)

DF Solution I Solution II Objective(c)

0.80 101.31

c1 = 101.50 c2 = 101.12

0.60 88.46

c1 = 87.66 c2 = 89.27

0.40

84.14

c1 = 84.16 c2 = 84.12

0.20 82.9

c1 = 83.08 c2 = 82.82

0.0 82.82

c1 = 82.94 c2 = 82.70

表6 L型梁优化构型结构潜在结构性能

Table 6 Latent performance of L shape beam optimal configurations

Solution I Solution II

DF Compliance

Maximum element

average von

Mises stress

Buckling eigenvalue
1st natural

frequency
Compliance

Maximum element

average von

Mises stress

Buckling eigenvalue
1st natural

frequency

0.8 101.43 1.025 6 0.020 5 0.175 6 101.12 1.051 5 0.132 4 0.713 7

0.6 88.08 1.035 7 0.030 3 2.129 5 89.16 1.052 8 0.142 1 1.479 5

0.4 84.13 1.045 6 0.094 4 2.407 7 84.14 1.053 2 0.154 8 1.740 6

0.2 83.13 1.048 2 0.095 7 2.308 1 82.94 1.049 4 0.098 9 2.379 6

0.0 82.71 1.051 7 0.139 7 2.350 2 82.70 1.051 7 0.140 0 2.345 5
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表7 L型梁优化构型潜在结构性能对比

Table 7 Comparison latent performance between L shape beam

optimal configurations

DF Solution I Solution II

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

从表 6中可以看出，与MBB梁算例相似，在差

异度函数较大 (DF=0.8, 0.6, 0.4)时，构型差异大，构

型结构潜在性能差异也大.以 DF=0.4为例，两构型

柔顺性值基本接近，同时构型 I 的屈曲特征值 0.094

4远低于构型 II 的 0.154 8；但是构型 I 的一阶自振

频率为 2.407 7高于构型 II 的 1.740 6.两个构型在不

同性能表现上各有优势. 而在差异度函数较小 (0.2,

0.0)时，构型差异小，构型结构潜在性能也越趋于

相同.

4 加权目标函数的加权系数 α与最优拓扑构

型的关系

取加权系数分别为 0.8，0.1和 0.1,当同时优化 3

个构型时，其他参数与第 3节算例相同.同时优化 3

构型时，类似式 (7)相似度函数取值范围会变为

S F ∈
[
max

(
0,

3Vf − 1
3

)
,Vf

]
(16)

差异度函数 DF变为

DF = 1−
S F−max

(
0,

3Vf − 1

3

)

Vf −max

(
0,

3Vf − 1

3

) (17)

表 8和表 9给出了 MBB 梁和 L 型梁在不同加

权系数时的多样性设计结果.从结果可以看出，构型

I 的加权系数为 0.8，对目标函数的影响较大；构型

II、构型 III 的加权系数为 0.1，对目标函数的影响较

小.从表中可以看出，构型 I更接近于传统单目标拓

扑优化得到的优化设计.随着差异度约束的增大，构

型 II、构型 III 与构型 I 的差异性越来越大，目标函

数性能也越来越差.

表8 MBB梁优化结果

Table 8 Optimal results of MBB beam

DF Solution I(0.8) Solution II(0.1) Solution III(0.1) Objective (c)

0.8 198.82

c1 = 193.82 c2 = 218.62 c3 = 219.02

0.6 193.93

c1 = 192.87 c2 = 196.19 c3 = 200.21

0.4 193.32

c1 = 193.11 c2 = 194.57 c3 = 193.78

0.2 192.86

c1 = 192.83 c2 = 193.34 c3 = 192.60

0.0 192.95

c1 = 192.97 c2 = 192.88 c3 = 192.86
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表9 L型梁优化结果

Table 9 Optimal results of L shape beam

DF Solution I(0.8) Solution II(0.1) Solution III(0.1) Objective (c)

0.8 88.32

c1 = 83.92 c2 = 109.70 c3 = 102.08

0.6 84.47

c1 = 83.12 c2 = 91.42 c3 = 88.33

0.4 83.51

c1 = 83.24 c2 = 84.23 c3 = 84.95

0.2 84.34

c1 = 83.54 c2 = 87.63 c3 = 87.45

0.0 84.75

c1 = 83.98 c2 = 87.86 c3 = 87.82

5 结论

本文提出了基于拓扑优化的多设计优化问题，

在 SIMP框架下给出了 MDA 优化算法. 本文定义

了一种基于图形学的相似度/差异度函数作为多样性

约束，并且对其进行了讨论.

本文求解了 MBB 梁和 L 型梁这两个算例的多

设计问题.从结果可以看到，差异度越大，拓扑构型

间的差异就越大，潜在结构性能也越不相同，这给

设计者在精细设计阶段提供了不同的选择. 差异度

的选取是有范围的，差异度太小容易导致获得的拓

扑构型过于相似，多个设计都趋近于传统单目标拓

扑优化结果；差异度太大容易导致获得的拓扑构型

性能过差，未必适合进一步的精细优化设计.文章还

讨论了加权系数对优化结果的影响，结果发现权重

系数较大的拓扑构型会更接近传统单目标拓扑优化

结果.

值得说明的是，文中所给出的多样性约束并不

是唯一的. 是否存在更好的多样性约束函数是我们

下一步将研究的工作.
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