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动力学与控制

有多余坐标完整系统的自由运动
1)
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摘要 对于完整力学系统，若选取的参数不是完全独立的，则称为有多余坐标的完整系统.由于完整力学系统的

第二类 Lagrange方程中没有约束力，故为研究完整力学系统的约束力，需采用有多余坐标的带乘子的 Lagrange

方程或第一类 Lagrange方程. 一些动力学问题要求约束力不能为零，而另一些问题要求约束力很小. 如果约束

力为零，则称为系统的自由运动问题.本文提出并研究了有多余坐标完整系统的自由运动问题.为研究系统的自

由运动，首先，由 d’Alembert--Lagrange原理,利用 Lagrange乘子法建立有多余坐标完整系统的运动微分方程；

其次，由多余坐标完整系统的运动方程和约束方程建立乘子满足的代数方程并得到约束力的表达式；最后，由

约束系统自由运动的定义，令所有乘子为零，得到系统实现自由运动的条件.这些条件的个数等于约束方程的

个数，它们依赖于系统的动能、广义力和约束方程，给出其中任意两个条件，均可以得到实现自由运动时对另

一个条件的限制.即当给定动能和约束方程，这些条件会给出实现自由运动时广义力之间的关系.当给定动能和

广义力，这些条件会给出实现自由运动时对约束方程的限制.当给定广义力和约束方程，这些条件会给出实现

自由运动时对动能的限制.文末，举例并说明方法和结果的应用.
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Abstract If the parameters are not completely independent for holonomic systems, it is called holonomic systems with

redundant coordinates. In order to study the forces of constraints for holonomic systems, we use the Lagrange equations

with multiplicators of redundant coordinates or the first kind of Lagrange equations. Because there are no forces of

constraints in the second kind of Lagrange equations. In some mechanical problems, the forces of constraints should not

be equal to zero. In other conditions, the forces of constraints are very tiny. However, if the forces of constraints are

all equal to zero, we called the free motion of constraints mechanical systems. This paper presents the free motion of

holonomic system with redundant coordinates. At first, the differential equations of motion of the system are established

according to d’Alembert--Lagrange principle. Secondly, the form of forces of constraints is determined by using the

equations of constraints and the equations of motion. Finally, the condition under which the system has a free motion is

obtained. The number of this conditions is equal to the constraints equation’s, its depend on the kinetic energy, generalized
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forces and constraints equations. If the two arbitrary conditions are given, the third one should be obtained when the

system becomes free motion. At the end, some examples are given to illustrate the application of the methods and results.

Key words redundant coordinate, holonomic system, force of constraints, free motion

引 言

完整系统的第二类 Lagrange方程是受约束质点

系且不包含约束力的运动微分方程 [1] . 故为研究有

多余坐标完整约束系统，需用第一类 Lagrange方程

或有多余坐标带乘子形式的 Lagrange方程 [2-4].对于

完整力学系统通常采用第二类 Lagrange方程来组建

系统的运动微分方程，其中的坐标是彼此独立的.但

是，有多余坐标的完整系统力学不仅在运动学描述

上有重要意义，而且在诸多动力学问题中，如四连杆

机构的运动学描述 [5-7]，工程中振动仪器 [7]，多体系

统动力学 [8-10] 等有重要意义.在多体系统的动力学

中更多地采用微分—代数方程，即有多余坐标完整

系统的方程，以便更好地实施计算 [11-13]. 故有时选

多余坐标反而会带来方便.

有多余坐标完整系统的自由运动是指系统的约

束力为零的运动. 关于约束系统的自由运动问题取

得了一些成果.文献 [14] 给出了非完整系统的自由

运动，研究了 Chaplygin雪橇的自由运动，并讨论了

有外力时实现非完整系统自由运动的可能性，具有

一定的实际意义. 2005年，Yushkov利用 Maggi方程

实现了 Chaplygin雪橇问题的自由运动，并研究了

在有主动力时非完整系统自由运动的可能性 [15-16].

在此基础之上，推广并研究了非完整力学的可控运

动 [17]. 关于自由运动问题，一些学者从不同方面进

行了讨论研究 [18-19]. 本文主要提出并研究有多余坐

标完整系统的一类特殊运动，即自由运动，给出实现

自由运动的条件.

1 系统的运动微分方程

设系统的位形由 r个广义坐标 qd (d = 1,2, · · · , r)
来确定.由于某些要求，需选 g个多余坐标 qr+1, qr+2,

· · · , qr+g (g = n− r)，并有 g个双面理想完整约束

fβ (qs, t) = 0 (β = 1,2, · · · ,g ; s = 1,2, · · · ,n) (1)

d’Alembert--Lagrange原理有形式

(
d
d
∂T
∂q̇s
− ∂T
∂qs
− Qs

)
δqs = 0 (s = 1,2, · · · ,n) (2)

这里及以后, 同一项中相同指标表示求和.式 (1)加

在虚位移 δqs上的限制为

∂ fβ
∂qs

δqs = 0 (3)

由式 (2)和式 (3)，利用 Lagrange乘子法，得到方程

d
d
∂T
∂q̇s
− ∂T
∂qs

= Qs + λβ
∂ fβ
∂qs

(β = 1,2, · · · ,g ; s = 1,2, · · · ,n) (4)

式 (4)右端带乘子的项 λβ代表约束力.由式 (4)和式

(1)可求系统的运动，并且可求约束力.

2 约束力的确定

将系统动能写成

T = T2 + T1 + T0 (5)

其中

T2 =
1
2

Askq̇sq̇k , T1 = Bsq̇s (6)

则有

d
dt
∂T2

∂q̇s
− ∂T2

∂qs
=

Askq̈k +

(
∂Ask

∂qm
− 1

2
∂Akm

∂qs

)
q̇kq̇m +

∂Aks

∂t
q̇k =

Askq̈k + [k,m; s] q̇kq̇m +
∂Aks

∂t
q̇k (7)

其中

[k,m; s] =
1
2

(
∂Aks

∂qm
+
∂Ams

∂qk
− ∂Akm

∂qs

)
(8)

为系数矩阵 (Ask)的第一类 Christoffel记号.又

d
dt
∂T1

∂q̇s
− ∂T1

∂qs
=
∂Bs

∂t
−

(
∂Bk

∂qs
− ∂Bs

∂qk

)
q̇k (9)

d
dt
∂T0

∂q̇s
− ∂T0

∂qs
= −∂T0

∂qs
(10)

将式 (7)、式 (9)和式 (10)代入式 (4)，得到

Askq̈k + [k,m; s] q̇kq̇m =
(
∂Bk

∂qs
− ∂Bs

∂qk

)
q̇k + Qs − ∂Bs

∂t
+
∂T0

∂qs
−

∂Ask

∂t
q̇k + λβ

∂ fβ
∂qs

(s = 1,2, · · · ,n) (11)
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因 det (Ask) , 0，故可由式 (11)求出所有广义加速度

q̈l = Als

[
− [k,m; s] q̇kq̇m +

(
∂Bk

∂qs
− ∂Bs

∂qk

)
q̇k + Qs −

∂Bs

∂t
+
∂T0

∂qs
− ∂Ask

∂t
q̇k + λβ

∂ fβ
∂qs

]
(12)

其中

AlsAsk = δl
k (13)

为求得约束力，将式 (1)对 t求两次导数，得

∂2 fβ
∂t2

+ 2
∂2 fβ
∂t∂qs

q̇s +
∂2 fβ
∂qs∂qk

q̇sq̇k +
∂ fβ
∂qs

q̈s = 0 (14)

将式 (12)代入式 (14)，消去广义加速度，得到

∂2 fβ
∂t2

+ 2
∂2 fβ
∂t∂qs

q̇s +
∂2 fβ
∂qs∂qk

q̇sq̇k+

∂ fβ
∂ql

Als

[
− [k,m; s] q̇kq̇m +

(
∂Bk

∂qs
− ∂Bs

∂qk

)
q̇k + Qs −

∂Bs

∂t
+
∂T0

∂qs
− ∂Ask

∂t
q̇k + λγ

∂ fγ
∂qs

]
= 0

(β = 1,2, · · · ,g) (15)

当

det

(
∂ fβ
∂ql

Als∂ fγ
∂qs

)
, 0 (16)

时，可由式 (15)求出所有 λγ (γ = 1,2, · · · ,g)，进而可

求出约束力

Λs = λγ
∂ fγ
∂qs

(γ = 1,2, · · · ,g; s = 1,2, · · · ,n) (17)

3 自由运动的条件

系统的自由运动是指约束力为零的运动，将

λγ = 0 (γ = 1,2, · · · ,g)代入式 (15)，得到

∂2 fβ
∂t2

+ 2
∂2 fβ
∂t∂qs

q̇s +
∂2 fβ
∂qk∂qs

q̇kq̇s+

∂ fβ
∂ql

Als

[
− [k,m; s] q̇kq̇m + Qs−

∂Bs

∂t
+
∂T0

∂qs
− ∂Ask

∂t
q̇k

]
= 0

(β = 1,2, · · · ,g) (18)

这就是系统发生自由运动的条件.特别地，如果

Bs = 0 (s = 1,2, · · · ,n)

T0 = 0

∂Aks

∂t
= 0 (k, s = 1,2, · · · ,n)



(19)

则式 (18)成为

∂2 fβ
∂t2

+ 2
∂2 fβ
∂t∂qs

q̇s +
∂2 fβ
∂qs∂qk

q̇sq̇k+

∂ fβ
∂ql

Als (− [k,m; s] q̇kq̇m + Qs) = 0 (20)

进而，如果 Ask = const. (s, k = 1,2, · · · ,n)，则式 (20)

成为

∂2 fβ
∂t2

+ 2
∂2 fβ
∂t∂qs

q̇s +
∂2 fβ
∂qs∂qk

q̇sq̇k+

∂ fβ
∂ql

AlsQs = 0 (β = 1,2, · · · ,g) (21)

当系统发生自由运动时，式 (4)成为

d
d
∂T
∂q̇s
− ∂T
∂qs

= Qs (s = 1,2, · · · ,n) (22)

4 算 例

例 1 系统的动能和约束分别为

T =
1
2

(
q̇2

1 + q̇2
2 + q̇2

3

)
, f = tq1 + 2q2 − 3q3 = 0 (23)

其中的量已无量纲化，试求实现自由运动所应施加

的主动力之间的关系.

解：式 (21)给出

2q̇1 + tQ1 + 2Q2 − 3Q3 = 0 (24)

如不施加主动力，即 Q1 = Q2 = Q3 = 0，则不能实现

自由运动.式 (24)给出主动力应满足的条件，例如，

取 Q1 = 0, Q2 = −q̇1, Q3 = 0，则可实现自由运动，此

时约束力为零.当然，还有其他选择.

例 2 系统动能和约束分别为

T =
1
2

[
q̇2

1 (2 + sint) + q̇2
2 + q̇2

3

]

f = t2q1 − q2 − q3 = 0


(25)

其中量已无量纲化，试求系统实现自由运动的条件.

解：由 T表达式知

A11 = 2 + sint , A22 = 1 , A33 = 1

于是有

A11 =
1

2 + sint
, A22 = 1 , A33 = 1
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以及

[k,m; s] = 0 (k,m, s = 1,2)

式 (18)给出

2q1 + 4tq̇1 +
t2

2 + sint
(Q1 − q̇1 cost)−

Q2 − Q3 = 0 (26)

这就是系统实现自由运动对主动力 Q1,Q2,Q3 的限

制.显然，不施加主动力是不能实现自由运动的.

5 结 论

本文研究了有多余坐标完整力学系统的自由运

动，得到实现自由运动的条件.如果需要自由运动，

必须满足这些条件；如果不需要自由运动，必须避开

这些条件.同时，正如文献 [15]所指出的，如果系统

的运动对自由运动有小的偏离，那么就有小的约束

力，可将其作为干扰来研究以实现规划运动.
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