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功能梯度材料动态断裂力学的径向积分边界元法
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摘要 采用径向积分边界元法分析功能梯度材料动态断裂力学问题.该方法使用与弹性模量无关的弹性静力学开

尔文基本解作为问题的基本解，在导出的边界--域积分方程中含有由材料的非均质性和惯性项引起的域积分，

通过径向积分法将域积分转化为等效的边界积分，得到只含边界积分的纯边界积分方程；从而建立只需边界离

散的无内部网格边界元算法. 采用候博特方法求解关于时间二阶导数的系统离散的常微分方程组. 最后通过数

值算例验证本文方法的精度和有效性.
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引 言

功能梯度材料具有良好的力学性能，它能有效

地缓解热应力和残余应力，从而被广泛地应用于航

空航天、汽车、能源、建筑和生物医学等领域 [1-2]．

由于生产过程及工作环境等方面的原因，功能梯度

材料不可避免地产生缺陷或裂纹，在动态载荷作用

下裂纹的扩展会导致材料破坏失效．因此，研究功能

梯度材料动态断裂力学行为对功能梯度材料的安全

使用及其结构的设计、优化有着非常重要的意义．

动态断裂力学问题比静态断裂力学问题复杂得

多，数值解法是分析这类问题的主要方法．过去几十

年，数值方法在分析断裂力学问题中取得了极大成

功．主要包括有限差分法 [3]、奇异积分方程法 [4-5]、

有限元法 [6-8]、边界元法 [9-14]和无网格法 [15-18]等．

边界元法是一种半解析的数值方法，它采用解析的

基本解且仅在边界上离散，从而降低了求解问题的

维数，大大减少了计算量．另外，边界元法只以边界

未知量作为基本变量，故而计算精度较高，对应力变

化剧烈的问题比较适合．用边界元法求解动态断裂

力学问题主要有两种方法：(1)积分变换法；(2)时域

基本解法．第 1种方法先利用拉普拉斯或傅里叶变

换将时域问题转化为频域问题，在求得频域解后，

利用积分变换的数值反演得到时域解．该方法涉及

大量的复杂运算，且在数值反演时存在数值不稳定

性问题．第 2种方法利用与时间相关的基本解形成

边界积分方程，直接得到时域解．该方法需要推导与

时间相关的基本解，对于非均质材料的基本解一般

很难获得．

基于开尔文基本解的边界元法仅限于分析均匀

或分区域均匀介质中的裂纹问题．近年来，高效伟

和张传增等 [19] 基于开尔文基本解建立了功能梯度

材料的边界--域积分方程,并发展了相应的数值方法

分析功能梯度材料中的静态断裂力学问题．本文在

此基础上基于开尔文基本解，建立功能梯度材料动

态断裂力学问题的边界--域积分方程，并使用径向积

分法将产生的域积分转化为边界积分，从而形成只

含边界积分的纯边界元算法．最后通过数值算例验

证本文方法的有效性．

1 功能梯度材料弹性动力学问题的边界--域积分

方程

考虑如图 1所示各向同性、非均质、含裂纹弹性

体的线弹性动力学问题，设问题的求解域
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图 1 含有裂纹的非均质弹性体

Fig. 1 A non-homogeneous solid with a crack

为 Ω，边界为 Γ，则控制方程为

σi j, j + fi = ρüi (1)

σi j = ci jkl uk,l (2)

式中，ρ为质量密度，̈ui = ∂2ui/∂t2为加速度，ui 为位

移，uk,l 为位移 uk对坐标 xl 的偏导数，fi 为体力，σi j

为应力张量，ci jkl 为四阶弹性张量．假设功能梯度材

料的弹性模量 E(x)为空间坐标的函数，泊松比 v为

常数，则四阶弹性张量 ci jkl 可表示为

ci jkl = µ(x)c0
i jkl (3)

其中，µ(x) = E(x)/[2(1+ v)]为剪切模量，c0
i jkl 为弹性

本构张量.

边界条件为

ui = ūi , 在边界 Γu 上 (4a)

ti = σi j n j = t̄i , 在边界 Γt 上 (4b)

初始条件为

u(x, t0) = u0(x) , x ∈ Ω (4c)

u̇(x, t0) = v0(x) , x ∈ Ω (4d)

式中，Γu和 Γt分别为本质边界条件和自然边界条件

的边界部分．

在不考虑体力情况下，使用权函数 Ui j，由式 (1)

采用加权残量法，得到平衡方程的弱形式为

∫

Ω

Ui j (σ jk,k − ρü j)dΩ = 0 (5)

将式 (2)代入式 (5)，由分部积分和高斯散度定理得
∫

Γ

Ui jσ jknkdΓ −
∫

Γ

Ui j,kc
0
jkrsnsµurdΓ+

∫

Ω

Ui j,ksc
0
jkrsµurdΩ +

∫

Ω

Ui j,kc
0
jkrsµ,surdΩ−

∫

Ω

ρUi j ü jdΩ = 0 (6)

取权函数 Ui j 满足下列方程的基本解

Ui j,ksc
0
jkrs + δir δ(x, xp) = 0 (7)

式中，δ(x, xp) 为奇点在 xp 的狄拉克函数．将式 (7)

代入式 (6)，由狄拉克函数的积分性质，可得到

ũi(xp) =

∫

Γ

Ui j (x, xp)t j(x)dΓ−
∫

Γ

Ti j (x, xp)ũ j(x)dΓ+

∫

Ω

Vi j (x, xp)ũ j(x)dΩ−
∫

Ω

ρ

µ(x)
Ui j (x, xp) ¨̃u j(x)dΩ (8)

式中 Ui j 和 Ti j 分别为 µ = 1的开尔文位移和面力基

本解，其表达式可参考一般的力学边界元专著；由开

尔文位移基本解可得到核函数 Vi j 的表达式为

Vi j = Uil ,kc0
lk jsµ̃,s =

−1
4πα(1− v)rα

{
µ̃,kr ,k

[
(1− 2v)δi j + βr ,ir , j

]
+

(1− 2v)(µ̃,ir , j − µ̃, jr ,i)
}

(9)

其中，ũi = µui 和 µ̃ = ln µ 分别是规则化的位移和

剪切模量；β = 2 (二维问题) 或 β = 3 (三维问题)，

α = β − 1．方程 (8)只适合内部点，对于边界点，令

xp→ Γ，通过求极限可获得边界积分方程．

2 域积分转化为边界积分

积分方程 (8)式中含有未知函数的域积分，本文

采用径向积分法 [20] 将其转换成等效的边界积分，

从而形成不需要内部网格的纯边界元算法．为此，

将式 (8)中的未知函数采用增强径向基函数表示为

u(x) =
∑

A

αA
i φ

A(R) + ak
i xk + a0

i (10)

式中，R =
∥∥∥x − xA

∥∥∥为源点 xA到场点 x之间的距离，

φA为径向基函数，αA
i ，α

k
i 和 α0

i 为待定系数.

待定系数可由场点 x的支持域内周围节点的值

和约束条件通过配点来确定 [21-22]．将求得的系数 αA
i ,

αk
i 和 α0

i 代入式 (8),可得到未知量由结点值表示的形

式

u(x) = Φ(x) {u} =

n∑

i=1

φiui (11)
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式中 Φ(x)为形函数．将式 (11)代入式 (8)中的域积

分，由径向积分法公式 [20]，可得到

cũi(xp) =

∫

Γ

Ui j (x, xp)t j(x)dΓ−
∫

Γ

Ti j (x, xp)ũ j(x)dΓ+

{ũ j}
∫

Γ

1
rα
∂r
∂n

F1
i j dΓ−

{ ¨̃u j}
∫

Γ

1
rα
∂r
∂n

F2
i j dΓ (12)

式中

F1
i j =

∫ r(xp,xq)

0
Vi j (x, xp)Φrαdr (13a)

F2
i j =

∫ r(xp,xq)

0

ρ

µ(x)
Ui j (x, xp)Φrαdr (13b)

式 (12)即为关于规则化位移的边界积分方程．

3 数值实施

以二维问题为例，将求解问题的边界离散成边

界单元，假设离散的边界元模型总共有 Nt个节点，

其中边界节点数为 Nb，内部节点数为 Ni．由式 (12)

经数值积分并施加边界条件后可得到关于所有边界

节点和内部节点的常微分方程组

Hb · ũb = Gb · tb + Vb · ũt − Mb · ¨̃ut (14)

I · ũi + H i · ũi = Gi · tb + V i · ũt − M i · ¨̃ut (15)

其中，ũb 和 tb 分别为边界节点位移和面力向量，ũi

为内部节点位移向量，ũt 为所有节点的位移向量；

式 (14)和式 (15)可合起来写成




Hb 0

H i I

 −

Vb

V i






ũb

ũi


=


Gb

Gi

 {tb} −


Mb

M i


{
¨̃ut

}
(16)

经过施加边界条件以及简化合并，由上式可得到离

散系统的总体常微分方程组

Mẍ + Kx = F (17)

式中向量 x为边界节点未知量和内部节点位移．

边界元法离散后形成的系数矩阵为非对称矩

阵，由于非对称矩阵在高频谱区产生复数频率，而

复数频率容易引起数值不稳定性，因此本文采用稳

定性较好的候博特方法 [23]求解式 (17)．在候博特方

法有限差分格式中，未知量关于时间的二阶导数可

表示为

ẍt+∆t =
2xt+∆t − 5xt + 4xt−∆t − xt−2∆t

∆t2
(18)

其中 ∆t为时间步长．采用向后差分法表示未知量关

于时间的一阶导数

ẋt+∆t =
xt+∆t − xt

∆t
(19)

将式 (18)和 (19)代入式 (17)，即可得到关于 t + ∆t时

刻未知量的代数方程组
(

2
∆t2

M + K
)

xt+∆t =

5
∆t2

xt +
1

∆t2
M (−4xt−∆t + xt−2∆t) + Ft+∆t (20)

4 应力强度因子计算

由于各向同性、非均质线弹性体裂纹尖端渐近

场与各向同性、均质线弹性体裂纹尖端渐近场相

同 [4]，因此由裂纹应力强度因子与裂纹张开位移之

间的关系可以得出应力强度因子的表达式


KI

KII

KIII


= lim

r→0

√
2π

r



H(I)∆u2(r)

H(II) ∆u1(r)

H(III) ∆u3(r)


(21)

式中，H(I) = H(II) =
2µtip

κ + 1
，H(III) =

µtip

2
；

κ =



3− 4v , 平面应变

3− v
1 + v

, 平面应力
(22)

其中，KI，KII 和 KIII 分别称为 I 型、II 型和 III 型裂

纹的应力强度因子，µtip 为裂纹尖端剪切模量，r 为

裂纹面上考虑的点到裂纹尖端的距离，∆ui(r)为局部

坐标系下裂纹张开位移，其表达式为

∆ui(r) = ui(x ∈ Γ+
c ) − ui(x ∈ Γ−c ) (23)

5 算例与分析

为了验证本文方法的有效性，分别对两种不同

情况中心裂纹进行分析，并将本文方法的数值解与

有限元软件 “ABAQUS” 计算的结果进行对比．

考虑一个处于平面应变状态下，含中心裂纹的

功能梯度材料矩形平板，板的上下两边同时作用阶
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跃函数动载荷 σ0 = 0.4 GPa．假设平板为线弹性、各

向同性材料，平板的几何尺寸和材料属性为长 b =

2 cm，高 h = 4 cm，密度 ρ = 5 000 kg/m3，泊松比

v = 0.3，裂纹长度 2a = 0.8 cm；平板底部弹性模量

E0 = 200 GPa，顶部 Eh = 500 GPa，弹性模量沿 y轴方

向成指数函数变化 E(x) = E0eβy，其中 β = 25 ln 2.5．

当中心裂纹为直裂纹时，如图 2所示，裂纹与材

料梯度变化方向垂直，沿裂纹方向材料属性相同．将

平板边界和裂纹上下表面离散成 84个二次单元，域

内布置 236个内部节点，靠近裂纹尖端的单元网格

和节点逐渐变密．

用本文方法求解式 (17)常微分方程组时，时间

步长取 ∆t = 2 ns，解得平板动态响应位移 u后，由

式 (21)即可求得动态应力强度因子 KI(t)．将计算所

得的应力强度因子规则化 K̄I = KI/(σ
√

πa)，并与有

限元法计算的结果进行比较，其中有限元法离散为

4 154个单元．由图 3可以看出本文方法计算的结果

和有限元法计算的结果吻合得很好．

图 2 含中心直裂纹的功能梯度材料平板

Fig. 2 FGM plate with a vertical central crack

图 3 规则动态应力强度因子

Fig. 3 Regular dynamic stress intensity factor

当中心裂纹为斜裂纹时，如图 4所示，材料属

性沿裂纹长度方向逐渐变化．若裂纹与水平方向成

θ = 45◦角，则平板可以同样离散成 84个二次单元，

域内布置 236个内部节点；而有限元法计算网格为

5 952个单元. 本文方法和有限元法计算的Ⅰ型和Ⅱ

型规则化应力强度因子 K̄I 和 K̄II 对比如图 5所示，

可以看出本文方法计算的结果和有限元法计算的结

果吻合得很好．

图 4 含中心斜裂纹的功能梯度材料平板

Fig. 4 FGM plate with an inclined central crack

图 5 规则化动态应力强度因子

Fig. 5 Regular dynamic stress intensity factor

6 结 论

本文基于各向同性、均质材料、线弹性静力学问

题的开尔文基本解，建立了功能梯度材料动态断裂

力学问题的边界--域积分方程．在导出的边界--域积

分方程中，由于材料的非均质性和惯性项引起域积

分，通过径向积分法将产生的域积分转化为等效的

边界积分，从而得到只需边界离散而无内部网格的

边界元算法．采用候博特方法求解关于时间二阶导

数的系统离散的常微分方程组. 最后本文分析了两

种不同情况下的裂纹问题，通过与有限元法计算的
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结果进行对比，证明了本文方法的有效性.
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DYNAMIC FRACTURE ANALYSIS OF FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS BY

RADIAL INTEGRATION BEM 1)

Gao Xiaowei2) Zheng Baojing Liu Jian
(School of Aeronautics and Astronautics，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract In this paper, the radial integration boundary element method is presented to analyze dynamic fracture me-

chanics problems of functionally gradient materials. The fundamental solutions for homogeneous, isotropic and linear

elastic solids are used to derive the boundary-domain integration equations by weighted residual method and this approach

leads to domain integrals appearing in the resulting integral equations. The radial integral method (RIM) is employed to

transform the domain integrals into boundary integrals and thus the boundary-only integral equations formulation can be

achieved. The Houbolt method is utilized to solve the resulted system of time-dependent algebraic equations from the

discretization. Numerical results are given to demonstrate the efficiency and the accuracy of the present method.

Key words radial integration boundary element method, dynamic fracture mechanics, functionally gradient material,

Houbolt method
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