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研究论文

基于扩展有限元的结构内部缺陷 (夹杂)的

反演分析模型
1)

江守燕 2) 杜成斌

(河海大学工程力学系，南京 210098)

摘要 传统的结构检测方法一般需要钻孔取样，对结构本身有一定的破坏作用，而无损检测方法在检测过程中

不破坏结构本身，这项技术的重要性日益显著.结合扩展有限元法和人工蜂群智能优化算法的优点，建立了结

构内部缺陷 (夹杂)的反演分析模型，为结构的无损检测技术提供了一条新的途径.扩展有限元法通过引入非连

续位移模式可以在不重新划分网格的情况下通过改变水平集函数反映缺陷 (夹杂)的位置及大小，避免了反演

分析每次迭代过程中的网格重剖分，人工蜂群智能优化算法在每次迭代中都采用全局和局部搜索，找到最优解

的概率大大增加并可很好地避免局部最优，因此，扩展有限元法与人工蜂群智能优化算法的结合有效地减少了

反演分析的计算工作量.通过若干算例的分析表明：建立的反演分析模型能准确地探测结构内部存在的单个缺

陷 (夹杂).
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引 言

基于有关实际测试数据，建立有效的反演分析

模型，检测识别出结构内部缺陷的位置、尺寸和类

型等参数，一般包括正分析和目标函数极小化迭代

过程两部分.早期，有限元法和边界元法被广泛地用

于正分析数值计算，但在每次迭代优化中，有限元

法都需要进行网格重剖分，在成百上千次的迭代过

程中其计算工作量巨大.边界元法尽管只需对边界单

元进行重划分，但其工作量也不容小觑，计算效率同

样受到很大的影响. 1999年，美国西北大学的学者基

于单位分解理论 [1-2]提出的扩展有限元法 (XFEM)[3]

弥补了这些不足，它是在标准有限元框架下，连续区

域采用标准有限元法，在包含不连续边界的局部区

域内，修正有限元的位移场近似函数，并增加了对不

连续边界的描述方法，扩展有限元法为解决结构包

含裂纹、孔洞等缺陷的数值仿真模拟提供了新的有

效途径 [4-5]，扩展有限元法与水平集法 [6] 的结合避

免了反演分析迭代过程中网格的重剖分.

在国外已有的相关研究中，有人基于扩展有限

元法和遗传算法提出了一种裂纹反演识别的数值方

法，并利用该方法识别出静、动载下平板薄膜结构内

部的裂纹 [7-8]；还有人运用扩展有限元法和遗传算法

反演识别出线弹性结构内各种类型的缺陷，包括直

裂纹、圆形孔洞及不规则形孔洞等 [9]；有学者基于

扩展有限元法和遗传算法采用椭圆形孔洞近似识别

任意形状的缺陷，但这些研究中采用的遗传算法效

率较低且容易陷入局部最优解 [10]. 除了遗传算法，

一些其他的智能优化算法 (如梯度优化算法 [11]、人

工蜂群算法 [12-13]、多级坐标搜索算法 [14]等)也被较

为广泛地用于反分析问题中.其中，人工蜂群算法在

每次迭代中都采用全局和局部搜索，找到最优解的
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概率大大增加并可很好地避免局部最优，而且收敛

速度较快. 人工蜂群算法与扩展有限元法的结合可

有效地减少反演分析的计算工作量. 在国内已有的

研究中，主要应用扩展有限元法进行正分析问题的

研究，如：断裂力学问题 [15-18]，扩展有限元法在反

分析问题中的应用研究尚未见报道.

文中结合扩展有限元法和人工蜂群智能优化算

法的优点，重点研究结构内部缺陷 (夹杂)的反演分

析模型，阐述利用扩展有限元法进行结构内部圆形

或椭圆形缺陷 (夹杂)的反演分析时扩展有限元位移

模式的构建以及水平集函数的表征，给出基于扩展

有限元法和人工蜂群智能优化算法的结构内部缺陷

(夹杂)的反演分析流程.最后，通过若干算例验证建

立的反演分析模型能够准确地探测结构内部的单个

缺陷 (夹杂).

1 反分析问题

在弹性力学正分析问题中，一般是已知结构的

平衡方程、几何方程、本构关系以及边界条件等物

理特性，求解结构的响应量 (应变、位移等).而在反

分析问题中，往往是已知结构某些关键点的响应量

(如：位移)来反演结构一些未知的物理特性.结构内

部缺陷 (夹杂)的反演是一类典型的反分析问题.

图 1为含缺陷/夹杂的结构体及其响应测试示意

图.为准确探测结构内部存在的缺陷 (孔洞、裂缝)及

夹杂的位置及尺寸，需要结合一些优化算法寻找合

适的参数模型估计结构关键点的响应，并与结构真

实响应进行比较，使得二者之间误差最小化.

参数模型通过下列一组向量表示

α = {α1, α2, · · · , αn} ∈ Rn (1)

图 1 含缺陷/夹杂的结构体及其响应测试示意图

Fig. 1 Structure with defects and inclusion and

its response measurement

其中，n为待反演的参数个数.

反演单个圆形夹杂 (孔洞)时，参数为

αc = {xc, yc, rc} (2)

其中，(xc, yc)为圆心坐标，rc为圆的半径.

反演单个椭圆形夹杂 (孔洞)时，参数为

αe = {xe, ye, a, b, β} (3)

其中，(xe, ye)为椭圆中心点坐标；a为椭圆半长轴，

b为椭圆半短轴；β为方位角，即整体坐标系与局部

坐标系之间的夹角.

反演单个裂纹时，参数为

αcrack = {xcb, ycb, xce, yce} (4)

其中，(xcb, ycb)为裂纹起点坐标，(xce, yce)为裂纹终点

坐标.

反演分析的目标函数为

O (α) =
∑ ‖uc (α) − um‖

‖um‖ (5)

式中，uc (α)为结构关键点响应量的估计值，um为结

构关键点响应量的真实值.

因此，反分析问题可描述为结合智能算法搜索

寻找最佳的参数向量

^
α =

{
^
α1,

^
α2, · · · , ^

αn

}
∈ Rn (6)

且

αmin 6
^
α 6 αmax (7)

使得目标函数式 (5)最小化.其中，αmax和 αmin分别

为参数的上限值和下限值.

2 扩展有限元法

采用扩展有限元法计算含缺陷 (夹杂)结构的响

应量估计值. 扩展有限元法通过引入非连续位移模

式，使得不连续位移场的描述独立于网格划分，可

以在不重新划分网格的前提下，通过改变水平集函

数反映缺陷 (夹杂)的位置及大小.

扩展有限元法的位移模式可表示为

uh(x) =
∑

i∈I
Ni(x)ui

︸       ︷︷       ︸
常规 FEM部分

+
∑

i∈I ∗
N∗i (x)ψi(x)ai

︸               ︷︷               ︸
改进部分

(8)

式中，Ni(x)为结点 i 对应的常规有限元法的插值形

函数；ui 为常规有限元法结点 i 处的位移未知量；
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ψi(x)为扩展有限元法的改进函数；ai 为结点 i 的改

进位移未知量；N∗i (x)为单位分解函数，其形式可以

和 Ni(x)相同，也可以不同，文中取二者相同.

如图 2，对于被裂纹完全切割的单元，这些单元

的结点 (结点子集：I ∗abs) 通过阶跃函数 H(x) 进行改

进 [19]

H(x) =


+1, (x − x∗) · n > 0

−1, (x − x∗) · n < 0
(9)

式中，x∗是考察点 x在裂纹面上的投影点；n为裂纹

面的单位外法向.

图 2 扩展有限元改进结点

Fig. 2 Enrichment nodes for extended finite elements

对于被裂纹部分切割的单元，这些单元的结点

(结点子集：I ∗br)通过裂尖改进函数 F j(x)进行改进 [19]

F1(r, θ) =
√

r sin(θ/2)

F2(r, θ) =
√

r cos(θ/2)

F3(r, θ) =
√

r sinθ sin(θ/2)

F4(r, θ) =
√

r sinθ cos(θ/2)



(10)

式中，r 和 θ为裂尖局部坐标系.

对于被孔洞边界切割的单元，这些单元的结点

(结点子集：I ∗void)通过函数 V(x)进行改进，若结点位

于孔洞内，V(x) = 0，否则 V(x) = 1.

对于被夹杂边界切割的单元，这些单元的结点

(结点子集：I ∗inc)通过函数 ϕ(x)进行改进 [20]

ϕ(x) =
∑

i∈I ∗
Ni(x) |φi | −

∣∣∣∣∣∣∣
∑

i∈I ∗
Ni(x)φi

∣∣∣∣∣∣∣ (11)

式中，Ni(x)为常规有限元插值形函数；φi 为结点水

平集值.

对于实际问题，结构内部不规则的孔洞 (夹杂)

在反演分析时可采用规则的圆形或椭圆形孔洞 (夹

杂)进行最佳拟合.

圆形夹杂 (孔洞)的水平集函数可表示成 [20]

φ(x) = ‖x − xc‖ − rc (12)

式中，xc为圆心点的坐标向量；rc为半径.

椭圆形夹杂 (孔洞)的水平集函数可表示成 [21]

φ(x) =

∥∥∥∥∥∥
((x− xc) cosθ + (y− yc) sinθ)2

a2
+

((y− yc) cosθ − (x− xc) sinθ)2

b2

∥∥∥∥∥∥ − 1 (13)

式中，(xc, yc) 为椭圆中心点坐标；a 为椭圆的半长

轴；b为椭圆的半短轴；θ 为椭圆的方向角，以逆时

针为正，θ ∈ [−π,π].

如图 3 所示，裂纹采用两个水平集 ψ(x, t) 和

φk(x, t)(k = 1,2)描述，图中简写为 ψ和 φk，ψ(x, t)的

零水平集 ψ(x, t) = 0为裂纹面，波前水平集 φk(x, t)

与 ψ(x, t)是正交的. ψ(x, t)取为符号距离函数，可表

达为 [22]

ψ(x, t) = ‖x − x∗‖ sign[(x − x∗) · n] (14)

图 3 裂纹的水平集函数描述

Fig. 3 Crack description by two level set functions

波前水平集 φk(x, t)为 [22]

φk(x, t) = (x − xk) · t (15)

式中，x 为考察点 P 的坐标；x∗ 为考察点 P 在裂

纹面上的投影点坐标；n为裂纹面的单位外法向；

sign(x) 为符号函数，x > 0时 sign(x) = 1，x = 0时

sign(x) = 0，x < 0时 sign(x) = −1；xk 为第 k个裂尖

坐标；t为第 k个裂纹尖端处的单位切向矢量.
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3 人工蜂群算法

在扩展有限元法中扩充人工蜂群算法反演最佳

的模型参数. 人工蜂群算法是一种将求解优化问题

的过程转化为蜜蜂群寻找优良蜜源过程的仿生智能

计算方法，在基本的人工蜂群算法中主要有 3个控

制参数：蜜源的数量 (NFood)、优化极值不变的最大搜

索限定次数 (NLimit )和最大迭代次数 (NIter)，这使得算

法的空间复杂度较低.在该算法中，蜜源的位置对应

优化问题的可行解 (缺陷的位置、大小)，蜜源的花蜜

量对应可行解的质量 (适应度函数值)，寻找花蜜速

度对应可行解的优化速度，最大花蜜量对应优化问

题最优解. 适应度函数值 f (α)与目标函数 O (α)的

关系为

f (α) = 1/O (α) =
∑ ‖um‖
‖uc (α) − um‖ (16)

基于人工蜂群算法随机搜索蜜源 (式 (2),(3)或

式 (4) 中水平集函数的参数)，并根据蜜源情况 (确

定的水平集参数) 运用扩展有限元法求解结构关键

点响应量的估计值，与结构关键点响应量的真实值

比较，得出蜜源花蜜量 (式 (16)的函数值)，即蜜源的

“收益度”.当根据搜索的蜜源情况得出的蜜源花蜜量

小于优化误差时，即可确定缺陷 (夹杂)的具体位置

及大小.人工蜂群算法的求解过程为：

(1)初始化求解参数.初始时刻随机生成 N个可

行解矩阵
[
α1, α2, · · · , αN

]T
，某个随机可行解参数

α
j
i 为

[23]

α
j
i = α

j
i min + λ

j
i

(
α

j
i max− α j

i min

)
(17)

式中，i 取值于 {1,2, · · · ,n}，为 n维解向量的某个分

量；j取值于 {1,2, · · · ,N}；λ j
i 为 (0,1)之间的随机数；

α
j
i max和 α

j
i min为随机可行解参数 α

j
i 的上限值和下限

值. 利用扩展有限元法计算各随机向量的适应度函

数值，将排名前一半的作为初始的采蜜蜂种群.

(2)采蜜蜂搜索阶段. 在这一阶段，采蜜蜂通过

邻域搜索得到优化解向量 β
j
i，搜索公式为

[23]

β
j
i = α

j
i + δ

j
i

(
α

j
i − αk

i

)
(18)

式中，k取值于 {1,2, · · · ,n}，且 k , i，k和 i均随机生

成；δ j
i 为 (−1,1)之间的随机数.根据采蜜蜂搜索到的

新位置 β
j
i 和原位置 α

j
i 利用扩展有限元法计算适应

度函数值 f (α)，若根据新位置计算的 f (α)更优，则

该采蜜蜂的位置更新到新位置，否则位置不变.

(3)观察蜂搜索阶段. 观察蜂根据采蜜蜂种群适

应度值大小选择一个采蜜蜂，并在其邻域内同样进

行新位置的搜索，并按照与采蜜蜂相同的规则更新

其位置.蜜源由观察蜂选择的概率计算公式为 [23]

Pi = f
(
αi

) / NF∑

k=1

f
(
αk

)
(19)

(4)侦察蜂搜索阶段. 在某只采蜜蜂的位置周围

搜索次数达到一定限值 (NLimit )，仍然没有搜索到更

优的新位置时，采蜜蜂放弃当前蜜源成为侦察蜂，

然后根据式 (17)在解空间随机产生新蜜源.

4 反演分析模型

人工蜂群算法与扩展有限元法的结合可有效地

减少反演分析的计算工作量，并能快速探测结构内

部存在的缺陷 (夹杂).在笔者前期研究工作中 [5,24]，

对应用扩展有限元法求解夹杂、孔洞及裂纹问题的

计算结果的准确性进行了验证，结果表明：扩展有限

元法在求解这些问题时的精度是有保障的.

如第 3节所述，人工蜂群算法在解空间生成大

量的随机样本 (可能解)，通过蜜蜂的搜索行为不断

地更新可能解，最终寻找到最优解.在最优解的搜索

过程中，利用扩展有限元法计算适应度函数值来衡

量可能解的质量. 文中基于 “Fortran”算法语言自主

研制了相应的程序，可用于识别结构内部存在的夹

杂以及缺陷 (裂纹、孔洞).反演分析过程如图 4所示.

5 数值算例

5.1 算例 1：单个圆形孔洞 (夹杂)的反演

如图 5(a)所示，含圆形孔洞 (夹杂)的方形板两

边受水平向拉伸载荷 P = 1.0 MPa的作用，板的边长

l = 2 m.数值计算时，假设板处于平面应变状态，并

在板的左边界施加合适的约束条件消除刚体位移，

板被离散成 39×39的均匀网格 (图 5(b)).基体的弹性

模量 E = 22 GPa，泊松比 ν = 0.167；夹杂的弹性模

量 E = 55 GPa，泊松比 ν = 0.3. 为获取该结构的真

实响应量，在板的上、下边缘处分别布置 4个传感器

(图 5(b))，结构的真实响应通过真实结构的扩展有限

元法数值解得到.
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图 4 结构内部缺陷 (夹杂)的反演分析流程图

Fig. 4 Identified processes of defect or inclusion

本算例中，圆形孔洞 (夹杂) 有 3 个待反演参

数，圆心坐标 (xc, yc) 和圆的半径 rc，如表 1 所示.

反演分析时，蜜源的数量 NFood = 100，优化极值不

变的最大搜索限定次数 NLimit = 20，最大迭代次数

NIter = 100. 待反演参数的限值为 xc ∈ [0.6,1.8]，

yc ∈ [0.6,1.8]，rc ∈ [0.1,0.5].

(a) 几何尺寸和载荷条件

(a) Geometry dimension and load condition

(b)扩展有限元网格及传感器布置

(b) XFEM mesh and sensor location

图 5 含圆形孔洞/夹杂的方形板

Fig. 5 A square plate with a circular void or inclusion

表 1 圆形孔洞 (夹杂)的反演结果

Table 1 Identified results of a circular void or inclusion

Identified

parameters

True

results/m

Identified results/m

Void

(99 iterations)

Inclusion

(85 iterations)

coordinates

of the center

of the circle

xc

yc

1.0

1.0

1.000 845 40

1.000 160 27

0.997 941 78

1.000 020 19

Radius rc 0.4 0.400 849 15 0.399 742 19

从表 1可以看出，在当前的计算参数下，反演值

与真实值非常一致.反演孔洞时，迭代至 99步，目标

函数值为 4.54×10−6；反演夹杂时，迭代至 85步，目

标函数值为 2.70×10−8.图 6给出了单个圆形孔洞 (夹

杂)的反演过程.

(a)孔洞的反演过程

(a) Identified processes of a single circular void

图 6 单个圆形孔洞 (夹杂)的反演过程

Fig. 6 Identified processes of a single circular void and inclusion
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(b)夹杂的反演过程

(b) Identified processes of a single circular inclusion

图 6 单个圆形孔洞 (夹杂)的反演过程 (续)

Fig. 6 Identified processes of a single circular void and inclusion

(continued)

5.2 算例 2：单个椭圆形孔洞 (夹杂)的反演

如图 7所示，方形板的尺寸、材料参数、载荷条

件、边界条件、网格剖分以及传感器布置同 5.1节，

但这里方形板含一椭圆形的孔洞 (夹杂). 结构的真

实响应仍通过真实结构的扩展有限元法数值解得到.

本算例中，椭圆形孔洞 (夹杂)有 5个待反演参

数，椭圆中心点坐标 (xe, ye)，椭圆半长轴 a，椭圆半

短轴 b，椭圆方向角 β，如表 2所示. 反演分析时，

蜜源的数量 NFood = 100，优化极值不变的最大搜索

限定次数 NLimit = 20，最大迭代次数 NIter = 300.待

反演参数的限值为 xe ∈ [0.6, 1.8]，ye ∈ [0.6, 1.8]，

a ∈ [0.1, 0.5], b ∈ [0.1, 0.5]，根据椭圆的对称性，取

β ∈ [0, 90].

(a)几何尺寸和载荷条件

(a) Geometry dimension and load condition

(b)扩展有限元网格及传感器布置

(b) XFEM mesh and sensor location

图 7 含椭圆形孔洞/夹杂的方形板

Fig. 7 A square plate with an elliptical void or inclusion

表 2 椭圆形孔洞 (夹杂)的反演结果

Table 2 Identified results of an elliptical void or inclusion

Identified parameters True

results

Identified results

Void

(291 iterations)

Inclusion

(272 iterations)

coordinates of

the center of

the ellipse/m

xe 1.0 0.989 538 58 1.003 042 78

ye 1.0 1.051 021 60 0.988 637 33

semi-major

axis/m
a 0.4 0.374 611 28 0.380 975 66

semi-minor

axis/m
b 0.2 0.213 371 55 0.213 556 20

orientation

angle/(◦)
β 45 48.413 692 79 45.652 851 06

从表 2可以看出，在当前的计算参数下，反演值

与真实值吻合较好.反演孔洞时，迭代至 291步，目

标函数值为 5.49×10−4；反演夹杂时，迭代至 272步，

目标函数值为 1.64×10−6. 图 8给出了单个椭圆形孔

洞 (夹杂)的反演过程. 相比圆形孔洞 (夹杂)的反演

分析参数 (3个参数)，椭圆形孔洞 (夹杂)的反演分析

参数 (5个参数) 较多，其迭代收敛过程也相对慢一

些，但椭圆形孔洞 (夹杂)更易于适应一些不规则形

状的孔洞 (夹杂).

5.3 算例 3：单个裂纹的反演

如图 9所示，方形板的尺寸、材料参数、载荷条

件、边界条件、网格剖分以及传感器布置同 5.1节，

但这里方形板含一裂纹.

本算例中，裂纹有 4个待反演参数，裂纹起点坐
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(a)孔洞的反演过程

(a) Identified processes of a single elliptical void

(b)夹杂的反演过程

(b) Identified processes of a single elliptical inclusion

图 8 单个椭圆形孔洞 (夹杂)的反演过程

Fig. 8 Identified processes of a single elliptical void and inclusion

(a)几何尺寸和载荷条件

(a) Geometry dimension and load condition

(b)扩展有限元网格及传感器布置

(b) XFEM mesh and sensor location

图 9 含裂纹的方形板

Fig. 9 A square plate with a crack

标 (xcb, ycb)和裂纹终点坐标 (xce, yce)，如表 3所示.反

演时，蜜源的数量 NFood = 100，优化极值不变的最大

搜索限定次数 NLimit = 20，最大迭代次数 NIter = 100.

待反演参数的限值为 xcb ∈ [0.6,1.8]，ycb ∈ [0.6,1.8]，

xce ∈ [0.1,1.8]，yce ∈ [0.1,1.8].

从表 3可以看出，在当前的计算参数下，反演值

与真实值吻合较好.迭代至第 65步时，目标函数值

为 1.36×10−4.图 10给出了内部裂纹的反演过程.

表 3 裂纹的反演结果

Table 3 Identified results of a crack

Identified parameters
True

results

Identified results

(65 iterations)

coordinates of the

starting point/m

xcb 1.0 0.986 213 00

ycb 1.4 1.333 200 94

coordinates of the

end point/m

xce 1.0 0.982 369 76

yce 0.6 0.649 952 17

图 10 裂纹的反演过程

Fig. 10 Identified processes of a single crack
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6 结 论

结合扩展有限元法和人工蜂群智能优化算法的

优点，建立了结构内部缺陷 (夹杂) 的反演分析模

型，为结构的无损检测技术提供了一条新的途径.扩

展有限元法通过改变水平集函数反映缺陷 (夹杂)的

位置及大小，避免了反演分析每次迭代过程中的网

格重剖分，人工蜂群算法在每次迭代中都采用全局

和局部搜索，找到最优解的概率大大增加并可很好

地避免局部最优. 扩展有限元法与人工蜂群智能优

化算法的结合有效地减少反演分析的计算工作量，

能够快速探测结构内部的缺陷 (夹杂). 通过若干算

例的分析表明：建立的反演分析模型能准确地探测

结构内部存在的单个缺陷 (夹杂).

文中建立的分析模型能够较易拓展到多个缺陷

(夹杂) 的反演，为非均质材料中缺陷的无损检测提

供了一条新的途径，这也是本文后续的研究重点.
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NUMERICAL MODEL FOR IDENTIFICATION OF INTERNAL DEFECT OR

INCLUSION BASED ON EXTENDED FINITE ELEMEMT METHODS 1)

Jiang Shouyan2) Du Chengbin
(Department of Engineering Mechanics，Hohai University，Nanjing210098，China)

Abstract In the traditional structure detection method, it is generally required to sample the structure by drilling, which

will lead to the structure with some additional damage. However, the nondestructive testing method will not destroy the

structure itself in the detection process. This paper proposes an approach for detecting an internal defect or inclusion

by using the extended finite element methods (XFEM) and the artificial bee colony (ABC) algorithm to provide a new

way for the nondestructive testing of the structure. The XFEM approximation contains enriched elements in the enriched

sub-domain for capturing discontinuities. The method can reflect the location and size of the defect or inclusion by the

level set function without re-meshing. Thus, the main advantage of the proposed approach is that at each iteration process,

the XFEM alleviates the need for remeshing the domain, and the ABC algorithm can effectively avoid the appearance of

the local optimum by the global and local searching strategy. The XFEM combined with ABC intelligent optimization

algorithm can effectively reduce the amount of calculation for inverse analysis. The results show that the proposed

approach can effectively detect the internal defect or inclusion in materials.

Key words extended finite element methods，artificial bee colony algorithm，non-destructive testing, void，inclusion

Received 15 April 2015, accepted 17 August 2015, available online 24 August 2015.

1) The project was supported by the National Natural Science Foundation of China (51309088, 51579084, 11372098), China Postdoctoral Science

Foundation (2014T70466), and the Fundamental Research Funds for the Central Universities (2015B01714).

2) Jiang Shouyan, associate professor, research interests: study on static and dynamic extended finite element methods for discontinuous problems.

E-mail：syjiang@hhu.edu.cn


