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研究论文

基于应变梯度中厚板单元的石墨烯振动研究
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摘要 基于应变梯度理论建立了单层石墨烯等效明德林 (Mindlin)板动力学方程，推导了四边简支明德林中厚板

自由振动固有频率的解析解.提出了一种考虑应变梯度的 4节点 36自由度明德林板单元，利用虚功原理建立了

单层石墨烯的等效非局部板有限元模型.通过对石墨烯振动问题的研究，验证了应变梯度有限元计算结果的收

敛性.运用该有限元法研究了尺寸、振动模态阶数以及非局部参数对石墨烯振动特性的影响.研究表明，这种单

元能够较好地适用于研究考虑复杂边界条件石墨烯的尺度效应问题.基于应变梯度理论的明德林板所获得石墨

烯的固有频率小于基于经典明德林板理论得到的结果.尺寸较小、模态阶数较高的石墨烯振动尺度效应更加明

显.无论采用应变梯度理论还是经典弹性本构关系，考虑一阶剪切变形的明德林板模型预测的固有频率低于基

尔霍夫 (Kirchhoff)板所预测的固有频率.
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引 言

海姆 (Geim)和诺沃消洛夫 (Novoselov)[1] 根据

石墨层间易于相对滑移的特性采用机械剥离的方法

首次在实验室条件下制备了稳定存在的单层石墨烯.

基于二维纳米结构的纳机电器件有着广阔的应用前

景. 微纳尺度下结构的力学行为表现出的尺度效应

变是不可忽视 [2-6].基于原子理论的离散模型计算规

模过于庞大，能计算的空间尺寸与时间尺度都非常

有限. 连续介质模型在研究规模较大的纳米结构时

更有优势. 但是经典连续介质力学模型由于本构关

系中缺少表征材料内部特征长度尺度参数，在描述

微纳尺度范围内的力学行为时存在着明显的局限性.

二阶弹性应变梯度理论是一种考虑弱非局部效

应的梯度型非局部理论 [7]，在本构关系中引入了高

阶应变梯度项，即认为物体一点的应力是该点应变

以及该点应变梯度的函数. 连续介质力学薄板模型

被广泛地应用于研究单层石墨烯的力学行为. 文献

[8]基于应变梯度理论推导了基尔霍夫 (Kirchhoff)板

的方程，并解析地求解了四边简支基尔霍夫板静变

形、稳定性和动力学问题.应变梯度理论亦被应用于

分析受压缩和横向载荷的基尔霍夫板的弯曲及非线

性屈曲的尺度效应问题 [9-10]. 我们发展了一种考虑

应变梯度的 4节点 24自由度基尔霍夫板单元，并用

于分析石墨烯振动的尺度效应问题 [11]. 但是，当板

边长与其厚度的比值不大时，计算板横向弯曲变形

时必须考虑一阶剪切变形的影响，因此需要采用考

虑一阶剪切变形的明德林 (Mindlin) 中厚板 (明德林

板)理论.文献 [12]分析了基于非局部弹性理论的基

尔霍夫板和考虑一阶剪切变形明德林板在研究双层

石墨烯自由振动特性方面的差异.文献 [13] 建立了

基于修改偶应力理论的明德林板模型，并推导了一

般情况的边界条件.文献 [14] 发展了适用于修改偶

应力理论的高阶明德林板单元，并验证了该单元在

计算静力、自由振动和屈曲问题时的收敛性.非局部

明德林板理论也被应用于研究双层石墨烯的波动特

性 [15]. 但是相对于经典理论，非局部理论往往更为
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复杂，理论研究也只能处理简单边界、简单结构的力

学问题.有限元法作为一种有效的数值计算工具，为

应用非局部弹性理论解决复杂结构问题提供了可行

的方法 [16-18].

本文采用基于二阶应变梯度理论的明德林板模

型研究单层石墨烯的自由振动. 根据明德林板微元

的平衡微分方程推导基于应变梯度理论的四边简支

明德林板自由振动理论解；利用虚功原理，建立考虑

应变梯度的 4节点 36自由度的明德林板的有限元模

型，用于研究不同边界条件下石墨烯的振动问题.

1 单层石墨烯等效明德林板模型

1.1 基于应变梯度理论的明德林板的动力学方程

梯度型非局部理论在经典连续介质力学本构关

系中引入了高阶梯度项. 二阶应变梯度理论包括减

法与加法两种形式，但加法形式更适用于离散微观

结构的等效均质化模型 [19-20]. 二阶应变梯度理论加

法形式可表示为

σi j = Ci jkl

(
εkl + g2∇2ε̃kl

)
(1)

式中，Ci jkl 是材料弹性系数张量，g是可以表征结构

特征尺度的非局部参数，ε̃kl 为非局部应变张量. 对

于应变梯度理论则有

εi j =
1
2

(
ui, j + u j,i

)
(2a)

ε̃kl = εkl (2b)

其中 ui 为位移张量.

考察如图 1所示厚度为 h的矩形弹性中厚板模

型，矩形板在 x, y方向上的长度分别为 a, b. xy平面

设为中厚板的几何中面，φx, φy分别为绕 y轴和 x轴

的转角.考虑纯弯曲且忽略初始面内位移，则基于一

阶剪切变形板理论的位移场可以表示为

u = −zφx (x, y, t) , v = −zφy (x, y, t) ,w = w (x, y, t) (3)

将位移函数 (3)代入几何方程 (2a)，则由法向应变 εx,

εy以及剪切应变 γxy和 γyz和 γxz构成的应变矢量与

广义位移 w, φx和 φy的关系可以表示成

图 1 明德林板变形示意图

Fig. 1 Configuration and coordinate system of the Mindlin plate



εx

εy

γxy

γyz

γzx



=



−z∂φx/∂x

−z∂φy/∂y

−z
(
∂φx/∂y + ∂φy/∂x

)

∂w/∂y− φy

∂w/∂x− φx



(4)

平面应力条件下，将式 (4)代入应变梯度理论本

构关系 (1)，则基于应变梯度理论的明德林板本构方

程可以表示成

σx = − zE
1− ν2

(
∂φx

∂x
+ ν

∂φy

∂y

)
−

g2 zE
1− ν2

(
∂3φx

∂x3
+
∂3φx

∂x∂y2
+ ν

∂3φy

∂x2∂y
+ ν

∂3φy

∂y3

)
(5a)

σy = − zE
1− ν2

(
ν
∂φx

∂x
+
∂φy

∂y

)
−

g2 zE
1− ν2

(
ν
∂3φx

∂x3
+ ν

∂3φx

∂x∂y2
+

∂3φy

∂x2∂y
+
∂3φy

∂y3

)
(5b)

τxy = − zE
2 (1+ ν)

(
∂φx

∂y
+
∂φy

∂x

)
−

zE
2 (1+ ν)

g2

(
∂3φx

∂x2∂y
+
∂3φx

∂y3
+
∂3φy

∂x3
+

∂3φy

∂x∂y2

)
(5c)

τyz = G

(
∂w
∂y
− φy

)
+ Gg2

(
∂3w
∂x2∂y

+
∂3w
∂y3
− ∂

2φy

∂x2
− ∂

2φy

∂y2

)

(5d)

τxz = G

(
∂w
∂x
− φx

)
+ Gg2

(
∂3w
∂x3

+
∂3w
∂x∂y2

− ∂
2φx

∂x2
− ∂

2φx

∂y2

)

(5e)
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其中G = E/2 (1+ ν)为剪切模量, E为杨氏模量，ν为

泊松比，∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2表示拉普拉斯算子，g

即为应变梯度项的非局部参数，由下式决定 [5,19]

g =
d√
12

(6)

d为离散化微观模型内部质点间的距离.

明德林板的平衡方程组为

∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
+ q = ρh

∂2w
∂t2

(7a)

∂Mx

∂x
+
∂Mxy

∂y
− Qx = ρJ

∂2φx

∂t2
(7b)

∂Mxy

∂x
+
∂My

∂y
− Qy = ρJ

∂2φy

∂t2
(7c)

其中，J = h3/12为矩形板的转动惯性矩，ρ为密度，

q为横向载荷.

由式 (5)可以得到平衡方程组式 (7)中的各内力

表达式

Mx =

∫ h/2

−h/2
σxzdz = −D

(
∂φx

∂x
+ ν

∂φy

∂y

)
−

Dg2

(
∂3φx

∂x3
+
∂3φx

∂x∂y2
+ ν

∂3φy

∂x2∂y
+ ν

∂3φy

∂y3

)
(8a)

My =

∫ h/2

−h/2
σyzdz = −D

(
ν
∂φx

∂x
+
∂φy

∂y

)
−

Dg2

(
ν
∂3φx

∂x3
+ ν

∂3φx

∂x∂y2
+

∂3φy

∂x2∂y
+
∂3φy

∂y3

)
(8b)

Mxy =

∫ h/2

−h/2
τxyzdz = −D

1− ν
2

(
∂φx

∂y
+
∂φy

∂x

)
−

D
1− ν

2
g2

(
∂3φx

∂x2∂y
+
∂3φx

∂y3
+
∂3φy

∂x3
+

∂3φy

∂x∂y2

)
(8c)

Qx =

∫ h/2

−h/2
τxzdz = κGh

(
∂w
∂x
− φx

)
+

g2κGh

(
∂3w
∂x3

+
∂3w
∂x∂y2

− ∂
2φx

∂x2
− ∂

2φx

∂y2

)
(8d)

Qy =

∫ h/2

−h/2
τyzdz = κGh

(
∂w
∂y
− φy

)
+

g2κGh

(
∂3w
∂x2∂y

+
∂3w
∂y3
− ∂

2φy

∂x2
− ∂

2φy

∂y2

)
(8e)

其中 D = Eh3/12
(
1− ν2

)
表示板的弯曲刚度，参数 κ

为剪切修正因子，对于一阶剪切变形矩形板理论，κ

一般取 5/6.再将式 (8)代入平衡方程组 (7)，则可得

到基于应变梯度理论的明德林板自由振动控制方程

组

κGh

(
∇2w− ∂φx

∂x
− ∂φy

∂y

)
+

g2κGh

[
∇4w− ∇2

(
∂φx

∂x
+
∂φy

∂y

)]
−

ρh
∂2w
∂t2

+ q = 0 (9a)

D

(
∂2φx

∂x2
+

1− ν
2

∂2φx

∂y2
+

1 + ν

2

∂2φy

∂x∂y

)
+

Dg2

(
∂4φx

∂x4
+

3− ν
2

∂4φx

∂x2∂y2
+

1− ν
2

∂4φx

∂y4
+

1 + ν

2

∂4φy

∂x3∂y
+

1 + ν

2

∂4φy

∂x∂y3

)
+ κGh

(
∂w
∂x
− φx

)
+

g2κGh

(
∂3w
∂x3

+
∂3w
∂x∂y2

− ∂
2φx

∂x2
− ∂

2φx

∂y2

)
+

ρJ
∂2φx

∂t2
= 0 (9b)

D

(
∂2φy

∂y2
+

1− ν
2

∂2φy

∂x2
+

1 + ν

2
∂2φx

∂x∂y

)
+

Dg2

(
∂4φy

∂y4
+

3− ν
2

∂4φy

∂x2∂y2
+

1− ν
2

∂4φy

∂x4
+

1 + ν

2
∂4φx

∂x∂y3
+

1 + ν

2
∂4φx

∂x3∂y

)
+ κGh

(
∂w
∂y
− φy

)
+

g2κGh

(
∂3w
∂x2∂y

+
∂3w
∂y3
− ∂

2φy

∂x2
− ∂

2φy

∂y2

)
+

ρJ
∂2φy

∂t2
= 0 (9c)

1.2 应变梯度四边简支明德林板自由振动解析解

矩形板的边界一般考虑 3种简单的边界类型：

简支 (S)；固支 (C)以及自由 (F).对于矩形中厚板，

上述边界类型可以表示为如下关系：

简支边界条件

w (0, y) = 0 , Mx (0, y) = 0

w (a, y) = 0 , Mx (a, y) = 0

w (x,0) = 0 , My (x,0) = 0

w (x,b) = 0 , My (x,b) = 0
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固支边界条件

w(0, y) = 0 , φx(0, y) = 0

w(a, y) = 0 , φx(a, y) = 0

w(x,0) = 0 , φy(x,0) = 0

w(x,b) = 0 , φy(x,b) = 0

自由边界条件

Qz(0, y) = 0 , Mx(0, y) = 0 , Mxy(0, y) = 0

Qz(a, y) = 0 , Mx(a, y) = 0 , Mxy(a, y) = 0

Qz(x,0) = 0 , My(x,0) = 0 , Myx(x,0) = 0

Qz(x,b) = 0 , My(x,b) = 0 , Myx(x,b) = 0

其中 Qz为边界横向剪力.

对于四边简支的矩形明德林板，满足其边界假

设的广义位移函数每阶模态试探解可以设为

w (x, y, t) = Wmnsin
mπx

a
sin

nπy
b

eiωt (10a)

φx (x, y, t) = ψxmncos
mπx

a
sin

nπy
b

eiωt (10b)

φy (x, y, t) = ψymnsin
mπx

a
cos

nπy
b

eiωt (10c)

其中 Wmn, ψxmn 和 ψymn 分别为振型函数的未知系

数，m和 n分别为 x与 y方向上的半波数，i ≡ √−1，

ω为固有频率.定义参数 A = mπ/a，B = nπ/b，再将

试探解 (10)代入方程组 (9)，自由振动情况，q = 0，

则有

κGh
[
−Wmn

(
A2 + B2

)
+ ψxmnA + ψymnB

]
+

g2κGh
[
Wmn

(
A2 + B2

)2−
(
A2 + B2

) (
ψxmnA + ψymnB

)]
+ ρhω2Wmn = 0 (11a)

D

(
A2ψxmn+

1− ν
2

B2ψxmn+
1 + ν

2
ABψymn

)
−

Dg2

(
A4ψxmn+

3− ν
2

A2B2ψxmn+

1− ν
2

B4ψxmn+
1 + ν

2
A3Bψymn+

1 + ν

2
AB3ψymn

)
−

κGh(WmnA− ψxmn) + g2κGh
(
A3Wmn + AB2Wmn −

A2ψxmn− B2ψxmn

)
+ ρJω2ψxmn = 0 (11b)

D

(
B2ψymn+

1− ν
2

A2ψymn+
1 + ν

2
ABψxmn

)
−

Dg2

(
B4ψymn+

3− ν
2

A2B2ψymn+

1− ν
2

A4ψymn+
1 + ν

2
AB3ψxmn+

1 + ν

2
A3Bψxmn

)
−

κGh
(
WmnB− ψymn

)
+ g2κGh

(
A2BWmn + B3Wmn −

A2ψymn− B2ψymn

)
+ ρJω2ψymn = 0 (11c)

为了便于求解四边简支矩形明德林板自由振动

的固有频率 ω解析表达式，可将方程组 (11)化为如

下矩阵形式求解

(
Qs − ω2Ms

)
Fs = 0 (12)

其中 Qs为系数矩阵

Qs =



e1 e2 e3

e2 e4 e5

e3 e5 e6


(13)

Qs中系数 e1 ∼ e6的具体表达式如下

e1 = κGh
(
A2 + B2

)
− g2κGh

(
A2 + B2

)2
(14a)

e2 = −κGhA+ g2κGh
(
A2 + B2

)
A (14b)

e3 = −κGhB+ g2κGh
(
A2 + B2

)
B (14c)

e4 = −D

(
A2 +

1− ν
2

B2

)
+

Dg2

(
A4 +

3− ν
2

A2B2 +
1− ν

2
B4

)
−

κGh+ g2κGh
(
A2 + B2

)
(14d)

e5 = −1 + ν

2
DAB+ Dg2

(
1 + ν

2
A3B +

1 + ν

2
AB3

)
(14e)

e6 = −D

(
B2 +

1− ν
2

A2

)
+

Dg2

(
B4 +

3− ν
2

A2B2 +
1− ν

2
A4

)
−

κGh+ g2κGh
(
A2 + B2

)
(14f)

Ms为广义质量矩阵

Ms =



ρh 0 0

0 ρJ 0

0 0 ρJ


(15)
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Fs为振型函数的未知系数向量

Fs =



Wmn

ψxmn

ψymn


(16)

当 Fs 为非零向量，求解方程 (12)的广义特征

值，即可得到基于应变梯度理论的四边简支矩形明

德林板自由振动的固有频率理论解

ω1 =
√[

1− g2
(
A2 + B2

)]·
√√√√√√√√√√βt −

√
β2

t − 4
ρ

κG
ρJ
D

(
A2 + B2

)2

2
ρ

κG
ρJ
D

(17a)

ω2 =
√[

1− g2
(
A2 + B2

)]·
√√√√√√√√√√βt +

√
β2

t − 4
ρ

κG
ρJ
D

(
A2 + B2

)2

2
ρ

κG
ρJ
D

(17b)

ω3 =
√[

1− g2
(
A2 + B2

)] ·
√

(1− ν) D + 2κGh
2ρJ

(17c)

其中

βt =

(
ρJ
D

+
ρ

κG

) (
A2 + B2

)
+
ρh
D

(18)

一般情况下，ω1 � ω2以及 ω1 � ω3，即 ω1反

映了自由振动的矩形明德林板低阶范围内的固有频

率.

2 有限单元模型建立

参考经典理论的振动问题的解法，可以类似地

设

w (x, y, t) = W (x, y) eiωt (19a)

φx (x, y, t) = ψx (x, y) eiωt (19b)

φy (x, y, t) = ψy (x, y) eiωt (19c)

其中W (x, y), ψx (x, y)和 ψy (x, y)为振动的振型函数.

基于应变梯度理论明德林板的虚功方程为
∫∫∫

Ω

(
σxδεx + σyδεy + τxyδγxy + τyzδγyz + τxzδγxz

)
dV+

∫∫∫

Ω

(
ρhẅδw + ρJφ̈xδφx + ρJφ̈yδφy

)
dV = 0 (20)

其中 Ω为弹性体整体积分域.将式 (4)和式 (5)代入

式 (20)并分部积分，且采用类似经典弹性理论的简

单边界条件，分部积分得到的边界项不再赘述，再引

入式 (19)，则可以整理为
∫∫ {

D

[
2
∂ψx

∂x
δψx,x + 2ν

∂ψy

∂y
δψx,x + 2ν

∂ψx

∂x
δψy,y+

2
∂ψy

∂y
δψy,y + 4 (1− ν)

(
∂ψx

∂y
+
∂ψy

∂x

)
δψx,y+

4 (1−ν)
(
∂ψx

∂y
+
∂ψy

∂x

)
δψy,x

]
− Dg2

[
2
∂2ψx

∂x2
δψx,xx +

2ν
∂2ψy

∂x∂y
δψx,xx + 4 (1− ν)

(
∂2ψx

∂x∂y
+
∂2ψy

∂x2

)
δψx,xy+

4 (1−ν)
(
∂2ψx

∂x∂y
+
∂2ψy

∂x2

)
δψy,xx + 2ν

∂2ψx

∂x2
δψy,xy+

2
∂2ψy

∂x∂y
δψy,xy + 2

∂2ψx

∂x∂y
δψx,xy + 2ν

∂2ψy

∂y2
δψx,xy+

2ν
∂2ψx

∂x∂y
δψy,yy + 4 (1− ν)

(
∂2ψx

∂y2
+
∂2ψy

∂x∂y

)
δψx,yy+

4 (1−ν)
(
∂2ψx

∂y2
+
∂2ψy

∂x∂y

)
δψy,xy+ 2

∂2ψy

∂y2
δψy,yy

]}
dxdy+

∫∫ {
Ghκ

[
∂W
∂x

δW,x − ∂W
∂x

δψx − ψxδW,x + ψxδψx +

∂W
∂y

δW,y − ∂W
∂y

δψy − ψyδW,y + ψyδψy

]
−

Ghκg2

(
2
∂2W
∂x2

δW,xx+ 2
∂ψx

∂x
δW,xx + 2

∂2W
∂x2

δψx,x+

2
∂ψx

∂x
δψx,x + 2

∂2W
∂x∂y

δW,xy + 2
∂ψy

∂x
δW,xy+

2
∂2W
∂x∂y

δψy,x + 2
∂ψy

∂x
δψy,x + 2

∂2W
∂x∂y

δW,xy+

2
∂ψx

∂y
δW,xy + 2

∂2W
∂x∂y

δψx,y + 2
∂ψx

∂y
δψx,y+

2
∂2W
∂y2

δW,yy + 2
∂ψy

∂y
δW,yy + 2

∂2W
∂y2

δψy,y+

2
∂ψy

∂y
δψy,y

)}
dxdy− ω2

∫∫
(ρhWδW+

ρJψxδψx + ρJψyδψy

)
dxdy = 0 (21)

传统的矩形明德林板弯曲单元内部的广义位移

函数仅需在单元边界上要满足C0连续性就能保证有

限元法应用于经典连续介质力学问题的收敛性. 考

虑到应变梯度理论的本构关系中引入了广义位移的

高阶梯度项，即相应的虚功方程的构造中包含了对

位移的高阶导数. 而传统的矩形明德林板单元广义

位移函数较低的次数使单元刚度矩阵变得奇异，而

不再适用. 为了保证求解包含高阶梯度项的能量方
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程的收敛性，文献 [14]在研究修改偶应力理论板问

题时发展了一种广义位移函数满足C1连续性的 4节

点 36自由度矩形明德林板单元 (见图 2).分析表明，

这种单元适用于分析纳尺度板振动的尺度效应.

图 2 4节点 36自由度矩形明德林板单元示意图

Fig. 2 4-node 36-DOF rectangular Mindlin plate element

引入一个如图 2所示的自然坐标系 O′ξη，取矩

形中心 (x0, y0)为原点 O′，ξ 和 η轴分别与 x和 y轴

平行，正方向也一致，即

ξ = (x− x0)/ae , η = (y− y0)/be (22)

设定 4节点 36自由度矩形明德林板单元的长度与宽

度分别为 2ae和 2be，其广义位移场可以表示成

W (ξ, η) = α1 + α2ξ + α3η + α4ξ
2 + α5ξη + α6η

2+

α7ξ
3 + α8ξ

2η + α9ξη
2 + α10η

3 + α11ξ
3η + α12ξη

3

(23a)

ψx (ξ, η) = β1 + β2ξ + β3η + β4ξ
2 + β5ξη + β6η

2+

β7ξ
3 + β8ξ

2η + β9ξη
2 + β10η

3 + β11ξ
3η + β12ξη

3

(23b)

ψy (ξ, η) = γ1 + γ2ξ + γ3η + γ4ξ
2 + γ5ξη + γ6η

2+

γ7ξ
3 + γ8ξ

2η + γ9ξη
2 + γ10η

3 + γ11ξ
3η + γ12ξη

3

(23c)

其中 αi , βi 和 γi (i = 1,2, · · · ,12)是位移场的未知常

数，可以由单元 4个节点的信息所确定.

对于 4节点 36自由度的矩形明德林板弯曲有限

单元，每个节点有 9个自由度，则节点自由度向量 di

可以表示为如下形式

de
i =

{
wi , φxi, φyi,wi,x, φxi,x, φyi,x,wi,y, φxi,y, φyi,y

}T
=

{
w, φxi, φyi,

∂wi

∂x
,
∂φxi

∂x
,
∂φyi

∂x
,
∂wi

∂y
,
∂φxi

∂y
,
∂φyi

∂y

}T

=

{
w, φxi, φyi,

∂wi

ae∂ξ
,
∂φxi

ae∂ξ
,
∂φyi

ae∂ξ
,
∂wi

be∂η
,
∂φxi

be∂η
,
∂φyi

be∂η

}T

(24)

将矩形单元的 4 个节点坐标 (ξi , ηi) 和对应

的节点广义位移 de
i 分别代入位移场式 (24)，考

虑到式 (23)，得到 36 个关于未知常数 αi , βi 和

γi (i = 1,2, · · · ,12)的联立方程组. 求解 αi , βi 和 γi，

则单元内任意一点的广义位移可以分别用节点形函

数 Nwi (ξ, η), Nφxi (ξ, η)和 Nφyi (ξ, η)表示为如下形式

w =

4∑

i=1

(
Niwi + Nixφxi + Niyφyi

)
=

4∑

i=1

Nφxi d
e
i = Nφx d

e

Nwi =
[
Ni 0 0 Nix 0 0 Niy 0 0

]

Nw = [Nw1, Nw2,Nw3,Nw4]



(25a)

φx =

4∑

i=1

(
Niφxi + Nixφxi,x + Niyφxi,y

)
=

4∑

i=1

Nφxi d
e
i = Nφx d

e

Nφxi =
[
0 Ni 0 0 Nix 0 0 Niy 0

]

Nφx =
[
Nφx1,Nφx2,Nφx3,Nφx4

]



(25b)

φy =

4∑

i=1

(
Niφyi + Nixφyi,x + Niyφyi,y

)
=

4∑

i=1

Nφyi d
e
i = Nφy d

e

Nφyi =
[
0 0 Ni 0 0 Nix 0 0 Niy

]

Nφy =
[
Nφy1,Nφy2,Nφy3,Nφy4

]



(25c)

其中 de =
[
de

1, de
2, de

3, de
4

]T
为单元位移向量.

局部坐标系下位移插值函数可以写成

Ni = (1 + ξiξ) (1 + ηiη)
(
2 + ξiξ + ηiη − ξ2 − η2

)
/8 (26a)

Nix = −aeξi (1 + ξiξ) (1 + ηiη)
(
1− ξ2

)
/8 (26b)

Niy = −beηi (1 + ξiξ) (1 + ηiη)
(
1− η2

)
/8 (26c)

令 εb =
{
εx, εy, γxy

}T
，εs =

{
γyz, γzx

}T
，且代入式

(25)和式 (26)，则式 (4)可以整理为

ε =


εb

εs


=


zBb

Bs


δe (27)
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其中 Bb和 Bs为几何矩阵，分别为

Bb = [Bb1 Bb2 Bb3 Bb4]

Bbi =



0 Ni,ξ/ae 0 0 Nix,ξ/ae 0 0 Niy,ξ/ae 0

0 0 Ni,η/be 0 0 Nix,η/be 0 0 Niy,η/be

0 Ni,η/be Ni,ξ/ae 0 Nix,η/be Nix,ξ/ae 0 Niy,η/be Niy,ξ/ae





(28a)

Bs = [Bs1 Bs2 Bs3 Bs4]

Bsi =


∂Ni/be∂η 0 Ni ∂Nix/be∂η 0 Nix ∂Niy/be∂η 0 Niy

∂Ni/ae∂ξ Ni 0 ∂Nix/ae∂ξ Nix 0 ∂Niy/ae∂ξ Niy 0




(28b)

应力向量可以表示为

σ =


σb

σs


=


Dbεb

Dsεs


(29)

其中 Db和 Ds为弹性矩阵，分别为

Db = D



1 ν 0

ν 1 0

0 0 (1− ν)/2


(30a)

Ds =


κG 0

0 κG

 (30b)

将式 (25)，式 (27)和式 (29)代入式 (21)，则有
∫∫

h3

12

(
BT

b DbBb − g2BT
bxDbBbx − g2BT

byDbBby

)
dxdy+

∫∫
h
(
BT

s DsBs − g2BT
sxDsBsx− g2BT

syDsBsy

)
dxdy−

ω2

∫∫ (
ρhNT

wNw + ρJNT
φx

Nφx+

ρJNT
φy

Nφy

)
dxdy = 0 (31)

其中，Bbx =
∂

∂x
Bb，Bby =

∂

∂y
Bb，Bsx =

∂

∂x
Bs 以及

Bsy =
∂

∂y
Bs.

由方程 (31)可知，基于应变梯度理论的 4节点

36自由度矩形明德林板单元的刚度矩阵 Ke表示成

Ke =
h3

12

∫∫ (
BT

b DbBb − g2BT
bxDbBbx−

g2BT
byDbBby

)
dxdy+

h
∫∫ (

BT
s DsBs − g2BT

sxDsBsx− g2BT
syDsBsy

)
dxdy

(32)

单元质量矩阵 Me为

Me = ρh
∫∫

NT
wNwdxdy + ρJ

∫∫
NT
φx

Nφxdxdy+

ρJ
∫∫

NT
φy

Nφydxdy (33)

将各局部坐标下离散单元刚度矩阵 (32)和质量

矩阵 (33)在全局坐标下进行组装，可得

(
K − ω2M

)
d = 0

其中 K，M 和 d分别是全局坐标系下的整体刚度矩

阵，整体质量矩阵和整体位移向量.

3 结果与讨论

第 2节推导了基于二阶应变梯度理论的明德林

板振动的有限元模型. 本节将比较明德林板模型和

基尔霍夫板模型在计算单层石墨烯自由振动特性的

差异，并进一步探讨明德林板的边长、振动模态、

非局部参数和边界条件类型对其自由振动尺度效应

的影响. 考虑 4种边界条件，分别为：SSSS(四边简

支)、CCCC(四边固支)、SCSC(两对边简支，两对边固

支)以及 SFSF(两对边简支，其余边自由). 在下述讨

论中，为了更直观地讨论石墨烯自由振动的尺度效

应，将固有频率比定义为

Rf =
ω

ω̄
=
ω/2π

ω̄/2π
=

f

f̄
(35)

其中，ω (rad/s)为基于应变梯度理论 (SGT)得到的石

墨烯自由振动的固有角频率，f (Hz)为基于应变梯

度理论 (SGT)得到的固有频率；ω̄和 f̄ 分别为基于

经典弹性理论 (CET)的固有角频率和固有频率.单层

石墨烯等效成明德林板模型的力学参数为：杨氏模
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量 E = 2.28 TPa，密度 ρ = 7.016× 103 kg/m3，等效板

厚 h = 0.11 nm，泊松比 ν = 0.41[21]. 对于石墨烯，由

式 (6)可设定 g′ = 0.035 5 nm.

为了验证第 2节引入的基于应变梯度理论的 4

节点 36自由度明德林板单元用于单层石墨烯自由

振动固有频率值计算的收敛性，文献 [14]中给出了

4 节点 36自由度的矩形明德林板单元各种边界类

型所对应的节点自由度的取值. 表 1给出了边长为

a = 4.261 nm,b = 2.706 nm的四边简支明德林板 6种

半波数m和 n组合固有频率值的理论解和有限元结

果.表 1中同时给出了当 g = 0时的结果，此时退化

为经典弹性理论结果.由表 1的结果可以看出，随着

网格数的增加，有限元数值计算的结果逐渐收敛于

理论解，且基于应变梯度理论得到的固有频率值都

小于经典理论得到的结果.表 2给出了不同边界条件

单层石墨烯等效明德林板自由振动的固有频率.表 2

的结果验证了 4节点 36自由度板单元在计算 SFSF,

SCSC, CCCC 3种不同边界条件下边长 a = 4.261 nm,

b = 2.706 nm的明德林板的收敛性.

表 1 四边简支单层石墨烯等效明德林板自由振动固有频率

理论解与有限元解比较

Table 1 Comparison between analytical solution and numerical

solution of Mindlin plate of different sizes with all edges

simply-supported (THz)

Orders

(m,n)

Exact 4-node 36-DOFg = g′

g = 0 g = g′
No. of elements

20×20 40×40 50×50

(1,1) 0.188 0 0.187 8 0.188 1 0.187 8 0.187 8

(1,2) 0.348 7 0.347 9 0.348 4 0.348 0 0.3479

(2,1) 0.584 1 0.581 9 0.583 1 0.582 0 0.581 9

(2,2) 0.741 6 0.738 1 0.738 8 0.738 2 0.738 1

(1,3) 0.613 7 0.611 2 0.612 0 0.611 2 0.611 2

(3,1) 1.227 3 1.217 4 1.214 6 1.216 1 1.217 6

表 2 不同边界条件单层石墨烯等效明德林板自由振动的固有频率

Table 2 The natural frequencies with varying mesh density for Mindlin plate with considering different

boundary conditions (BC) (THz)

BC
No. of elements

20×20 30×30 40×40 50×50

g = 0 g = g′ g = 0 g = g′ g = 0 g = g′ g = 0 g = g′

SFSF

f1 0.051 6 0.050 6 0.050 7 0.050 6 0.050 7 0.050 6 0.050 7 0.050 6

f2 0.114 5 0.113 5 0.114 5 0.113 6 0.114 5 0.113 6 0.114 5 0.113 6

f3 0.207 0 0.206 4 0.206 5 0.206 4 0.206 5 0.206 1 0.206 5 0.206 0

f4 0.289 1 0.287 3 0.289 6 0.287 5 0.289 6 0.287 9 0.289 6 0.287 8

SCSC

f1 0.332 6 0.331 1 0.332 6 0.331 2 0.332 6 0.330 7 0.332 6 0.330 6

f2 0.451 9 0.449 6 0.451 9 0.449 5 0.451 9 0.449 1 0.451 9 0.449 3

f3 0.684 6 0.680 4 0.684 6 0.677 2 0.684 6 0.679 9 0.684 6 0.680 3

f4 0.853 2 0.848 4 0.853 2 0.845 5 0.853 2 0.845 6 0.853 2 0.845 5

CCCC

f1 0.354 8 0.353 0 0.354 8 0.352 7 0.354 8 0.352 7 0.354 8 0.353 6

f2 0.527 1 0.524 0 0.527 1 0.522 6 0.527 1 0.523 5 0.527 1 0.533 5

f3 0.817 7 0.808 4 0.817 7 0.806 7 0.817 7 0.810 4 0.817 7 0.815 6

f4 0.865 2 0.860 7 0.865 2 0.857 0 0.865 2 0.857 3 0.865 3 0.857 1

石墨烯的层间距一般为 0.34 nm，许多研究都将

其设为石墨烯的等效厚度.则由文献 [21] 的方法可

以得到与此对应的力学参数为 E = 0.74 TPa，ρ =

7.016× 103 kg/ m3 以及 ν = 0.41. 图 3 分别采用文

献 [11]中基尔霍夫板有限元模型和本文发展的明德

林板有限元模型计算的边长在 1∼10 nm范围内两种

等效厚度的四边简支石墨烯自由振动第 4阶固有频

率随尺寸的变化. 显然明德林板得到的固有频率小

于基尔霍夫板的结果，且 h = 0.34 nm得到的固有频

率值大于 h = 0.11 nm.随着尺寸的减少，这两种板模

型在计算固有频率时的差异也随之增大，而等效厚

度取 h = 0.34 nm时的这种差异更明显.

图 4为采用经典明德林板有限元模型与应变梯

度明德林板有限元模型给出的四边固支的矩形石墨

烯自由振动固有频率以及两者的比值随边长 a的变

化. 图 5给出了两对边简支两对边固支的明德林板
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图 3 四边简支，长宽比 b/a = 1，石墨烯固有频率随边长的变化

Fig. 3 The relation between the natural frequencies and the size of

graphene (SSSS,b/a = 1)

(a)固有频率随边长的变化

(a) The relation between the natural frequencies and the size of graphene

(b)固有频率比值随边长的变化

(b) The relation between the frequency ratios and the size of graphene

图 4 四边固支石墨烯的自由振动固有频率随边长的变化

Fig. 4 The relation between the natural frequencies and the size of

graphene (CCCC)

(a)固有频率随边长的变化

(a) The relation between the natural frequencies and the size of graphene

(b)固有频率比值随边长的变化

(b) The relation between the frequency ratios and the size of graphene

图 5 两对边简支两对边固支石墨烯的自由振动固有频率

随长度的变化

Fig. 5 The relation between the natural frequencies and the size of

graphene (SCSC)

固有频率及其比值随边长 a变化的结果.图 4和图

5中明德林板长宽比 b/a都为 1.由图 4(a)可以看出

基于应变梯度理论得到的固有频率值与基于经典弹

性理论的结果之间的差异随着尺寸的增加而减小，

随着模态阶数的增加而变大.图 4(b)为基于上述两

种理论计算的自由振动固有频率比值随明德林板边

长 a的变化.显然，随着明德林板边长的减小，固有

频率比值也相应的降低，且阶数越高，固有频率比值

下降越急剧.图 4中，边长为 1 nm×1nm的四边固支

石墨烯的第 1阶、4阶和 7阶固有频率比值相对于

边长为 10 nm×10 nm石墨烯分别减少了 3.6%, 16.0%,

19.4%.图 4和图 5均表明，石墨烯等效明德林板尺

寸及模态阶数都对其自由振动的尺度效应存在显著

的影响.

为了研究应变梯度理论中反映微观结构尺度特

征的非局部参数 g对石墨烯等效明德林板自由振动
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尺度效应的影响，图 6计算了尺寸为 14 nm×14 nm，

边界条件分别为 SSSS和 CCCC的明德林板的固有

频率比值随非局部参数的变化.图 6中非局部参数 g

在 0 ∼ 10g′范围内变化.显然，非局部参数值越高，

自由振动尺度效应越明显，且阶数越高，固有频率比

值对非局部参数的变化就越敏感.

(a)四边简支

(a) SSSS

(b)四边固支

(b) CCCC

图 6 不同阶数石墨烯的固有频率比值随非局部参数的变化

Fig. 6 Effect of the small scale effect on the frequency ratios associated

with various vibrational modes for graphene

4 结 论

本文建立基于应变梯度理论的明德林板自由振

动方程. 发展了一种考虑应变梯度的 4 节点 36自

由度明德林板单元，利用虚功原理建立了单层石墨

烯的等效非局部弹性板的有限元模型. 研究结果表

明，这种单元能够较好地适用于研究复杂边界条件

下石墨烯自由振动的尺度效应. 明德林板得到的固

有频率小于基尔霍夫板的结果，且这种板模型的差

异也受到石墨烯等效厚度取值的影响. 基于应变梯

度理论所获得的明德林板固有频率略小于基于经典

明德林板理论得到的结果. 尺度效应对高阶模态以

及较小尺寸石墨烯的振动特性影响较大. 应变梯度

理论中的非局部参数 g能够作为石墨烯内部反映出

微观结构特性的尺度参数.
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FINITE ELEMENT ANALYSIS OF STRAIN GRADIENT MIDDLE THICK PLATE

MODEL ON THE VIBRATION OF GRAPHENE SHEETS 1)

Xu Wei∗,† Wang Lifeng∗,2) Jiang Jingnong∗
∗(State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，

Nanjing210016，China)
†(China Aviation Powerplant Research Institute，Zhuzhou412002，China)

Abstract The dynamics equation of the Mindlin middle thick plate model based on strain gradient theory is formulated

to study the vibration of single-layered graphene sheets (SLGSs). Analytical solution of the natural frequency for free

vibration of Mindlin plate with all edges simply-supported is derived. A 4-node 36-degree-of-freedom (DOF) Mindlin

plate element is proposed to build the nonlocal finite element (FE) plate model with second order gradient of strain taken

into consideration. This FE method is used to study the influences of the size, vibration mode and nonlocal parameters

on the scale effect of vibration behaviors of SLGSs, which validates the reliability of the FE model for predicting the

scale effect on the vibrational SLGSs with complex boundary conditions. The natural frequencies obtained by the strain

gradient Mindlin plate are lower than that obtained by classical Mindlin plate model. The natural frequencies of SLGSs

obtained by Mindlin plate model with first-order shear deformation taken into account are lower than that obtained by

Kirchhoff plate model for both strain gradient model and classical case. The small scale effect increases with the increase

of the mode order and the decrease of the size of SLGSs.

Key words strain gradient, finite element method, Mindlin plate, vibration, scale effect
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