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研究论文

多工况线性结构稳健拓扑优化设计

付志方 ∗,1) 赵军鹏 ∗ 王春洁 ∗,†

∗(北京航空航天大学机械工程及自动化学院，北京 100191)

†(北京航空航天大学虚拟现实技术与系统国家重点实验室，北京 100191)

摘要 针对实际工程中存在的多工况、载荷不确定的情况，研究了概率方法表示载荷不确定性的多工况线性结

构稳健拓扑优化设计方法.基于线弹性位移叠加原理给出了多工况、不确定性条件下结构柔度均值与方差的计

算方法，并在此基础上推导了结构灵敏度公式.对于承受 M个工况的二维结构，根据每个工况下的柔度均值和

方差以及灵敏度信息求出其结构整体的均值、方差及灵敏度信息；而结构在单工况 n个不确定载荷下的均值方

差及灵敏度信息可以通过求解其在 2n个确定性载荷工况下的位移求得. 提出了以结构整体柔度均值和标准差

的加权和最小为目标、体积约束下的稳健拓扑优化设计方法.数值算例验证了所提方法的正确性和有效性以及

载荷不确定、多工况条件下优化设计结果的稳健性.该设计方法可以很方便的推广到三维结构问题.
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引 言

结构拓扑优化通常是在给定载荷和约束等条件

下寻找材料的最佳分布，其在结构设计的初始阶段

能高效的给出最优构型 [1] . 结构拓扑优化与尺寸

和形状优化相比具有更大的效益，但同时也最具挑

战性 [2] . 自从文献 [3] 提出均匀化方法，结构拓扑

优化在理论和应用上都取得了长足的发展 [4-5]. 目

前比较常用的连续体结构拓扑优化方法有：均匀化

法 [3]，固体各向同性材料惩罚法 [6-7]，渐进结构优化

法 [8-10],以及最近发展起来的水平集法 [11-13].

通常情况下，结构拓扑优化是在确定条件下完

成的，但是这种最优结构在抵抗外界扰动时有可能

是比较脆弱的 [14]，因此研究不确定条件下的结构

拓扑优化问题是很有必要的.在实际的设计过程中

存在各类不确定性，如载荷不确定 [15-17]，材料不

确定 [14,18-19]，制造过程产生的几何尺寸和边界不确

定 [20-22]. 本文考虑载荷不确定性进行结构拓扑优化

设计.

目前处理不确定性的结构拓扑优化方法主要

包括两种：基于可靠度的拓扑优化和稳健性拓扑优

化 [23-25]. 基于可靠度的拓扑优化主要强调结构拓扑

形式的高可靠性，该方法是在满足指定可靠度约束

的基础上来最小化结构质量；稳健性拓扑优化主要

考虑结构抵抗干扰的能力，该方法的目标函数通常

是结构柔度的均值和方差 [26]. 由于其重要性，近几

年许多学者在稳健性拓扑优化上进行了大量的研究

工作. 有人提出了以均值和标准差最小的多目标结

构稳健性优化方法 [27],也有人用非概率的方法研究

了几何非线性的结构拓扑优化问题 [28],文献 [19]基

于水平集研究了在载荷和材料性能都是随机不确定

性条件下的稳健拓扑优化方法, 还有人将随机规划

法和水平集法相结合分析了基于随机不确定载荷下

的结构拓扑优化 [29],文献 [25,30-31]用线弹性叠加原

理给出了单工况下结构柔度的均值和方差的计算方

法，并以均值和标准差的加权和为目标进行结构拓

扑优化.

在上述的研究中，大部分是在单一工况下 [27-31]

进行的稳健性拓扑优化设计的，多工况条件下的研

究较少 [32-33].然而，在实际工程应用中，工况往往比
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较复杂 [34-35]，因此考虑多工况下结构的拓扑优化更

符合实际情况.基于此，本文将对多工况下的连续体

结构稳健拓扑优化方法进行研究，其中不但考虑载

荷大小的不确定性，还考虑了其方向的不确定性.

文章首先给出了多工况、不确定载荷下的结构

稳健拓扑优化模型；然后，利用线弹性结构的位移

叠加原理给出多工况下结构柔度的均值和方差的计

算公式，并在此基础上给出了结构的灵敏度分析方

法；最后，通过算例说明本方法的有效性以及优化结

果的稳健性.本文主要讨论二维问题，但本文方法能

很方便地推广到三维情形.

1 多工况线性结构稳健拓扑优化设计问题

1.1 优化模型

本文采用密度法进行拓扑优化问题的求解，设

计变量为单元密度 ρe，并采用约束最小刚度的插值

模型将单元材料属性 Ee与单元密度 ρe联系起来 [36]

Ee(ρe) = Emin + ρ
p
e(E0 − Emin) , ρe ∈ [0,1] (1)

其中 E0 为材料的弹性模量，Emin 是一个为了防止

刚度矩阵奇异而赋予无材料单元的很小的刚度值.

p > 1为惩罚因子，为了迫使单元密度在优化过程

中取值趋向 0或 1，从而获得构型清晰的结构.

假设结构被离散为 N个单元，f γ (γ = 1, 2, · · · ,
M)为 M个工况，则多工况、载荷不确定条件下的连

续体结构稳健拓扑优化问题可以表示为

Min : J = αµ(c) + βσ(c)

s.t. : Kuγ(ω) = f γ(ω)(ω ∈ Θ) (γ = 1,2, · · · ,M)

g = V(x) − Vmax =

N∑

e=1

veρe − Vmax 6 0

0 6 ρ 6 1


(2)

其中 µ(c) 与 σ(c) 分别为多工况、载荷不确定条件

下结构柔度的整体均值和标准差，非负常数 α 和

β 用于权衡均值和标准差的重要性，且 α + β = 1.

Kuγ(ω) = f γ(ω)为结构在第 γ 个工况下的有限元平

衡方程，ω ∈ Θ表示载荷具有不确定性，ve为单元 e

的体积，ρe为其密度. Vmax为许用材料体积，ρ为由

各单元密度组成的设计变量向量.

假设各工况之间相互独立，则整体柔度均值和

方差用各工况的柔度均值和方差分别表示如下

µ(c) =

M∑

γ=1

$γµ(cγ) (3)

σ2(c) =

M∑

γ=1

($γ)2σ2(cγ) (4)

其中$γ表示第 γ个工况所占的比重，权衡该工况在

整体中的重要性.

将式 (3)和式 (4)代入式 (2)得到多工况、载荷

不确定条件下的连续体结构稳健拓扑优化问题的最

终表达形式

Min : J = α

M∑

γ=1

$γµ(cγ) + β

√√√ M∑

γ=1

($γ)2σ2(cγ)

s.t. : Kuγ(ω) = f γ(ω) (ω ∈ Θ) (γ = 1,2, · · · ,M)

g = V(x) − Vmax =

N∑

e=1

veρe − Vmax 6 0

0 6 ρ 6 1


(5)

1.2 单工况下结构柔度均值和方差的计算 [25,30-31]

假设在某一工况 γ下，结构承受 nγ个不确定载

荷，并且每个载荷的大小 hγi 和作用方向与 x轴的夹

角 θ
γ
i 的概率分布均已知. 设 f γ2i−1和 f γ2i 分别为单独

在第 i 个不确定载荷作用点沿 x方向和沿 y方向施

加单位载荷时的结构整体载荷向量，并且在 f γ2i−1和

f γ2i 作用下结构的位移向量分别为 uγ2i−1和 uγ2i，则根

据位移叠加原理，对于任意的载荷

Fγ =

2nγ∑

i=1

ξ
γ
i f γi (6)

相应的结构位移为

Uγ =

2nγ∑

i=1

ξ
γ
i uγi (7)

其中

ξ
γ
2i−1 = hγi cos(θγi ) (8)

ξ
γ
2i = hγi sin(θγi ) (9)

由式 (6)和式 (7)可得单工况下结构的柔度为

cγ = (Fγ)TUγ =
( 2nγ∑

i=1

ξ
γ
i f γi

)T( 2nγ∑

i=1

ξ
γ
i uγj

)
=

2nγ∑

i=1

2nγ∑

j=1

ξ
γ
i ξ

γ
j ( f γi )Tuγj =

2nγ∑

i=1

2nγ∑

j=1

ξ
γ
i ξ

γ
j c
γ
i j (10)

其中 cγi j = ( f γi )Tuγj 表示载荷 f γi 在载荷 f γj 所引起的

位移 uγj 上所作之功.
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引入 ξ
γ
i 的二阶和四阶中心矩

ξ
γ
i j = E(ξγi ξ

γ
j ) (i, j = 1,2, · · · ,2nγ) (11)

ξ
γ
i jkl = E(ξγi ξ

γ
j ξ
γ
kξ

γ
l ) (i, j, k, l = 1,2, · · · ,2nγ) (12)

通常 ξ
γ
i j 与 ξ

γ
i jkl 的解析表达式很难给出，但可以通过

蒙特卡罗方法对它们的值进行精确估计.

单一工况下结构柔度的均值和方差分别为

µ(cγ) = E
2nγ∑

i, j=1

ξ
γ
i ξ

γ
j c
γ
i j =

2nγ∑

i, j=1

ξ
γ
i j c

γ
i j (13)

σ2(cγ) = E((cγ)2) − µ2(cγ) =

2nγ∑

i, j,k,l=1

(ξγi jkl − ξγi jξγkl)c
γ
i j c

γ
kl (14)

由此可知，在 ξi j 与 ξi jkl 已知的情况下，不需

要对所有工况都进行结构分析，只要获得结构在

确定载荷工况 f γ1, f γ2, · · · , f γ2nγ 作用下的位移向量

uγ1,u
γ
2, · · · ,uγ2nγ，就可以求得结构柔度的均值与方差.

注意到 cγi j 为向量 f γi 与 uγj 的内积，其计算量非常

小，与有限元分析相比可以忽略不计.

1.3 多工况下结构柔度均值和方差的计算

根据以上部分的推导，分别将式 (13)和式 (14)

代入式 (3)和式 (4)即得到 M 个工况下结构整体柔

度的均值和方差

µ(c) =

M∑

γ=1

$γµ(cγ) =

M∑

γ=1

$γ
2nγ∑

i, j=1

ξ
γ
i j c

γ
i j =

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

$γξ
γ
i j c

γ
i j (15)

σ2(c) =

M∑

γ=1

($γ)2σ2(cγ) =

M∑

γ=1

($γ)2
2nγ∑

i, j,k,l=1

(ξγi jkl − ξγi jξγkl)c
γ
i j c

γ
kl =

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j,k,l=1

($γ)2(ξγi jkl − ξγi jξγkl)c
γ
i j c

γ
kl (16)

从而目标函数可以表示为

J = αµ(c) + βσ(c) = α

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

$γξ
γ
i j c

γ
i j +

β

√√√ M∑

γ=1

2nγ∑

i, j,k,l=1

($γ)2(ξγi jkl − ξγi jξγkl)c
γ
i j c

γ
kl (17)

1.4 结构灵敏度分析

本文采用移动渐近线方法 [36] 进行拓扑优化问

题的求解，因此需要计算结构的灵敏度信息.首先根

据式 (15)和式 (16)可求得结构柔度均值与标准差对

密度 ρe的偏导数表达式，分别为

∂µ(c)
∂ρe

=

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

$γξ
γ
i j

∂cγi j
∂ρe

(18)

∂σ(c)
∂ρe

=
1

2σ(c)
∂σ2(c)
∂ρe

=

1
σ(c)

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

[ 2nγ∑

k,l=1

($γ)2(ξγi jkl − ξγi jξγkl)c
γ
kl

]∂cγi j
∂ρe

(19)

引入变量

wγ
i j = α$γξ

γ
i j +

β

σ(c)

2nγ∑

k,l=1

($γ)2(ξi jkl − ξi jξkl)c
γ
kl (20)

则目标函数对 ρe的偏导数，即目标函数灵敏度为

∂J
∂ρe

= α
∂µ(c)
∂ρe

+ β
∂σ(c)
∂ρe

=

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

wγ
i j

∂cγi j
∂ρe

=

M∑

γ=1

2nγ∑

i, j=1

wγ
i j

∂(( f γi )Tuγj )

∂ρe
(21)

由式 (21)可知要求出该灵敏度需要求
M∑

γ=1

(2nγ)2

次偏导数，为了减少运算量对灵敏度公式进行下面

的推导.

由式 (20)可知由 wγ
i j 组成的矩阵 Wγ 是一个对

称矩阵，可以对其进行对角化分解，即存在 2nγ个实

数 {λγ1, · · · , λγ2nγ }以及一个正交矩阵 Qγ使得

(Qγ)TWγQγ = diag{λγ1, λγ2, · · · , λγ2nγ } (22)

为了推导方便，分别取下面 4个矩阵

f γb = [ f γ1, f γ2, · · · , f γ2nγ ] (23)

uγb = [uγ1,u
γ
2, · · · ,uγ2nγ ] (24)

Fγ
b = f γbQγ = [Fγ

1, F
γ
2, · · · , Fγ

2nγ ] (25)

Uγ
b = uγbQγ = [Uγ

1,U
γ
2, · · · ,Uγ

2nγ ] (26)

假设 qγi j 是 Qγ 第 i 行第 j 列的一个元素，Fγ
i 和

Uγ
j 可以进一步表示为

Fγ
i =

2nγ∑

j=1

qγi j f γj (27)
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Uγ
i =

2nγ∑

j=1

qγi j u
γ
j (28)

构造函数

(Jγ)∗ =

2nγ∑

j=1

λ
γ
i (Fγ

i )TUγ
i (29)

可以证明 [30]

∂(Jγ)∗

∂ρe
=

2nγ∑

i, j=1

wγ
i j

∂cγi j
∂ρe

(30)

将式 (29)和式 (30)代入式 (21)可得

∂J
∂ρe

=

M∑

γ=1

2nγ∑

i=1

λ
γ
i

∂((Fγ
i )TUγ

i )

∂ρe
(31)

由式 (31)可知只需要求
M∑

γ=1

2nγ次偏导数，而矩

阵 Uγ
i 是向量 uγj ( j = 1,2, · · · ,2nγ)的线性组合，其计

算量很小，这样由式 (31)求解敏度信息运算量大大

降低.

利用拉格朗日乘子法容易证明

∂((Fγ
i )TUγ

i )

∂ρe
= −(Uγ

i )T ∂K
∂ρe

Uγ
i =

−pρp−1
e (E0 − Emin)(Uγ

ie)T k0
eUγ

ie (32)

其中 k0
e表示单位模量单元 e充满材料时的刚度阵，

Uγ
ie 为结构在载荷 Fγ

i 作用下单元 e的位移向量. 将

式 (32)代入式 (31)可得目标函数对设计变量的灵敏

度

∂J
∂ρe

= −pρp−1
e (E0 − Emin)

M∑

γ=1

2nγ∑

i=1

λ
γ
i (Uγ

ie)T k0
eUγ

ie (33)

体积约束对于设计变量的灵敏度为

∂g
∂ρe

= ve (34)

1.5 灵敏度过滤方法

为了获得计算数值稳定性 [37]，本文采用灵敏度

过滤的方法，将目标函数的灵敏度 ∂J/∂ρe修改为如

下形式

∂J∗

∂ρe
=

1

max(υ, ρe)
∑

i∈Ne

Hei

∑

i∈Ne

Heiρi
∂J
∂ρi

(35)

其中 Ne是与单元 e的中心距不大于过滤半径 rmin的

所有单元的集合. υ是为了避免除以零而设的一个特

别小的正数.权重因子 Hei定义为

Hei = max(0, rmin − d(e, i)) (36)

其中 d(e, i)是单元 e和 i的中心的距离.

1.6 多工况线性结构稳健拓扑优化算法

综合上述推导公式可以求出多工况、载荷不确

定条件下目标函数值及其灵敏度信息，在计算过程

中，本文采用移动渐近线方法算法对设计变量进行

更新. 多工况线性结构稳健拓扑优化设计具体过程

可以表示如下：

(1)设计变量和参数初始化.

(2)用蒙特卡罗法计算每个工况下不确定载荷的

二阶和四阶中心距 ξ
γ
i j 与 ξ

γ
i jkl .

(3)开始循环迭代，直到收敛为止：

①解有限元方程

Kuγi = f γi (i = 1,2, · · · ,2nγ; γ = 1,2. · · · ,M)

②计算 cγi j (i, j = 1,2, · · · ,2nγ; γ = 1,2, · · · ,M)

③ 通过式 (15) ∼ 式 (17)求得柔度的均值和方

差，并计算目标函数值

④构造矩阵Wγ 并计算 {λ1, λ2, · · · , λ2nγ }以及它
们的相关特征向量来组成矩阵 Q

⑤由式 (28)计算 Ui (i = 1,2, · · · ,2nγ)

⑥通过式 (33)和式 (34)计算目标函数和约束的

敏度信息

⑦用式 (35)来过滤目标函数的灵敏度

⑧用移动渐近线方法来更新设计变量并判断优

化过程是否收敛.若收敛，则迭代结束；否则转到①

重新进行有限元分析等直至优化过程收敛.

从以上流程中可以看出，在 M个工况、载荷不

确定条件下进行结构稳健拓扑优化，如果每个工况

承受 nγ个不确定载荷，则每次迭代需要对
M∑

γ=1

2nγ个

工况进行有限元分析并进行
M∑

γ=1

2nγ次灵敏度分析，

确定性分析时则仅需要对 M个工况进行有限元分析

并进行 M 次灵敏度分析.因此载荷不确定条件下的

结构稳健拓扑优化算法计算量要大于确定性条件下

的算法.

2 数值算例

本节以两个算例来说明多工况、载荷不确定条

件下的最优结构与确定条件下的最优结构不同，并
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且前者要比后者具有更好的稳健性. 两个算例均采

用单位双线性正方形单元对设计域进行离散. 蒙特

卡罗方法计算 ξ
γ
i j 与 ξ

γ
i jkl 时样本数目为 1×108，保证

了其精度.实体与空单元的弹性模量分别为 E0 = 1，

Emin = 1× 10−9，材料的泊松比均为 µ = 0.3，惩罚因

子 p = 3.优化结束的准则为每个单元的伪密度变化

量均不超出 0.01.

2.1 悬臂梁结构的拓扑优化

如图 1所示，某悬臂梁结构的设计域为 30× 30

的正方形区域，左边固定.工况一为结构右上角作用

一个竖直向上的不确定载荷 P1，工况二为结构右下

角作用一个竖直向下的不确定载荷 P2. 载荷 P1,P2

的大小和方向均符合正态分布，大小的均值分别为

µh1 = 1 N, µh2 = 1 N，标准差分别为 σh1 = 0.2 N,σh2 =

0.05 N；方向的均值分别为 µθ1 = π/2, µθ2 = −π/2，标
准差均为 π/8.材料的许用体积为设计域的 40%.

图 1 悬臂梁结构的设计域

Fig. 1 Design domain for a cantilever beam

将整个设计区域离散为 8 100(90× 90)单元，将

均值和方差的权重系数 α和 β设置为 0.5，两个工况

的权重系数 $1 和 $2 分别设置为 1. 对多工况确定

载荷情况、载荷大小不确定情况、载荷方向不确定情

况、大小和方向均不确定情况进行优化，最优结构如

图 2.

由于结构的设计域、边界条件以及两个工况的

确定载荷作用均上下对称，因此优化后的结构也均

上下对称.其中只考虑载荷大小不确定性时，由于载

荷大小的标准差分别为 σh1 = 0.2 N比 σh2 = 0.05 N

要大，克服力 P1占结构的比例较大，所以获得构型

的上边框要比下边框粗，承受力 P1的杆架要比承受

力 P2的杆架粗.而只考虑载荷方向不确定性时获得

的构型与确定载荷作用时相比上下边框加粗，这样

能承受更大的水平力. 同时考虑载荷大小与方向不

确定性时获得的结构构型综合了载荷大小不确定性

优化和载荷方向不确定性优化构型的特点，即上下

边框同时加粗且上边框要比下边框粗. 对于本例而

言，由于两个工况载荷大小的标准差不同，导致结

构构型的不对称，结构承受能力更偏向于标准差更

大的工况，使得结构更加合理. 而载荷方向不确定

时，其可能含有水平分量，加粗的上下边框具有较

好的承受水平载荷的能力，这样的结构虽然竖直承

载能力有所下降，但是水平承载能力加强了，结构整

体上更加稳健.

另外，为了说明工况对优化结果的影响，对载荷

P1和 P2同时作用的情况进行优化，优化结果如图 3

所示.由图 2和图 3对比可知，载荷 P1和 P2作为多

工况作用时的最优结构和载荷 P1和 P2同时作用时

的最优结构明显不同.

结构稳健拓扑优化过程收敛曲线如图 4所示，

横轴表示迭代次数，纵轴表示目标函数.各种情况下

本文算法都能很好的收敛，说明本文算法的稳定性.

从表 1的优化结果中可以看出，确定性载荷条

件下得到的结构在考虑载荷不确定性时的柔度均值

和标准差一般高于不确定载荷条件下得到的结构的

柔度均值和标准差，这证明了本文算法的有效性.注

意到对于本算例，载荷大小不确定条件下与确定条

件下的最优结构的目标函数值相差不超过 0.5%，因

此，载荷不确定性对本算例影响较小.

图 2 拓扑优化结果比较

Fig. 2 Comparison of optimal layouts
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图 3 单工况拓扑优化结果

Fig. 3 Optimal layouts of single load case

图 4 拓扑优化迭代历史

Fig. 4 Iteration history of topology optimization

表 1 悬臂梁结构拓扑优化结果

Table 1 The topology design result of cantilever beam

Case
Robust design Deterministic design

Mean
Standard

deviation
Mean

Standard

deviation

Uncertainty in

loading magnitude
64.2 12.8 64.1 13.1

Uncertainty in

loading direction
62.1 11 65.1 14.1

Uncertainty both in

loading magnitude

and direction

63.1 16.5 66.5 21.2

为了研究权重系数 α和 β对结构拓扑优化结果

的影响，本文将 α在 [0,1]之间每隔 0.1取值一次进

行大小和方向均不确定的优化，所得均值和标准差

如图 5所示.由可知，随着 α的增加，方差在目标函

数中的作用增强，均值的作用降低.

图 5 均值和标准差随权重 α变化曲线图

Fig. 5 The mean and standard deviation along with the variation of

weight factorα

2.2 米歇尔结构的拓扑优化

如图 6所示，问题的设计域为 240× 120的矩形

区域，底部两端均简支，工况一为结构下端中心作用

一个竖直向下的不确定载荷 P1，工况二为结构下端

两侧各 1/3处分别作用一个竖直向下的不确定载荷

P2和 P3. 3个载荷的大小 hi 和作用方向与水平方向

夹角 θi 均服从正态分布，它们的均值 µhi, µθi 和标准

差 σhi, σθi 如表 2所示. 材料的许用体积为设计域的

30%.

图 6 设计区域与边界条件

Fig. 6 Design domain and boundary conditions

表 2 载荷大小和方向的均值与标准差

Table 2 Mean and standard deviation of the loading magnitude

and direction

Loading µhi σhi µθi σθi

P1 0.5 0.1 −π/2 π/6

P2 3.0 0.6 −π/2 π/6

P3 0.5 0.1 −π/2 π/6
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将整个设计区域离散为 28 800 (240×120)单元，

将均值和方差的权重系数 α和 β设置为 0.5，两个工

况的权重系数 $1 和 $2 分别设置为 1. 对多工况确

定载荷情况、载荷大小不确定情况、载荷方向不确定

情况、大小和方向同时不确定情况进行优化，结果如

图 7.

(a)确定设计

(a) Deterministic design

(b)大小不确定设计

(b) Uncertainty design in loading magnitude

(c)方向不确定设计

(c) Uncertainty design in loading direction

(d)载荷与大小均不确定设计

(d) Uncertainty design in both loading magnitude and direction

图 7 拓扑优化结果比较

Fig. 7 Comparison of optimal layouts

由于结构的设计域、边界条件以及两个工况的

作用载荷均左右对称，因此确定载荷下优化后的结

构也均左右对称. 其中只考虑载荷大小不确定性时

获得的构型与载荷确定条件下获得的结构构型基本

一致.只考虑载荷方向不确定性时和同时考虑方向和

大小不确定性时获得的构型与确定性时获得的结构

构型相比发生了明显的变化，结构下方呈现出连接

左右两个端点以及 3个载荷作用点的杆件，这是由

于载荷作用方向的不确定性产生了水平方向分量，

而水平方向杆件具有较好的承受水平方向载荷的能

力；这样的结构虽然竖直方向承载能力有所下降，

但是水平方向承载能力加强了，结构整体上更加稳

健. 只考虑载荷方向不确定性时和同时考虑方向和

大小不确定性时获得的构型也有区别，即中间立柱

消失而两边立柱增粗. 这是因为在载荷方向不确定

的基础上加入了大小不确定性使得在水平方向力进

一步增加，需要构型能承受更大的水平方向力.对本

例而言，由于载荷方向不确定性直接导致了构型的

变化，所以其对结构影响要比大小不确定性的影响

更大.

结构稳健拓扑优化过程收敛曲线如图 8所示，

各种情况下本文算法都能很好的收敛，说明本文算

法的稳定性.优化结果如表 3所示，可以看出，确定

性载荷条件下得到的结构在考虑载荷不确定性时的

柔度均值和标准差一般高于不确定载荷条件下得到

图 8 拓扑优化迭代历史

Fig. 8 Iteration history of topology optimization

表 3 米歇尔结构拓扑优化结果

Table 3 The topology design result of Michelle structure

Case

Uncertainty Deterministic

Mean

value

Standard

deviation

Mean

value

Standard

deviation

Uncertainty in loading

magnitude
185.4 63.2 184.6 63.5

Uncertainty in loading

direction
191.8 2.55 944.6 654.8

Uncertainty both in

loadingmagnitude

and direction

200.4 69.2 983.7 791.7
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的结构的柔度均值和标准差，这证明了本文算法的

有效性.

3 结 论

本文研究了多工况、载荷不确定条件下的连续

体结构拓扑优化问题，以最小化结构柔度均值与标

准差的加权和为目标，给出了采用载荷大小和作用

方向的概率分布表示载荷不确定性时的结构拓扑优

化算法.本文的主要结论：

(1) 基于线性结构的位移叠加原理给出了多工

况、载荷不确定条件下结构柔度均值与方差计算方

法；

(2)给出了多工况、载荷不确定条件下结构目标

函数灵敏度分析方法和结构拓扑优化算法；

(3)应用两个数值算例验证了算法的稳定性和有

效性；

(4)研究表明，随着标准差权重 α的增加，标准

差在目标函数中的作用增强，均值的作用降低.

致谢 衷心感谢瑞典皇家理工学院的 Krister Svanberg

教授提供移动渐近线法 (MMA) 的代码.
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ROBUST TOPOLOGY OPTIMIZATION DESIGN OF STRUCTURES WITH

MULTIPLE-UNCERTAINTY LOAD CASES

Fu Zhifang∗,1) Zhao Junpeng∗ Wang Chunjie∗,†
∗(School of Mechanical Engineering and Automation，Beihang University，Beijing100191，China)

†(State Key Laboratory of Virtual Reality Technology and Systems，Beihang University，Beijing100191，China)

Abstract The uncertainties existed in practical applications have great effect on the performance of structures, so it

is necessary to introduce uncertainty in structural conceptual design. Robust topology optimization under multiple load

cases with uncertainty was studied, where the magnitude and direction of each load are treated as random variables and

their probability density functions are given. The weighted sum of the mean and standard deviation of the structural

compliance is minimized. According to the superposition principle of linear theory, computational method for expected

and variance of structural compliance was proposed. Sensitivity analysis method was developed based on the expressions

of the expected and variance of compliance. For 2D structure withM load cases, the expected compliance and variance

of structures as well as sensitivity information can be obtained for each load case, and then the object function as well

as sensitivity can be achieved readily. In each load case, the expected compliance and variance of structures as well as

sensitivity information can be obtained by solving the equilibrium equation under 2n deterministic load cases, wheren

is the number of uncertain loads. Algorithm of structural robust topology optimization to minimize the weighted sum of

expectation and standard deviation of compliance under the constraint on the material volume was proposed and verified

by numerical examples. The numerical examples also demonstrated the robustness of topology optimization results under

multiple load cases with uncertainties. The proposed algorithm can be readily generalized into 3D cases.

Key words uncertainty，multiple load cases，topology optimization，probabilistic approach，robust
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