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研究论文

环形薄板二维驻波的研究
1)

方奕忠 2) 王 钢 沈 韩 3) 崔新图 廖德驹 冯饶慧

(中山大学物理科学与工程技术学院,广州 510275)

摘要 在理论上和实验上对环形薄板二维驻波波节图形 (克拉尼图形)进行了研究.通过在极坐标下对垂直板面

方向小振动方程进行分离变量,求解出环形薄板小振动方程在外边界悬空时分别在两种内边界条件,即内边界

悬空和内边界简支下的解析解的简正模式,并计算了在第一种边条件下几种共振模式的径向波速近似值,以及

两种边条件下的圆形驻波波节线的半径和薄板的弹性模量.发现通过调节环形薄板上点振动源的频率，可精确

控制薄板上出现的克拉尼图形.实验上观察到了仅有圆形波节线,仅有辐射状波节线,以及两种波节线同时存在

3种简正模式的情形，且波节线的数量可严格控制.理论结果跟实验符合得很好.
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引 言

18世纪后期,克拉尼在一个水平放置的上面撒

有稀薄沙粒的薄金属平板的边缘用小提琴弓进行上

下拉锯以产生小振动,发现细沙会聚集到驻波波节线

上形成对称性的图形,现称为克拉尼图形 [1] .此后，

对克拉尼图形的研究在理论上和实验上都有重要的

进展和应用 [2-6].若所用的细沙研制得象粉末一样很

细很轻,则细沙还会聚集在波腹上而不是在波节上,

形成所谓的逆向克拉尼图形,又称法拉第堆 [7](或克

拉尼堆 [8]). 根据瑞利的记载 [9] ,泊松理论上计算了

圆形薄板的低频端克拉尼图形的前几个圆形波节线

的半径,萨伐尔在实验上进行了一系列的观测,证实

了理论跟实验非常吻合.到目前为止,对克拉尼图形

的研究多限于方形薄板 [10]、圆形薄板 [9,11]、小提琴

形薄板 [12]或体育场形状薄板 [6,12]等模型,且除了我

们的工作 [10-11] 外其他仅限于中低频. 上世纪末,文

献 [13-15]对弹性地基下环形薄板的振动问题的求解

作了一些探讨,但其工作是纯理论性的,且其所做的

数值计算也是非常初步的,只求出了相当于最前面的

几个简正模式解对应的本征值.对圆形薄板的振动还

有其他研究 [16],但对环形薄板的高低频段的克拉尼

图形的研究无论理论上和实验上都未见报道. 在通

常的弹性力学和理论声学教科书或参考书 [17-19]中,

对薄板的小振动通常只求解部分边界卡住 (固定边

条件)、部分边界弹性支承和弹性固定或部分边界简

单支承 (或铰链支承) 的情形, 很少求解全部边界悬

空 (即自由边条件) 的情形, 即使有也仅限于中低频

段 [9,12],即 f < 6 kHz.全部边界悬空的情形下求解比

较困难,需进行数值计算.

本文针对环形薄板的小振动偏微分方程，拟参

照圆形薄板的情形 [9]，采用极坐标系将方程分离变

量，并可将方程的阶数从四阶降为二阶，分别求解在

内边界悬空和内边界简支两种边条件下的解析解，

并将数值计算的结果和实验进行比较.

1 理论模型及方程的解

考虑一块水平放置的内外半径分别为 a和 b的

环形黄铜薄板,其质量均匀分布,厚度为 2h(h � a).

薄板上有一振动源,可以某一恒定圆频率 ω0 = 2π f

垂直板面作竖向简谐振动.若将振动源看成是点源，
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则可严格求解薄板振动方程的简正模式及薄板发生

共振时驻波波节线的位置和半径.

假定薄板的体密度为 ρ,弹性模量 (杨氏模量)为

Y. 设其传播竖向的简谐小振动的相速度的径向分

量为 u,则 u通常与板上的位置有关. 取环的中心为

坐标原点, (x, y) 点处 t 时刻的竖向振动位移 (挠度)

为 η(x, y, t) (取静止时的位移为 0),则 η 满足以下方

程 [17,20]

∇4η +
1
c2

∂2η

∂t2
= 0 (1)

其中，∇4 = ∇2∇2, ∇2 为拉普拉斯算符, c为常数,满

足 1/c2 = 3ρ(1 − µ2)/(Yh2), µ是泊松比. 对大多数材

料, µ约为 0.25∼ 0.33.类似参考文献 [17],为了研究

板的简谐振动,取极坐标系 (r, θ),令 η = Z(r, θ)e−iωt,

则 Z满足的微分方程可写为

(∇2 − k2)(∇2 + k2)Z = 0 (2)

其中

k4 =
ω2

c2
(3)

方程 (2)的解的简正模式为

Z = H(r)Φ(θ) =

[AJm(kr) + BYm(kr) + CIm(kr) + DKm(kr)]·

[Rcos(mθ) + T sin(mθ)] (4)

其中

H(r) = AJm(kr) + BYm(kr) + CIm(kr) + DKm(kr) (5)

Φ(θ) = Rcos(mθ) + T sin(mθ) (6)

Jm(kr), Ym(kr), Im(kr)和 Km(kr)分别为 m阶贝塞耳函

数、m阶诺埃曼函数、第 1类 m阶变形贝塞耳函数

和第 2类 m阶变形贝塞耳函数. Im(kr) 和 Km(kr) 分

别满足 Im(x) = i−mJm(ix)，Km(x) = (π/2) · im+1[Jm(ix) +

iYm(ix)],这里m = 0,1,2, · · · .式 (5)和式 (6)中的系数

A, B,C,D,R,T 待定. 对于确定的频率 f ,若边条件确

定,则式 (4)中的 B/A,C/A,D/A及 k可完全确定.

2 环内外边界均悬空

设环形薄板的固定支撑点与环心距离为 d, 有

a < d < b, 环的内外边界悬空. 则 Z 在边界 r = a,

b处的弯曲力矩 Mr、扭转力矩 Mrt及竖向剪力 Qr 均

为 0,而连续分布的扭矩Mrt静力上等效于剪力
∂Mrt

r∂θ
,

则环形薄板振动方程满足边条件 [18]

Mr |r=a,b = 0 (7)

(
Qr +

∂Mrt

r∂θ

)∣∣∣∣
r=a,b

= 0 (8)

其中

Mr = −E

[
∂2Z
∂r2

+ µ

(
1
r
∂Z
∂r

+
1
r2

∂2Z
∂θ2

)]
(9)

Mrt = −E(1− µ)

(
1
r
∂2Z
∂r∂θ

− 1
r2

∂Z
∂θ

)
(10)

Qr = −E
(
∇2Z

)
= −E

∂

∂r

(
1
r
∂

∂r
r
∂Z
∂r

+
1
r2

∂2Z
∂θ2

)
(11)

E是薄板的抗挠刚度, E = 2hρc2; 对于黄铜,泊松比

µ = 0.324.由式 (7)和式 (9)可得

[
∂2Z
∂r2

+ µ

(
1
r
∂Z
∂r

+
1
r2

∂2Z
∂θ2

)] ∣∣∣∣∣∣
r=a,b

= 0 (12)

由式 (8)、式 (10)和式 (11)可得

[
∂

∂r

(
1
r
∂

∂r
r
∂Z
∂r

)
+
∂

∂r

(
1
r2

∂2Z
∂θ2

)
+

(1− µ)

(
1
r2

∂3Z
∂r∂θ2

− 1
r3

∂2Z
∂θ2

)] ∣∣∣∣∣∣
r=a,b

= 0 (13)

把方程 (2)的解式 (4)代入式 (12),得

α1(a) + β1(a) · B
A

+ γ1(a) · C
A

+ δ1(a) · D
A

= 0 (14)

α1(b) + β1(b) · B
A

+ γ1(b) · C
A

+ δ1(b) · D
A

= 0 (15)

其中

α1(xi) = k2J′′m(kxi) +
µk
xi

J′m(kxi) − µ · m2

x2
i

Jm(kxi) (16)

β1(xi) = k2Y′′m(kxi) +
µk
xi

Y′m(kxi) − µ · m2

x2
i

Ym(kxi) (17)

γ1(xi) = k2I′′m(kxi) +
µk
xi

I′m(kxi) − µ · m2

x2
i

Im(kxi) (18)

δ1(xi) = k2K′′m(kxi) +
µk
xi

K′m(kxi) − µ · m2

x2
i

Km(kxi) (19)

这里 i =1,2,对应 x1 = a, x2 = b,以下相同.

同样,把式 (4)代入式 (13),得

α2(a) + β2(a) · B
A

+ γ2(a) · C
A

+ δ2(a) · D
A

= 0 (20)

α2(b) + β2(b) · B
A

+ γ2(b) · C
A

+ δ2(b) · D
A

= 0 (21)

其中
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α2(xi) = k3J′′′m (kxi) +
k2

xi
J′′m(kxi) − k

x2
i

[
1 + (2− µ)m2

]
J′m(kxi) + (3− µ) · m3

x3
i

Jm(kxi) (22)

β2(xi) = k3Y′′′m (kxi) +
k2

xi
Y′′m(kxi) − k

x2
i

[
1 + (2− µ)m2

]
Y′m(kxi) + (3− µ) · m3

x3
i

Ym(kxi) (23)

γ2(xi) = k3I′′′m (kxi) +
k2

xi
I′′m(kxi) − k

x2
i

[
1 + (2− µ)m2

]
I′m(kxi) + (3− µ) · m3

x3
i

Im(kxi) (24)

δ2(xi) = k3K′′′m (kxi) +
k2

xi
K′′m(kxi) − k

x2
i

[
1 + (2− µ)m2

]
K′m(kxi) + (3− µ) · m3

x3
i

Km(kxi) (25)

由式 (14)、式 (15)、式 (20)和式 (21)可知,只要知道 k,即可解出 (B/A), (C/A)和 (D/A)分别为

D
A

=

[
α2(a)β2(b) − α2(b)β2(a)
γ2(a)β2(b) − γ2(b)β2(a)

− α1(a)β1(b) − α1(b)β1(a)
γ1(a)β1(b) − γ1(b)β1(a)

] / [
δ1(a)β1(b) − δ1(b)β1(a)
γ1(a)β1(b) − γ1(b)β1(a)

− δ2(a)β2(b) − δ2(b)β2(a)
γ2(a)β2(b) − γ2(b)β2(a)

]
=

[
α2(a)β1(b) − α1(b)β2(a)
γ1(b)β2(a) − γ2(a)β1(b)

− α1(a)β1(b) − α1(b)β1(a)
γ1(b)β1(a) − γ1(a)β1(b)

] / [
δ1(b)β2(a) − δ2(a)β1(b)
γ1(b)β2(a) − γ2(a)β1(b)

− δ1(b)β1(a) − δ1(a)β1(b)
γ1(b)β1(a) − γ1(a)β1(b)

]
(26)

C
A

=
α1(a)β1(b) − α1(b)β1(a)
γ1(b)β1(a) − γ1(a)β1(b)

− δ1(b)β1(a) − δ1(a)β1(b)
γ1(b)β1(a) − γ1(a)β1(b)

· D
A

(27)

B
A

= −α1(b)
β1(b)

− γ1(b)
β1(b)

· C
A
− δ1(b)
β1(b)

· D
A

(28)

实验时取 a = 4.0 cm, b = 12 cm, d = 5.0 cm.

由式 (26),通过数值计算, 可求出 k 对应于 m的第

n个正根 kmn, (n = 0,1,2, · · · ), 即可解出所有可能的
kmn. 为了方便, 对所有的 kmn 从小到大排列, 即取

km0 < km1 < km2 < · · · , 等. 例如对于 m = 16,可解

出 k16,0 = 1.106 01,k16,1 = 1.449 26,k16,2 = 1.889 58,

k16,3 = 2.226 21, k16,4 = 2.537 19, k16,5 = 2.835 11,

k16,6 = 3.124 06, k16,7 = 3.403 08, k16,8 = 3.667 55,

k16,9 = 3.924 66,k16,10 = 4.199 61,· · · , 注意 kmn的单

位为 cm−1(以下同).可见,对 m = 16,若令 r0 = 10 cm,

则有 kmnr0 = πβmn, βmn ≈ n + m/2− 5 (当 n比较大时),

注意这规律仅近似对 m = 16成立,对不同的 m有不

同的 r0取值和 βmn表达式,即对环形薄板,并没有与

圆形薄板相应的克拉尼定律 [9,21].

对于给定的 m,解出所有可能的 kmn后,就可根

据式 (3) 确定容许的简谐振动的频率, 即简正频率

ωmn或 fmn. 把解出的 kmn数值依次代回式 (26)∼ 式
(28),即可求出 D/A, C/A和 B/A. 再根据式 (4)，即可

得方程 (2)的简谐振动解的特征函数为

Zmn(r, θ) = (Rmncosmθ + Tmnsinmθ) ·
[
Jm(kmnr) +

Bmn

Amn
Ym(kmnr)+

Cmn

Amn
Im(kmnr) +

Dmn

Amn
Km(kmnr)

]
(29)

这里 A, B,C,D,R和 T 已加上与 kmn 相应的下标 m

和 n.

令 Zmn(r, θ) = 0,解出的 r (记为 rmnl) 和 θ 即分

别为此频率下的圆形波节线的半径和径向波节线的

角度,下标 l 表征了 r 的大小. 注意此时除了有若干

条以原点为圆心的圆形波节线外,还可有沿 r方向的

2m条均匀对称的辐射状波节线.这两种波节线可以

分别独立存在或同时存在.

表 1给出各种频率 fmn下当 ω0 = ωmn = 2π fmn时

的圆形波节线半径的理论值 rmnl和实验观察值 r ′mnl,

其中 c = ωmn
/
k2

mn, c为式 (1)中的系数，kmn即式 (3)

中的 k对应于 m, n的取值.可见理论值与实验值符

合得很好.

图 1为 fmn = 2.993 5 kHz时的环形薄板克拉尼

图形实测图,图 2为 m = 5, n = 4时根据式 (29)作出

的数值模拟图, 其中白色代表波节 (振幅为 0),颜色

越深振幅越大.可见两者符合得很好.

实验装置如图 3所示, 内外边界均悬空时需撤

去简支板，支撑杆固定在支撑点 P(d,0)处,其中 d =

5 cm.当 f < 800 Hz时,振源采用 PASCO公司的 SF-

9324型机械振动驱动器,此时支撑点 P即为振源,蜂

鸣片先撤去.当 f > 800 Hz时,撤去机械振动驱动器,

支撑杆不变,装上压电陶瓷蜂鸣片作为振源,由 DDC
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表 1 不同频率 fmn下圆形波节线半径 r 的理论计算值 rmnl与实验观测值 r ′mnl (l = 0,1,2, · · · )
Table 1 Comparison of radii of circular nodal lines in different frequenciesfmn between theoretical values

rmnl and experiment valuesr ′mnl (l = 0,1,2, · · · )

fmn/kHz 0.399 0 0.672 0 2.993 5 11.684 0 16.378 0

m,n m= 2,n = 0 m = 0,n = 1 m = 5,n = 4 m = 5,n = 8 m = 16,n = 6

rmn1/cm 9.78 6.04 6.15 4.49 6.74

r ′mn1/cm 9.40 6.00 5.90 4.20 6.65

rmn2/cm 10.32 8.85 5.69 8.12

r ′mn2/cm 10.20 8.95 5.20 8.10

rmn3/cm 11.20 6.92 9.37

r ′mn3/cm 11.00 6.80 9.50

rmn4/cm 8.12 10.54

r ′mn4/cm 8.20 10.65

rmn5/cm 9.32 11.61

r ′mn5/cm 9.40 11.60

rmn6/cm 10.50

r ′mn6/cm 10.60

rmn7/cm 11.60

r ′mn7/cm 11.70

kmn/cm−1 0.474 0.619 1.343 2.685 3.124

c/(m2·s−1) 1.114 1.102 1.043 1.018 1.054

umn/(m·s−1) — 57.5 140.7 275.7 350.5

图 1 频率为 2.993 5 kHz时的实测图 (m = 5, n = 4)

Fig. 1 Experiment result while frequency is 2.993 5 kHz

(m = 5, n = 4)

图 2 m = 5, n = 4时的数值模拟图

Fig. 2 Simulation result whilem = 5, n = 4

功率函数信号发生器驱动,此时振源位置和支撑点 P

的连线落在径线上,并分布在环形板圆心两边.由表

1可求出 c的平均值 c̄ = 1.066 m2/s,测出板的质量

密度 ρ = 8.59× 103 kg/m3, 厚度 2h = 9.70× 10−4 m,

由 Y = [3ρ(1 − µ2)c̄2]/h2 可求出黄铜板的弹性模量

Y = 1.11× 1011 kg/(m·s2),进一步求出 |cmax− cmin| /c̄ =

0.090,可见, c比较稳定,跟理论较为符合.另外,还可

根据 u = λ f ,对于频率 fmn,可估算出简谐波的径向

传播速度 (相速)的近似值 umn = λmnfmn,结果示于表

1的最后一行.显然,频率不同波速也不同,即薄板是

一种频散媒质,且泛音不成谐波关系.径向波速估算

方法如下,如 f = 11.684 kHz时,由表 1可算出两相

邻圆波节线之间的径向距离 δ ≈ 1.18 cm,故径向波

长 λ = 2δ ≈ 2.36 cm,径向波速 u = λ f ≈ 275.7 m/s,且

理论计算和实验数据表明 (见表 1),对于内外边界悬

空,当频率不太低时,相邻圆波节线之间的径向距离

δ的最大值和最小值相差甚小或基本一致,即 δ近似

与 rmnl中的 l 无关,只与 fmn有关,且 2π/λmn近似等

于 kmn. 与圆形薄板的情形 [9] 不同，对应于 n，环形

薄板并不恰好有 l = n个圆形波节线.图 4为简谐波
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图 3 克拉尼图形实验装置图

Fig. 3 Experiment setup for Chladni figure

图 4 简谐波的径向波速 umn与频率 fmn的依赖关系

Fig. 4 The relationship between radial harmonic wave velocity

and frequency

的径向波速 umn与频率 fmn的近似关系,其中实线为

根据 u =
√

2πc f 作出的拟合曲线 (取 c = c̄),三角形

点为根据表 1数据得到的实验点，可见两者基本符

合.

3 内边界简支、外边界悬空

内边界简单支承时,内边界条件为 [18]

Z|r=a = 0 (30)

Mr |r=a = 0 (31)

其中 Mr 由式 (9)给出,式 (31)等同于式 (12)中 r = a

的情形.

外边界悬空,等同于式 (12)和式 (13)中 r = b的

情形.于是,有

Jm(ka) +
B
A

Ym(ka) +
C
A

Im(ka) +
D
A

Km(ka) = 0 (32)

α1(a) + β1(a) · B
A

+ γ1(a) · C
A

+ δ1(a) · D
A

= 0 (33)

α1(b) + β1(b) · B
A

+ γ1(b) · C
A

+ δ1(b) · D
A

= 0 (34)

α2(b) + β2(b) · B
A

+ γ2(b) · C
A

+ δ2(b) · D
A

= 0 (35)

由式 (32)∼式 (35)联立,可解出

D
A

=

[
α2(b)Ym(ka) − β2(b)Jm(ka)
γ2(b)Ym(ka) − β2(b)Im(ka)

− α1(a)Ym(ka) − β1(a)Jm(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

] /

[
δ1(a)Ym(ka) − β1(a)Km(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

− δ2(b)Ym(ka) − β2(b)Km(ka)
γ2(b)Ym(ka) − β2(b)Im(ka)

]
=

[
α1(a)Ym(ka) − β1(a)Jm(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

− α1(b)Ym(ka) − β1(b)Jm(ka)
γ1(b)Ym(ka) − β1(b)Im(ka)

] /

[
δ1(b)Ym(ka) − β1(b)Km(ka)
γ1(b)Ym(ka) − β1(b)Im(ka)

− δ1(a)Ym(ka) − β1(a)Km(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

]
(36)

C
A

= −α1(a)Ym(ka) − β1(a)Jm(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

− D
A
· δ1(a)Ym(ka) − β1(a)Km(ka)
γ1(a)Ym(ka) − β1(a)Im(ka)

(37)

B
A

= − Jm(ka)
Ym(ka)

− C
A
· Im(ka)

Ym(ka)
− D

A
· Km(ka)

Ym(ka)
(38)

由式 (36),同样可求出 k对应于 m的第 n个根 kmn,

(n = 0, 1, 2, · · · ), 即可解出所有可能的 kmn. 类似

内外边界均悬空的情形,为了方便,对所有的 kmn从

小到大排列, 即取 km0 < km1 < km2 < · · · , 等. 例如

对于 m = 8,可解出 k8,0 = 0.750 058,k8,1 = 1.122 47,

k8,2 = 1.426 12,k8,3 = 1.726 11,k8,4 = 2.040 26,k8,5 =

2.372 74,k8,6 = 2.720 23,k8,7 = 3.078 49,k8,8 = 3.444 33,

k8,9 = 3.815 58,k8,10 = 4.191 15,· · · .此可见，对 m = 8,

若令 r0 = 8 cm,则有 kmnr0 = πβmn, βmn ≈ n + (m/2)− 3

(当 n比较大时),这规律仅近似对 m = 8成立,对不

同的 m有不同的 r0取值和 βmn表达式,即此时的环

形薄板同样没有与圆形薄板相应的克拉尼定律 [9,21].
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把解出的 kmn依次代入式 (36)、式 (37)和式 (38)，即

可求出 D/A, C/A和 B/A.再根据式 (4)，即得方程 (2)

的简谐振动解的特征函数为

Zmn(r, θ) = (Rmncosmθ + Tmnsinmθ) ·
[
Jm(kmnr) +

Bmn

Amn
Ym(kmnr)+

Cmn

Amn
Im(kmnr) +

Dmn

Amn
Km(kmnr)

]
(39)

这里标记的处理同式 (29),即 A, B,C,D,R和 T

已加上与 kmn相应的下标 m和 n.

令 Zmn(r, θ) = 0，解出的 r (记为 rmnl)和 θ 即分

别为此 kmn下的圆形波节线的半径和径向波节线的

角度, 注意此时除了有若干条以原点为圆心的圆形

波节线外,还有沿 r 方向的 2m条均匀对称的辐射状

波节线.

实验装置如图 3所示，支撑杆由固定在 P点改

为固定在简支板的支撑点 P1处，环形薄板内边界由

圆形简支板简单支承，撤去机械振动驱动器，装上

压电陶瓷蜂鸣片作为振源. 表 2给出几种 fmn下当

ω0 = ωmn = 2π fmn时的圆形波节线半径的理论计算

值 rmnl和实验观察值 r ′mnl,以及相应的 kmn的值.由表

2可见,理论值与实验值也符合得很好.求出 c的平均

值 c̄ = 1.048 m2/s,进一步求出 |cmax− cmin| /c̄ = 0.015,

可见 c也比较稳定, 且表 2中的 c值与表 1中的 c

值相符合, 这是因为实验采用的是同一块环形黄铜

薄板,其弹性模量和密度等参数相同,只是边条件不

同.由表 2知对不同的半径,径向波矢 (或波长)的变

化比较大,故与内、外边界均悬空时不同,内边界简

支、外边界悬空时的径向波长 λmn和径向波速 umn与

半径 rmnl中的 l 有关. 同样地，对应于 n并不恰好有

l = n个圆形波节线.

表 2 不同频率 fmn下圆形波节线半径 r 的理论计算值 rmnl与实验观测值 r ′mnl (l = 0,1,2, · · · )
Table 2 Comparison of radii of circular nodal lines in different frequenciesfmn between theoretical values

rmnl and experiment valuesr ′mnl (l = 0,1,2, · · · )

fmn/kHz 1.755 3 2.903 8 3.393 1 3.915 3 14.356 0

m,n m= 7,n = 1 m = 7,n = 2 m = 8,n = 2 m = 9,n = 2 m = 20,n = 3

rmn1/cm 4.00 4.00 4.00 4.00 4.00

r ′mn1/cm 5.00 4.60 4.50 4.80 5.20

rmn2/cm 10.70 8.44 8.60 8.75 8.71

r ′mn2/cm 10.65 8.80 8.80 8.90 8.75

rmn3/cm 11.10 11.15 11.18 9.30

r ′mn3/cm 11.20 11.00 11.15 10.40

kmn/cm−1 1.023 1.326 1.426 1.528 2.936

c/(m2·s−1) 1.053 1.038 1.048 1.054 1.047

图 5为 fmn = 3.915 3 kHz时的实验结果,图 6为

m = 9和 n = 2时根据式 (39)作出的数值模拟图,其

中白色代表波节 (振幅为 0),颜色越深振幅越大.可

见图 5跟图 6符合得很好.由前面的分析知,同样泛

音不成谐波关系.

4 分析与讨论

下面讨论支撑点与振源的影响. 假定振源是集

中在点
(
r ′0, θ0

)
以角频率 ω作简谐振动的点源,则稳

态运动由格林函数G给出 [17], G是方程

∇4G − k4G =
1
r
δ
(
r − r ′0

)
δ (θ − θ0) (40)

的解,内、外边界均悬空且 f > 800 Hz时支撑点要求

G|r=d,θ=0 = 0 (41)

图 5 频率为 3.915 3 kHz时的实测图 (m = 9, n = 2)

Fig. 5 Experiment result while frequency is 3.915 3 kHz

(m = 9, n = 2)
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图 6 m = 9, n = 2时的数值模拟图

Fig. 6 Simulation result whilem = 9, n = 2

显然方程 (40)的解 G自动满足式 (41). 由文献 [17]

中的公式知,若把 G按式 (29)或式 (39)的特性函数

Zmn作广义傅里叶展开,则G可表示为

Gω

(
rθ|r ′0θ0

)
=

1
π

(
b2 − a2

)
∑

m,n

Zmn(r, θ)Zmn(r ′0, θ0)

Λmn(k4
mn− k4)

(42)

其中 k由式 (3)给出,注意此时的 k一般情况下并不

等于波矢的径向分量, π
(
b2 − a2

)
Λmn为类似于文献

[17]中公式的归一因子.显然由式 (42)知,当 k = kmn

(即 ω = ω0 = ωmn)时,可发生共振,相应的驻波波节

线由 Zmn(r, θ) = 0给出,此即前面的分析.

5 结 论

本文讨论了两种边条件下环形薄铜板的二维振

动解及其驻波模型.当内外边界悬空时,此时若振源

与支撑点重合, (1)振源频率很小 (只有几十赫兹)时,

只有径向波节线或其他对称形状 (例如 “ Ψ ” 形状)波

节线而没有圆形波节线; (2)当振源频率到达某一适

当频率时,可以有m = 0从而只有圆形波节线而无辐

射状波节线,当然也可以 m , 0. 当振源与支撑点不

重合时,一般情况下, m , 0,克拉尼图形中圆形波节

线和辐射状波节线通常都同时存在. 在以上 3种情

况下,只要振源和支撑点位置确定,适当调节振源到

某一频率,则波节线的位置及数目可完全确定,且实

验值跟理论值符合得很好. 而当内边界简支外边界

悬空时,只要频率恰当,也可出现 m = 0或 m , 0这

两种情况,此时无论频率如何,圆形波节线不少于一

条 (即内圆边界),并且理论与实验相符合.由于薄板

所受的重力和内摩擦力及不均匀性以及细沙的质量

没有考虑等原因, 部分圆形波节线半径的理论值跟

实验值有少量偏差.

从应用的角度来看,用本文的方法确定式 (3)中

的常数 c (或弹性模量 Y),以及式 (29)或式 (39)中的

kmn,即可由式 (3)求出容许的自然频率 ωmn (或 fmn),

其中最低自然频率 f00最为重要.因为共振现象是振

动系统 (如汽车的板件、飞机的机翼、大楼的楼盖等)

中最危险的现象, 它可以造成系统结构的破坏或断

裂.故在设计时若避开这些共振频率,可在一定程度

下避免这些破坏的发生, 同时这也给出了测量正在

发生共振的薄板的振动频率的一种简单方法, 即只

要数出 m和 n,量出波节线的位置 (如 rmnl)既可,而

对于某些不能承受剧烈振动的零部件或配件可将其

安装在波节线的位置上.

总的来说, 以上对高频段的讨论都以压电陶瓷

蜂鸣片作为振源.若遇其他振源,对受迫振动的研究

还有其他方法 [22]. 最近,对压电晶体片或压电金属

板的振动也有了一些探究 [23-24],相信采用高频振源

来进行振动的研究将越来越普遍.
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THE RESEARCH OF 2-DIMENSIONAL STANDING WAVES ON ANNULAR PLATE 1)

Fang Yizhong2) Wang Gang Shen Han3) Cui Xintu Liao Deju Feng Raohui
(School of Physics and Engineering，Sun Yat-sen University，Guangzhou510275，China)

Abstract The analytical solution of Chladni figures on a thin metal plate is a difficult problem in theoretical acoustics.

The problem can be solved quite completely if the plate is circular or rectangular and the vibration frequency is low，but

the solution becomes rather difficult if the plate is annular and the frequency is high. In this paper, the two-dimensional

standing waves on an annular plate (Chladni figures) are investigated both experimentally and theoretically at two kinds of

boundary conditions，the free outer edge with simply supported inner edge and both free edges，respectively. It is found

that the Chladni figures can be precisely controlled by adjusting the vibrating frequency and position of the vibration

source. Three kinds of patterns have been observed, only having circular nodal lines, only having radial nodal lines, and

having both of the two kinds of nodal lines, distinguishedly. Furthermore, the approximate radial wave velocities, the

radii of standing wave nodal circles in different frequencies, and the elastic modulus of the plate are also obtained. The

results of experiments well correspond with those from the analytical solutions.

Key words standing waves, Bessel functions, Chladni figures, annular plate
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