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气体动理学统一算法的隐式方法研究
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摘要 目前的气体动理学统一算法 (unified gas kinetic scheme,简称 UGKS)在求解高速流动问题时的计算效率,

难以满足求解复杂工程问题的需求. 为了提高该算法的计算效率,本文对模型方程的对流项和碰撞项进行了隐

式处理,并针对 UGKS界面通量与演化时间相关的特点,引入了演化时间平均界面通量,通过对控制方程矩阵进

行近似 LU 分解 (lower-upper decomposition),实现了隐式 UGKS.不同来流马赫数的圆柱绕流算例测试表明,只

要演化时间选取得当,隐式方法可以得到与显式方法完全相同的结果,且计算效率可以提高 1∼2个量级.
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引 言

当标识流动稀薄程度的努森数较大时, 连续性

假设失效. 研究者常常通过求解玻尔兹曼模型方程

来获得飞行器的气动特性.在这一过程中,不可避免

的需要对相空间进行离散,在高速流动中,相空间需

要布置较多的点数才能保证计算结果的精度及可靠

性. 为了降低计算量,可以减少相空间网格规模,最

直接的方法就是采用网格自适应. Yu [1] , Chen等 [2] ,

Arslanbekov等 [3] , Baranger等 [4] 都完成了此类方法

的实现及验证. 但是相空间网格自适应的缺点是网

格丧失了结构化特征, 因而导致数据存储结构以及

程序实现的复杂化.

实际上,对于定常问题来说,目前常用的采用非

定常计算逼近定常结果的方法是非常不经济的. 因

而有必要借鉴传统CFD (computational fluid dynamics)

技术中常用的如 LUSGS [5] (lower-upper symmetric-

Gauss-Seidel)等隐式方法来加速收敛,以降低计算成

本,提高计算效率. Yang等 [6]在结构网格上实现了隐

式求解玻尔兹曼模型方程, 在求解过程中采用了近

似 LU 分解,且对源项的雅可比矩阵进行了近似,不

过没有见到隐式方法加速收敛的报道. 毕林 [7] 采用

隐式 NND (non-oscillatory and non-free-parameters dis-

sipative)格式对模型方程进行数值离散,构造了求解

二维问题的气体运动论格式, 并开展了二维内流动

问题气体运动论隐式格式应用研究. 王强等 [8-9] 采

用隐式通量修正二阶迎风总变差减小 (total variation

diminishing, TVD)格式差分求解模型方程,并通过超

声速圆柱算例验证了算法的有效性. Titarev等 [10-11]

提出了在非结构网格上的隐式方法,对模型方程源项

中的生成项和消失项分别进行显式和半隐式化处理,

针对有限长管道流动给出了显式和隐式方法在残差

收敛方面的比较, 完成了三维复杂再入外形超声速

外流常的计算.

以上隐式处理都是基于直接离散求解玻尔兹曼

模型方程的方法进行的. 香港科技大学徐昆 [2,12-15]

没有采用传统的 CFD技术直接离散求解模型方程,

而是采用玻尔兹曼方程的模型演化解, 基于离散空

间直接建模构造得到了适用于全流域流动的 UGKS

(unified gas kinetic scheme)方法. 到目前为止,尚未看

到隐式 UGKS的相关报道.
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不过,在连续流域,同样基于模型方程演化解的

GKS (gas kinetic scheme)方法 [15-16]的隐式处理方面

已经有研究者做了不少工作.在超声速/高超声速流

动的应用研究中, 利用 LUSGS方法, 毛枚良等 [17],

Xu 等 [18] 通过引入时间平均的通量函数, 构造了隐

式 GKS方法. Jiang[19] 采用隐式 GKS方法完成了跨

音速翼身组合体外形黏性流场的模拟. Li等 [20]在非

结构网格上对GKS进行拓展完成了无黏高温平衡流

动的模拟. 江定武等 [21] 对隐式 GKS方法中演化时

间步长的选取进行了较为仔细的研究.

本文在之前隐式 GKS方法研究的基础上,结合

UGKS的特点,采用近似 LU分解,实现了隐式 UGKS

算法.通过不同来流马赫数下的圆柱算例,比较了隐

式和显式方法在残差和气动力收敛等方面的表现,考

察了隐式加速收敛效果. 并将圆柱和尖楔计算结果

与著名的 DSMC (direct simulation Monte Carlo)模拟

软件 DS2V [22] 的计算结果进行比对,进一步考察了

算法的精度和有效性.

1 UGKS方法及其隐式实现

本文研究基于 Shakhov模型方程, 二维情形下,

无量纲化以后可以写为 [23]

ft + u fx + v fy =
f + − f
τ

(1)

该方程修正了标准形式的 BGK (Bhatnagar–Gross–

Krook)方程得不到正确普朗特数的缺陷.其中 f 为

粒子热运动分布函数,它是空间坐标 x, y,时间 t,粒

子速度 u, v以及内自由度 ξ的函数,碰撞时间 τ与黏

性和热传导系数有关. f +可以表示为

f + = fM + f ++

式中, fM 是麦克斯韦平衡态分布函数

fM = ρ
(
λ

π

)(K+2)/2

exp

{
− λ

[
(u− U)2 + (v− V)2 + ξ2

] }

其中, ξ2 = ξ2
1 + ξ2

2 + · · · + ξ2
K . 对本文研究的单原子气

体而言: 内自由度为 0,总自由度 K = 1代表了 z方

向上的粒子运动. f ++的表达式参见文献 [23].

单元界面通量可以表示为

∫∫∫
un fp



1

u

v
1
2

(u2 + v2 + ξ2)


dudvdξ =

∫∫
g



1

u

v
1
2

(u2 + v2)


undudv +

1
2

∫∫


0

0

0

h


undudv

其中 un 和 fp 分别为垂直于单元界面的粒子速度以

及单元界面上的粒子分布函数, fp(t)的具体表达式可

以参考文献 [12]. g和 h是为了减少计算和存储量而

引入的约化分布函数.

以 g为例说明隐式方法的实现步骤. 网格单元

(i, j)相空间点 ul,m = (ul , vm)上 g的控制方程

∂gn
i, j,l,m

∂t
+ ul

∂gn
i, j,l,m

∂x
+ vm

∂gn
i, j,l,m

∂y
=

(g+
i, j,l,m − gi, j,l,m)

τn
(2)

令 ∆g = gn+1 − gn, ∆t = tn+1 − tn,则隐式推进方法

为

(1 + ∆t/τn + ∆t · ul,m∇)(∆g)l,m = ∆t · Ln
i, j,l,m

Ln
i, j,l,m = −ul,m∇gn

l,m + Jn
l,m =

−ul

∂gn
l,m

∂x
− vm

∂gn
l,m

∂y
+

g+ − g
τn

=

−R+
g+ − g
τn

(3)

式中, R是对演化时间进行平均得到的单元通量,可

以表示为

R =

∫ ∆T

0

4∑

ii=1

ungp(t)d t

∆T
(4)

其中 un = ul,m · nii , nii 为结构网格第 ii 条边的单位外

法向.演化时间步长 ∆T与隐式算法推进时间步长 ∆t

并不是完全一样的. 经过数值试验之后本文给出了

∆T选取的一个原则

∆T < ∆tmin/CFL = ∆Tref (5)

其中 ∆tmin是由 CFL确定的全场最小时间步长.

式 (3)可以进一步写为

(1 + ∆t/τn)(∆g)i, j,l,m +
∆t∣∣∣Vi, j

∣∣∣
4∑

ii=1

(ul,m · nii ) ·
∣∣∣Si, j,ii

∣∣∣ ·



824 力 学 学 报 2015年 第 47 卷

FF((∆g)i, j,l,m, (∆g)i1, j1,l,m) =

∆t · Ln
i, j,l,m (6)

其中下标 (i1, j1)代表与 (i, j)单元共用第 ii 条边的那

个网格单元.

FF((∆g)i, j,l,m, (∆g)i1, j1,l,m) =

1
2

((∆g)i, j,l,m + (∆g)i1, j1,l,m)+

1
2

sign(ul,m · nii )((∆g)i, j,l,m − (∆g)i1, j1,l,m)

上式带入式 (6),整理后得到

(∆g)i, j,l,m +
∑

ii=1,2,3,4

∆t · zi, j,l,m · (∆g)i1, j1,l,m =

∆t
λi, j,l,m

· Ln
i, j,l,m (7)

其中

λi, j,l,m = 1 + ∆t/τn + ∆t · bi, j,l,m, zi, j, j,m =
ci, j,l,m

λi, j,l,m

bi, j,l,m =

4∑

ii=1

(ul,m · nii ) · (1 + sign(ul,m · nii ))

∣∣∣Si, j,ii

∣∣∣
2
∣∣∣Vi, j

∣∣∣

ci, j,l,m = (ul,m · nii ) · (1− sign(ul,m · nii ))

∣∣∣Si, j,ii

∣∣∣
2
∣∣∣Vi, j

∣∣∣

式 (7)写成矩阵形式

(I + ∆t · Z l,m) · (∆g)l,m = ∆t · Λ−1
l,m · Ln

l,m

(∆g)l,m =


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· · ·
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
, Ln

l,m =


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Ln
2,1,l,m

· · ·
Ln

NI−1,NJ−1,l,m



Λl,m =



λ1,1,l,m 0 · · · 0

0 λ2,1,l,m · · · 0

0 0 · · · 0

0 0 · · · λNI−1,NJ−1,l,m


(8)

其中, NI和 NJ分别为结构网格 i和 j方向上的点数.

对 (I + ∆t · Z l,m)进行近似 LU分解得到

I + ∆t · Z l,m = L l,m · Ul,m + O(∆t2)

L l,m和 Ul,m都是标量三对角矩阵

其中

lpq =


∆t · zpq, p < q

0, p > q

upq =


0, p < q

∆t · zpq, p > q

lpp = upp = 1

隐式方法的最终形式为

L l,m · Ul,m · (∆g)l,m = ∆t · Λ−1
l,m · Ln

l,m (9)

通过在结构网格中进行前后两次扫描迭代, 可

以得到 (∆g)l,m,进而可以得到 n + 1时刻的 gl,m. hl,m

可以类似地得到.有了 n + 1时刻的 gl,m和 hl,m,即可

通过对约化分布函数求积分得到 n+1时刻的宏观变

量.

本文的研究中还对原始的 UGKS中采用传统的

离散速度坐标法导致的相容性条件得不到严格满足

的缺点进行了修正.具体做法 [24]为,假定

f + = f +(ρ′,U′,V′, λ′,q′x,q
′
y)

采用牛顿迭代法求解式 (10)

∑
f +ψT

2 −
(
ρ, ρU, ρV, ρE,qx,qy

)T
=

(
0,0,0,0,−2/3qx,−2/3qy

)T
(10)

在这一离散形式的 f + 下,宏观量的守恒性得到

严格满足,此即为守恒型离散速度坐标法.

2 数值结果

首先给出演化时间选取的相关结果.来流条件:

M∞ = 5.0,基于圆柱半径的努森数 Kn∞ = 0.01. 数

值试验表明, 如果演化时间步长大于 ∆Tref 的话, 二

阶格式的计算是不稳定的, 壁面反射粒子密度极易

出现小于 0的情况导致计算无法进行. 同时研究了

相同的 CFL条件下,不同的演化时间步长对计算结

果的影响, 共计完成了 4 个算例的计算比较. 分别

为 [CFL = 5.0, 0.2x], [CFL = 5.0, 0.1x], [CFL = 5.0,

0.02x], [CFL = 5.0, 0.002x]. 各个算例以 [CFL = a,

bx]表示,其中 ‘b’ 表示演化时间步长取 ‘b’ 倍的全场

最小时间步长. 结果显示, 4个算例壁面上的压力、

热流和应力分布相差不超过 0.1%.图 1给出了计算

收敛之后驻点线第二层网格界面上密度通量随演化

时间的变化. 图 2给出了时间平均的密度通量随演

化时间的变化.可以看出,尽管几个算例中界面演化

时间不同, 导致计算收敛以后密度通量的分布曲线

差别较大, 但是达到收敛以后指定界面上的时间平
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均通量是一致的. 而这个时间平均的通量正是我们

在做隐式迭代时用到的. 也就是说, UGKS中界面通

量分布函数构造中蕴含的动理学机制是合理有效的,

只要演化时间满足小于 ∆Tref 的条件,最终收敛的结

果基本不受演化时间步长大小的影响.

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.00 1.0 2.0 3.0

fl
u
x
 (

1
)

4.0

15

10

5

0

Τ10
↩3

CFL5.0, 0.2x
CFL5.0, 0.1x
CFL5.0, 0.02x
CFL5.0, 0.002x

t/DTref

M = 5

Kn = 0.01

图 1 计算收敛以后驻点线上第二层网格界面上

密度通量随演化时间的变化

Fig. 1 The time-dependent flux of density on the second

interface along the stagnation line
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图 2 计算收敛以后驻点线上第二层网格界面上时间

平均的密度通量随演化时间的变化

Fig. 2 The time-averaged flux of density on the second

interface along the stagnation line

第一个测试算例为单原子氩气圆柱绕流, 计算

条件为: M∞ = 1.8, 5.0, 10,基于圆柱半径的努森数

Kn∞ = 0.001, 0.01, 0.1, 1.0.

图 3和图 4分别给出了来流马赫数 5,努森数 0.1

和 1.0时不同网格下圆柱表面应力分布.共计采用了

5 套网格, 图中以网格距离壁面最小间距进行标识.

可以看出,法向网格间距小到一定程度之后,应力不

再变化,即得到了网格收敛解.热流的变化规律与应

力类似, 而壁面压力分布对法向网格间距不太敏感

(篇幅所限,没有示出).
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图 3 不同网格下圆柱表面应力分布

Fig. 3 Stress on the solid surface
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图 4 不同网格下圆柱表面应力分布

Fig. 4 Stress on the solid surface

下面研究隐式加速收敛效果时, Kn = 1.0所用网

格壁面最小间距 0.018 4,Kn 6 0.1所用网格壁面最小

间距 0.001.图 5和图 6给出了来流马赫数 5时显式

和隐式计算得到的圆柱阻力和残差的收敛历程.

表 1给出了显式和隐式计算收敛所需迭代步数

比较. 表中迭代所需步数的选取以最后一次与最终

收敛结果相差 0.1%时的步数为准.实际计算中发现,
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表 1 显式和隐式计算收敛所需迭代步数比较

Table 1 Comparison of iteration steps for

the explicit and implicit methods

Ma Kn Explict Implicit Speed up ratio

1.8 0.01 400 908 4 875 80.63

5 0.001 462 660 37 400 12.13

5 0.01 502 450 5 800 84.93

5 0.1 463 500 3 500 129.83

5 1.0 27 515 3 180 8.48

10 0.01 505 900 4 645 106.78
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图 5 阻力和残差收敛历程

Fig. 5 Convergent histories of the drag coefficient and residual

隐式方法单步计算时间比显式方法的仅多 2%左右.

因而隐式计算加速比约为显式迭代步数除以隐式迭

代步数再除以 1.02.可以看出,隐式计算加速比介于

8∼130,具体加速多少还与采用网格的最小间距以及

来流条件有关. 针对图 5和图 6两个算例,如果以残

差不再单调下降作为收敛标准的话, 对应的加速比

分别为 15和 22.5.
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图 6 阻力和残差收敛历程

Fig. 6 Convergent histories of the drag coefficient and residual

图 7给出了努森数 0.01时圆柱压力分布.图 8∼
图 10分别是壁面压力、热流以及应力与 DS2V对比

的结果.可以看出,二者吻合很好.
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图 7 圆柱算例,压力分布

Fig. 7 Pressure contour around the cylinder
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图 8 圆柱表面压力比较

Fig. 8 Pressure distribution on the cylinder wall
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图 9 圆柱表面热流比较

Fig. 9 Heat flux on the cylinder wall
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图 10 圆柱表面应力比较

Fig. 10 Stress distribution on the cylinder wall

另一个算例为尖楔绕流,与 Liu [25] 考核 GRASP

(generalized rarefied gas simulation package)软件时相

同,计算条件为: 氩气, M∞ = 10.0,基于尖楔底部长

度 (0.2 m)的努森数 Kn∞ = 0.05,攻角 10◦,来流温度

200 K,壁面温度 300 K.

图 11给出了空间压力分布.图 12∼图 14分别是

上下壁面压力、热流以及应力与 DS2V对比的结果.

可以看出,二者吻合良好.需要指出的是,此算例中,

UGKS在相空间采用了 61×61的网格,能够在较小规

模的网格上得到合理可信的结果得益于采用了守恒

性离散速度坐标法 [24].
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图 11 尖楔算例,压力分布

Fig. 11 Pressure contour around the wedge
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图 12 尖楔表面压力比较

Fig. 12 Pressure distribution on the wedge wall
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图 13 尖楔表面热流比较

Fig. 13 Heat flux on the wedge wall
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图 14 尖楔表面应力比较

Fig. 14 Stress distribution on the wedge wall

3 结 论

本文采用近似 LU分解方法,实现了对结构化网

格下 UGKS程序的隐式改造, 考察了隐式方法的加

速收敛效果. 并完成了圆柱和尖楔算例与 DS2V计

算结果的比较,得到以下结论:

(1) 对高速流动定常问题, 隐式 UGKS 具有明

显的加速收敛效果,与显式方法相比,计算效率提高

1∼2个量级;

(2)UGKS与 DS2V在高超声速圆柱和尖楔上的

计算结果高度吻合, 进一步验证了隐式方法实现的

正确性以及 UGKS方法在模拟高超声速流动中良好

的精度.

在计算中发现当来流努森数较小时, 尽管隐式

方法较显式方法还具有很好的加速效果,但是收敛速

度存在变慢的趋势.因此,将继续开展隐式处理方法

的研究,解决在低努森数下的计算效率下降的问题,

为算法在三维复杂外形多流域共存问题上的应用奠

定基础.
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STUDY ON IMPLICIT IMPLEMENTATION OF THE UNIFIED GAS KINETIC SCHEME 1)

Mao Meiliang∗,†,2) Jiang Dingwu† Li Jin† Deng Xiaogang∗∗
∗ (State Key Laboratory of Aerodynamics ,China Aerodynamics Research and Development Center, Mianyang621000, China)
† (Computational Aerodynamics Institute, China Aerodynamics Research and Development Center, Mianyang621000, China)

∗∗ (National University of Defense Technology, Changsha410073, China)

Abstract The current explicit unified gas kinetic scheme (UGKS) is very time-consuming for high speed flows due to

the massive phase space mesh demand, which is a bottleneck for complex engineering problems. In order to improve the

efficiency, the motion and collision term in the model equation is implicitly treated and the evolving time averaged flux

across the cell interface is introduced, then the implicit UGKS can be obtained applying the approximate LU decompo-

sition on the matrix of the governing equations. The tests on the flows over a cylinder with different freestream Mach

numbers show that the implicit method can give the same result as the original explicit method with a properly chosen

evolving time step. Meanwhile, the computational efficiency can be improved by 1–2 orders.
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