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应变能中耦合项对旋转悬臂梁振动频率的影响
1)
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摘要 大范围运动悬臂梁的动力学建模问题对动力学特性分析及控制系统设计具有极其重要的作用. 当前研究

多采用一次近似模型，其忽略了由轴向和横向变形所产生的应变能中的耦合项，然而这些项对动力学特性会产

生影响.通过讨论应变能的选取方式，计入了应变能中的耦合项；利用哈密尔顿原理建立结构的耦合振动模型；

再借助瑞利--里兹法，以无大范围运动时的振型函数作为基本解组，得到了结构振动广义特征方程并求解.通过

数值算例对比分析，指出考虑应变能耦合项得到的频率与不考虑应变能耦合项得到的频率存在明显差别.
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引 言

刚柔耦合系统在机械、航空航天等领域非常多

见，从低速运动的机械手臂到高速旋转的直升机旋

翼和涡轮发动机叶片等，大范围运动对结构动力学

特性的影响显得越来越重要，有必要对其进行研究.

刚柔耦合问题的研究先后经历了早期的运动弹

性动力学方法和传统模型两阶段. 在 1987年，文

献 [1] 通过对旋转运动悬臂梁变形的详细描述而建

立了比较精确的动力学模型，从而指出了传统模型

的缺陷，并首次提出了 “动力刚化” 概念.文献 [2]探

讨了关于惯性主轴等几种浮动坐标系的建模方法，

详细分析了各自附带的约束条件及适用类型. 文献

[3] 深入研究了欧拉 --伯努利梁的变形问题，充分考

虑了横向弯曲变形对纵向变形的影响，给出了精确

的非线性变形描述. 文献 [4] 总结了前人的相关工

作，并针对横向变形如何对纵向变形产生影响以及

几何刚度项如何产生等问题进行了对比探讨. 洪嘉

振等 [5] 对刚柔耦合问题进行了全面的总结概括，

并指出刚柔耦合问题的主要研究任务.田强等 [6] 回

顾了另一种建模方法—–绝对节点坐标法的研究进

展，提出了值得进一步研究的问题.蒋丽忠 [7] 和吴

胜宝 [8]分别研究了大范围运动悬臂梁动力学建模问

题，建立了一次近似模型，并与传统模型之间的区别

进行了探讨. 方建士等 [9] 和刘锦阳等 [10] 建立了大

范围运动的中心刚体悬臂梁动力学模型，前者讨论

了中心刚体半径与梁长比值对结构动力学特性的影

响，而后者讨论了扭转变形和截面转动惯量对结构

动力学特性的影响.焦小磊 [11]通过拟变分原理探讨

了作大范围转动的梁的振型问题.陈思佳等 [12]针对

旋转运动的悬臂梁建立了一次近似模型，通过保留

由动能得到的高次耦合项得到了高次耦合动力学模

型.

当前很多研究大都采用了计入横向弯曲变形导

致的纵向伸缩变形的一次近似模型. 该模型更多的

关注了横向弯曲变形对纵向变形的影响，特别是在

动能中考虑比较充分；而对于轴向变形对横向变形

的影响则有所忽视，如在应变能中仅保留了结构的

轴向拉伸应变能和横向弯曲应变能，而忽略了由轴

向和横向变形所产生的应变能中的耦合项.这种不加
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分析而人为忽略的方式是不够严谨、不够合理的，

有必要探讨这些耦合项对结构动力学特性的影响.

1 运动学描述

1.1浮动坐标系

如图 1所示平面运动细长柔性悬臂梁，长度为

L，密度为 γ，弹性模量为 E，横截面积为 A，截面惯

性矩为 I . XOY为全局惯性坐标系，xf of yf 为浮动坐

标系，任意时刻柔性梁变形位置用实线表示；假想的

未变形位置用虚线表示；θ表示大范围转动；ρ0表示

P点在浮动坐标系中的位置向量；u表示 P点的变形

位移；则 P∗点的绝对位移 r可表示为

r = B
(
ρ0 + u

)
, B =


cosθ − sinθ

sinθ cosθ

 (1)

式中, ρ0 = (x 0)T，u = (u1 u2)T；B是旋转变换矩阵.

式 (1)对时间求一阶导数，得到 P∗ 点绝对速度

表达式

v = ṙ = Ḃ
(
ρ0 + u

)
+ B

◦
u (2)

式中，“ ·” 表示在惯性系下对时间求导；“◦” 表示在浮
动坐标系下对时间求导，不至混淆，后文统一用前者

表示.

图 1 平面梁的位移描述

Fig. 1 Displacement description of planar beam

1.2 变形描述

根据弹性梁的变形描述理论，选取如下形式 [3]

u =


u1

u2


=


w1 + w1r + wc

w2 + w2r


=



w1 − y
∂w2

∂x
− 1

2

∫ x

0

(
∂w2

∂ξ

)2

dξ

w2 − 1
2

y

(
∂w2

∂x

)2


(3)

其中，w1和w2分别表示轴向伸缩和弯曲变形位移；

w1r和 w2r分别表示由于横截面转动引起的纵向和弯

曲变形位移，后文不计 w2r的影响；wc表示由于横向

弯曲变形而产生的纵向伸缩量，是一次近似模型的

关键项.

2 刚柔耦合动力学方程

系统动能为

T =
1
2

∫

V
γ ṙT ṙdV (4)

利用连续介质力学中有限应变表达式

εxx = u′1 +
1
2

[
u′21 + u′22

]
(5)

式中,上标 “ ′ ” 表示对横坐标 x求一阶导数，后文中

“ ′′ ” 表示对横坐标 x求二阶导数，以此类推.

系统应变能完全描述为

U =
1
2

∫

V
Eε2

xxdV =

1
2

∫

L

[
EA

(
w′21 + w′31 +

1
4

w′41 +
1
64

w′82 +
1
4

w′21 w′42 +

1
4

w′1w′42 − w′21 w′22 +
1
8

w′21 w′42 −
1
2

w′31 w′22 −
1
8

w′1w′62

)
+

EI

(
w′′22 + 3w′1w′′22 +

3
2

w′21 w′′22 − w′22 w′′22 +
3
8

w′42 w′′22 −

3
2

w′1w′22 w′′22

)]
dx +

1
2

∫

V
E

1
4

y4w′′42 dV (6)

当前研究中通常只选取两个下划线项而忽略了其他

耦合项，忽略这些项是否合理只能通过进一步的分

析之后才能做出回答.

利用哈密尔顿原理可以得到结构耦合动力学模

型. 仅讨论大范围匀速运动情况 (令 θ̈ = 0)；对轴向

仅保留w1及其各阶导数的线性项；对横向仅保留w2

及其各阶导数的线性项；经过这些假设，考虑应变能

耦合项后的模型 (Model 1)如下

γA
[
ẅ1 − θ̇2 (x + w1) − 2θ̇ẇ2 − θ̈w2

]
−

EA

(
w′′1 − w′22 w′′1 +

3
8

w′42 w′′1

)
− EI

(3
2

w′′22 w′′1
)

= 0 (7)

γA
(
ẅ2 − θ̇2w2 + θ̇2w1w′2 + θ̇2xw′2−

θ̇2 L2 − x2

2
w′′2

)
+ γI

(
θ̇2w′′2 − ẅ′′2

)
+

EI
(
w′′ ′′2 + 3w′1w′′ ′′2 +

3
2

w′21 w′′ ′′2 +
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6w′′1 w′′′2 + 6w′1w′′1 w′′′2 + 3w′′21 w′′2 + 3w′′′1 w′′2 +

3w′1w′′′1 w′′2
)

+ EA
(
w′21 w′′2 +

1
2

w′31 w′′2 +

2w′1w′′1 w′2 +
3
2

w′21 w′′1 w′2
)

= 0 (8)

式 (7) 是轴向运动方程，观察到其中有静态离心力

γAθ̇2x，因此轴向运动解被分解成两部分：定常解和

振动解，通常求解弯曲振动频率时不考虑轴向振动

的影响，故仅保留式 (7)中静力项并简化得

γθ̇2x + Ew′′1 = 0 (9)

对轴向静力变形方程 (9)积分并利用边界条件得

w1 (x) =
γθ̇2

6E

(
3L2x− x3

)
(10)

将式 (10)代入式 (8)，通过两个假设可将式 (8)转化

成横向振动广义特征方程：(1)假设 w2 具有简谐形

式的时变特性，即 w2

(
x, θ̇, t

)
= σ

(
x, θ̇

)
eiωt，ω是结构

频率，σ是与其对应的振型；(2)利用瑞利--里兹法，

假设 σ
(
x, θ̇

)
= β (x) h

(
θ̇
)
，其中 β是无大范围运动悬

臂梁弯曲振动振型函数行矢量.式 (8)左右同乘 βT，

并在整个结构上积分，就得到如下广义特征方程

(
K − ω2M

)
h = 0 (11)

其中

K =

∫

L

[
γAθ̇2

(
w1β

Tβ′ − βTβ + xβTβ′−

L2 − x2

2
βTβ′′

)
+ γI θ̇2βTβ′′+

EI

(
βTβ′′ ′′+3w′1β

Tβ′′ ′′ +
3
2

w′21 β
Tβ′′ ′′+

6w′′1β
Tβ′′′ + 6w′1w′′1β

Tβ′′′ + 3w′′21 βTβ′′ +

3w′′′1 β
Tβ′′ + 3w′1w′′′1 β

Tβ′′
)

+ EA
(
w′21 β

Tβ′′+

1
2

w′31 β
Tβ′′ + 2w′1w′′1β

Tβ′ +
3
2

w′21 w′′1β
Tβ′

) ]
dx

M =

∫

L

(
γAβTβ − γIβTβ′′

)
dx

式 (11)中去除下划线项即为不考虑应变能耦合项的

一次近似模型 (Model 2).

3 动力学特性分析

选取如下结构参数 [3]：梁长 L = 10 m，密度为

γ = 3×103 kg/m3，截面尺寸为 0.02 m×0.02 m，弹性模

量 E = 70 GPa.

由式 (11)可知：结构频率与转速有关，因此采用

瑞利--里兹法所选择的基本解组数也与转速有关，表

1给出了当 θ̇ = 100 rad/s时分别选择前 11至 14阶振

型 β作为基本解组得到的前 4阶频率值.可以看到：

各阶频率随着所选择振型数的增加而减小；不考虑

应变能耦合项模型的 1阶频率相对于考虑应变能耦

合项模型的 1阶频率明显偏大，约为 44%，而第 2∼4

阶频率相差较小，可见应变能中的耦合项对结构基

频影响较大，而结构基频直接关系到控制器带宽的

确定，因此应慎重选择.

表 1 固有频率

Table 1 Natural frequencies

Orders ofω Numbers ofβ Model 1/Hz Model 2/Hz

1

11 2.277 1 3.107 4

12 2.171 4 3.030 1

13 2.103 5 2.981 0

14 2.032 9 2.931 1

2

11 35.893 4 36.140 8

12 35.858 9 36.105 7

13 35.838 0 36.085 2

14 35.813 9 36.060 8

3

11 60.074 6 60.433 6

12 60.069 9 60.429 5

13 59.980 3 60.337 7

14 59.973 0 60.330 8

4

11 84.420 8 84.928 3

12 84.028 7 84.524 7

13 84.020 5 84.515 1

14 83.804 3 84.292 4

利用所选择的前 14阶弯曲振型 β 作为基本解

组，可得到对应与 3种模型的结构一阶频率随转速

增加的变化趋势对比如图 2所示.可以看到：随着转

图 2 一阶弯曲固有频率随转速变化

Fig. 2 Angular velocity and bending natural frequencies
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动速度的增加，无大范围运动模型的一阶固有频率

不发生变化；不考虑应变能耦合项模型和考虑应变

能耦合项模型的一阶固有频率都会增加，并且前者

增加速度明显大于后者；在转速极低的情况下，两种

模型的一阶固有频率可以近似认为相等.

4 结 论

通过对大范围运动悬臂梁应变能的讨论，计入

纵横向的耦合应变能，从而建立了结构耦合动力

学模型，并对其横向弯曲振动动力学特性进行了分

析，得到以下结论：(1)考虑应变能耦合项模型得到

的一阶频率明显小于不考虑应变能耦合项模型的一

阶频率，并且前者随转速增加的速度也明显小于后

者；(2)在转速极低的情况下，两种模型得到的一阶

频率近似相等. 上述对比分析为作大范围运动悬臂

梁的动力学特性分析奠定了基础，对工程应用具有

重要的参考意义.
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EFFECTS OF COUPLING TERMS IN STRAIN ENERGY ON FREQUENCY OF A

ROTATING CANTILEVER BEAM 1)

Zhao Guowei∗ Wu Zhigang∗,†,2)

∗(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment，Dalian University of Technology, Dalian116024，China)
†(School of Aeronautics and Astronautics，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract Dynamic modeling of a rotating cantilever beam is very important for dynamic characteristics analysis and

controller design. In literature, the coupling terms between axial and transverse deformation in strain energy are ignored

in first order approximate model. However, as shown by this paper, these terms have a significant impact on the dynamic

characteristics. By discussing how to select the strain energy, this paper takes into account the coupling terms. Based

on Hamilton’s principle, the coupling vibration equations of the rotating cantilever beam are obtained. Using Rayleigh-

Ritz method, the bending mode shapes of the beam without rotational motion are selected as basic functions to derive

characteristic equation. A numerical example is presented to show that the evident difference of bending frequencies

between the models with and without the coupling terms in strain energy.

Key words cantilever beam, rigid-flexible coupling, floating reference frame, Rayleigh--Ritz method
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