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研究论文

计算曲面壳体等效节点热载荷的新方法
1)

刘云飞 吕 军 白瑞祥 高效伟 2)

(大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室,大连 116024)

摘要 提出了一种利用平面壳单元计算曲面壳体热应力问题等效节点热载荷的新方法,具有较高的计算精度.首

先在平面壳元的理论基础上,在壳单元切平面建立局部坐标系;然后根据提出的理论,利用单元节点整体坐标直

接计算壳单元等效节点热载荷积分方程中所需的未知量,如:形函数对局部坐标的导数、从对局部坐标积分转换

到自然坐标积分时的雅可比行列式等;最后,根据提出的算法求出从局部坐标转换到整体坐标的转换矩阵,进而

求出整体坐标系下壳单元等效节点热载荷.通过与商用软件 ANSYS的计算结果进行对比分析,证明提出的方法

是正确而且精确的.
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引 言

壳体作为一种优越的空间结构形式, 其重量小

承载大的巨大优势将应用于越来越多的领域 [1] . 其

中曲面壳体已在土木、水利、汽车、航空航天等领域

得到广泛的应用 [2-3]. 工程中提出很多有关多尺度

问题的求解方法 [4-6],壳单元作为一种为了解决多尺

度问题而衍生出来的单元类型, 一直是有限元研究

领域的重要课题.对于一般的三维空间壳体而言,由

于几何描述的复杂性以及涉及到具体的壳体理论选

择, 很难直接构造位移和转动各自独立插值的曲壳

单元 [7] .

目前工程中提出了很多种壳体单元, 包括平面

壳元 [7-8]、超参数壳元 [7-9]、相对自由度壳元 [7] 以及

应用于复合材料的层合板壳单元 [10-11]等.平面壳元

在表达格式上比较简单,可以看作是平面应力问题和

平板弯曲问题的叠加组合.因此,有限元法中可以用

折板代替壳体,利用平面壳元的理论基础近似计算,

通常采用三角形或者四边形平面近似代替曲面壳体

(图 1),但此种方法只是在柱状单曲薄壳的计算时精

度较好,且计算中需要将网格合理加密,以达到更好

的近似, 而且当曲面壳体曲率较大时, 误差较大. 研

究者们也在平面壳元的基础上做了大量工作, 提出

了很多不同的方法 [12-15]来解决不同的壳体问题.工

程实际中比较常用的是超参数壳元和相对自由度壳

元,计算精度较高,但其表达格式复杂.

本文将介绍一种新的计算曲面壳体等效节点热

载荷的方法,该方法将在平面壳元的理论基础上,结

合本文提出的理论公式进行计算, 并能达到和超参

数壳元同样的精度. 目前比较常用的超参数壳元在

计算曲面壳体的等效节点热载荷时, 先得到坐标转

换矩阵, 将整体坐标系下的单元节点坐标转换到局

部坐标系, 在局部坐标系下计算所需的单元等效节

点热载荷数值积分. 本文提出的方法将在壳单元切

平面上建立局部坐标系, 能有效适应壳单元的曲面

形状,能直接利用平面壳元理论公式,在整体坐标系

下计算局部坐标系下的单元等效节点热载荷数值积

分,最后得到坐标转换矩阵,将局部坐标系下的单元

节点热载荷转换到整体坐标系, 并能达到较好的计

算精度.
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(a)  

(a) The shell surface composed of triangular elements

(b) 

(b) The cylindrical shell composed 

     of rectangular elements

图 1 用折板代替曲面壳体

Fig. 1 Folded plate simulating curved surface shells

1 曲面壳体结构的等效节点热载荷计算

根据热应力问题的基本理论 [16],工程结构的热

应力问题中,将增加一项以初应变形式出现的温度载

荷项.在用壳单元分析时,重要的是将壳单元的等效

节点热载荷计算出来. 本文采用平面壳元计算曲面

壳体的等效节点热载荷.在平面壳元的热问题中,等

效节点热载荷只引起单元内的变形, 不产生弯曲变

形,因此,平面壳元热问题的等效节点热载荷和平面

应力问题的等效节点热载荷是一样的, 只不过是处

理整个曲面壳体结构在位于三维空间中的曲面模型,

在单元的局部坐标系下按照平面应力问题计算完成

后,将其转换到整体坐标下即可.

1.1 平面应力问题的等效节点热载荷

为了避免混乱, 在这里使用局部坐标标识

(x′, y′, z′) 讨论平面应力问题, 单元为四节点四边形

等参单元,平面应力问题的等效节点热载荷 [17]可以

表示为

Pe
ε0

=

∫∫
BT Dε0td x′dy′ (1)

式中, t为壳的厚度, B为应变矩阵,其表达式为

B = [B1 B2 B3 B4] (2)

Bi =


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0

0
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

(3)

四节点四边形等参单元形函数 Ni 为

Ni (ξ, η) =
1
4

(1 + ξiξ) (1 + ηiη) (4)

式中, i = 1 , 2 , 3 , 4; ξ和 η为四边形单元的自然坐

标, ξi 和 ηi 为 4个角节点的自然坐标值,其值为


ξ1 η1

ξ2 η2

ξ3 η3

ξ4 η4


=


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1 −1

1 1

−1 1


(5)

D为平面应力问题的弹性刚度矩阵,其表达式为

D =
E

1− µ2



1 µ 0

µ 1 0

0 0
1− µ

2


(6)

式中, E为材料的弹性模量, µ为泊松比. ε0为温度变

化引起的初应变,其表达式为

ε0 = α∆T [1 1 0]T = α (T − T0) [1 1 0]T (7)

式中, α 为材料的热膨胀系数, ∆T 为温度场变化量,

T0 为结构的初始温度场, T 为结构的稳态或瞬态温

度场. T 可由温度场分析得到的单元的节点温度 Ti

通过插值求得,即为

T =

n∑

i=1

Ni (ξ, η) Ti (8)

将式 (2)∼(7)代入式 (1),可得到 [17]

{
Pε0

}e
i =


Pε0x′

Pε0y′



e

i

=

Eα
1− µ

∫∫ 
Ni,x′

Ni,y′

 t∆Td x′dy′ =

Eα
1− µ

∫ 1

−1

∫ 1

−1


Ni,x′

Ni,y′

 t∆T |J |dξdη (9)

在传统方法中 [18],计算 Ni,x, Ni,y和 |J |时是采用复合
函数求导法则并进一步求逆推导出来的,即


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= J
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从而有

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∂x′
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= J−1
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|J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∂y′
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∂x′

∂η
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(12)

但在计算曲面壳体结构时, 建立在平面假设基础上

的传统的折板代替曲面壳体的方法将产生较大的误

差,因此需要对计算式 (9)中的 Ni,x′ , Ni,y′ 和 |J |的传
统方法进行改进.

1.2 计算壳单元等效节点热载荷的新方法

1.2.1 建立壳单元局部坐标系

以柱面壳体为例, 单元为四节点矩形等参单元,

传统的用折板代替曲面壳体的方法 [7]是以单元的中

心点为原点以柱壳母线方向为局部坐标轴方向建立

局部坐标系 (图 2),再将式 (11)和式 (12)代入式 (9)

计算等效节点热载荷, 用这种方法计算的结果会产

生较大的误差, 因此很多工程软件会采用超参数单

元或者相对自由度单元才能达到比较好的精度.

本文介绍一种新的计算式 (9)的方法,首先以自

然坐标系的原点为局部坐标系的原点, 以自然坐标

系的 ξ 的切线方向为局部坐标系的 x′ 方向,以单元

面的法线方向为 z′ 方向,再根据右手定则确定 y′ 方

向,由此建立的局部坐标系 [19] (图 3)适用于不在同

一个平面上的曲面单元,其 x′, y′ 轴会与单元的曲线

边界切线方向平行.为了表示的方便,将局部坐标的

(x′, y′, z′) 的坐标标识写成
(
x′1, x

′
2, x
′
3

)
, 整体坐标系的

z' y'

x'

x

y

z

图 2 传统方法矩形单元的总体和局部坐标系

Fig. 2 Local orthogonal set of axes over a rectangular element and

global orthogonal set of axes in the traditional way

x'

x'

x'






η

ξ

θ

n

图 3 新方法建立的单元的局部坐标系

Fig. 3 Local orthogonal set of axes over a surface element

in the new way

(x, y, z) 的坐标标识写成 (x1, x2, x3), 自然坐标的坐标

标识依然是 (ξ, η).

1.2.2 形函数对局部坐标的导数计算式

正如 2.1节所提出的要想计算出式 (9)的积分值,

需要求出式中 Ni,x′ , Ni,y′ 和 |J |的值,采用复合函数求

导法则可知

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

∂Ni

∂ξ
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∂η
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(13)

根据文献 [19-22],可知

∂ξ

∂x′1
=

1
|m1|

∂ξ

∂x′2
=
− cosθ
|m1| sinθ

∂η

∂x′1
= 0

∂η

∂x′2
=

1
|m2| sinθ



(14)

式中, θ为图 3中所示自然坐标系下 x′1轴和 η轴的夹

角,并且有

|m1| =
√(

∂x1

∂ξ

)2

+

(
∂x2

∂ξ

)2

+

(
∂x3

∂ξ

)2

|m2| =
√(

∂x1

∂η

)2

+

(
∂x2

∂η

)2

+

(
∂x3

∂η

)2


(15)

cosθ =
1

|m1| |m2|
∂xi

∂ξ

∂xi

∂η
(i = 1,3) (16)

式 (15)和式 (16)中的坐标值都是整体坐标系下的坐

标值,将式 (14)∼(16)代入式 (13)后即可得到 Ni,x′ 和
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Ni,y′ 的值,因此,利用在整体坐标系下的单元节点坐

标即可求出形函数对局部坐标的导数.

1.2.3 壳单元中从局部到自然坐标系积分转换的雅

可比计算式

以壳单元在整体坐标下的坐标转换为例, 求出

整体坐标到自然坐标积分转化的 |J |′ 的值 [19]. 如图

4所示, rξ 和 rη为相切于自然坐标的向量, n∗为单元

面的法向量,其表达式为

rξ =
∂x1 (ξ, η)

∂ξ
i +

∂x2 (ξ, η)
∂ξ

j +
∂x3 (ξ, η)

∂ξ
k

rη =
∂x1 (ξ, η)

∂η
i +

∂x2 (ξ, η)
∂η

j +
∂x3 (ξ, η)

∂η
k


(17)

n∗ = rξ × rη =(
∂x2 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x3 (ξ, η)

∂η
− ∂x3 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x2 (ξ, η)

∂η

)
i +

(
∂x3 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x1 (ξ, η)

∂η
− ∂x1 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x3 (ξ, η)

∂η

)
j +

(
∂x1 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x2 (ξ, η)

∂η
− ∂x2 (ξ, η)

∂ξ
· ∂x1 (ξ, η)

∂η

)
k

(18)

其中 i, j, k为整体坐标系下的单位方向向量.

从整体坐标 (x1, x2, x3)到自然坐标 (ξ, η)转换的

雅可比数值 |J |′为

|J |′ = |n∗| =
∣∣∣rξ × rη

∣∣∣ (19)

单元面的单位法向量为

n =
n∗

|n∗| = n1i + n2 j + n3k (20)

η

ξ

n

r

i

k
j

x3

x2

rη
rξ

x1

图 4 单元面的法向量

Fig. 4 Normal vector to a surface element

式 (9)中的 |J |是从局部坐标转换到自然坐标的
雅可比行列式,从整体坐标到自然坐标的雅可比行列

式等于从局部坐标到自然坐标的雅可比行列式,即为

|J | = |J |′.

1.3 壳单元局部到整体坐标系转换矩阵计算法

当把单元等效节点热载荷求出以后, 需要将单

元节点热载荷转换到整体坐标系, 这时就需要一个

将局部坐标系下的坐标、位移及载荷和整体坐标系

下的坐标、位移及载荷相互转换的关系矩阵 L [19].

局部坐标系下位移及载荷可以用整体坐标系下

的位移和载荷分别表示为

u′i = Li j u j

P′i = Li j P j

(i, j = 1,3)

 (21)

这里的 u j 和 P j 可以用单元节点的值通过形函数插

值得到:

u j (ξ, η) =
M∑
α=1

Nα (ξ, η)uαj

P j (ξ, η) =
M∑
α=1

Nα (ξ, η)Pα
j

( j = 1,3)


(22)

式中, M为壳单元节点数, Li j 为整体坐标系和局部坐

标系坐标轴夹角的方向余弦值,其计算表达式为

L1 j =
1
|m1|

∂x j

∂ξ
( j = 1,3) (23)

L21 = n2L13 − n3L12

L22 = n3L11 − n1L13

L23 = n1L12 − n2L11


(24)

L3 j = n j ( j = 1,3) (25)

其中, n1, n2, n3为单元面在局部坐标原点单位法向量

的分量,由式 (18)∼(20)确定.

由表达式 (21)∼(25)可求出从整体坐标系到局部

坐标系的转换矩阵 L,并有关系 LT = L−1. 局部坐标

系和整体坐标系下的位移、载荷转换关系为

U′e = LUe Ue = LTU′e

P′e = LPe Pe = LT P′e

 (26)
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2 算例分析

结合本文所述方法, 采用 FORTRAN90编制了

采用新方法计算壳单元等效节点热载荷的计算程序

FEALS,并对其计算结果和有限元商用软件 ANSYS

计算结果进行比较分析, 验证本文所述计算方法的

正确性.为了进一步验证本文所述方法的优越性,在

折板代替曲面壳体的方法的理论基础上, 同样采用

Fortran90编制了计算壳单元等效节点热载荷的计算

程序 FPLATE,待计算完成后, 分别列出以上 3种方

法的计算结果进行比较分析.

使用商用软件 ANSYS14.0版本进行计算,选用

单元类型中的 SHELL181单元. SHELL181单元是建

立在超参数单元理论基础上的四节点四边形壳单元,

可以用其对本文计算结果进行对比, 验证本文所论

述方法的正确性和精确性.

算例 1:柱面壳体等效节点热载荷计算

取柱壳模型进行计算分析 (图 5),模型曲面半径

为 4 m,长度为 10 m,角度范围为 180◦, 壳体厚度为

0.05 m,材料参数中弹性模量为 4 MPa,热膨胀系数

为 2.5× 10−5,令模型整体温度升高 100◦C.

图 5 柱面壳体模型

Fig. 5 The cylindrical shell body

为了验证不同的方法对不同的网格类型的适用

性, 分别采用映射划分网格 (图 6)和自由划分网格

(图 7)的方式对柱壳模型进行网格划分,单元为四边

形四节点单元. 其中以映射方式划分的单元为四节

点矩形单元,单元数为 400个,节点数为 441个,以自

由方式划分的单元为自由四边形四节点单元, 单元

数为 506个,节点数为 550个.

分别用计算程序 FEALS、商用软件 ANSYS14.0

以及计算程序 FPLATE的方法对这 2种不同方式划

分的网格模型进行计算,计算出柱面壳体模型的等效

节点热载荷结果,由于转角自由度方向的结果都为 0,

因此只列出 x, y, z三个位移自由度方向的计算结果.

随机选几个节点 (图 6、图 7中标注的节点) 的结果

值进行对比 (表 1和表 2).

图 6 映射方式划分矩形网格

Fig. 6 Meshing model in mapped method

图 7 自由方式划分自由网格

Fig. 7 Meshing model in free method

可以看出,不论采取哪种方式划分网格, FEALS

和 ANSYS 14.0的计算结果都非常接近.当用映射方

式划分网格时, 用折板代替曲面壳体的方法计算出

的结果与前两者也非常接近, 当用自由方式划分网

格时, 用折板代替曲面壳体的方法计算出的结果与

前两者相差较大. 说明传统的用折板代替曲面壳体

方法只适用于用映射方式划分的矩形柱壳单元, 本

文所述的方法不仅适用于映射方式划分的矩形柱壳

单元, 同样适用于自由方式划分的自由四边形四节

点柱壳单元,其应用更加自由和广泛,证明了本文所

述方法的正确性和必要性.

算例 2:不规则四边形曲壳体等效节点热载荷计算

取一个扭转的四边形不规则曲面 (图 8),其可由

如图 9所示的一个 1 m×1 m的规则四边形拉拽而成.

首先将图 9所示模型中的 2号点向 Z轴负方向移动

0.4 m, 3号点向 Z轴正方向移动 0.3 m, 4号点向 Z轴

负方向移动 0.2 m;然后再将整个模型沿 x轴正方向

旋转 30◦,沿 y轴正方向旋转 45◦,沿 z轴正方向旋转

60◦; 最后将模型坐标原点由 (0,0,0)移动到 (1,2,3),

最终得到如图 8所示的任意不规则四边形曲面模型.

厚度为 0.05 m,材料参数中弹性模量为 4 MPa,热膨

胀系数为 2.5× 10−5,令模型整体温度升高 100◦C.
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表 1 映射方式划分柱壳网格的计算结果对比

Table 1 The comparison of the results of the Cylindrical shell elements meshing in mapped method

Node No. Method
DOF1 DOF2 DOF3

FX FY FZ

FEALS 22.669 569 847 16.470 408 154 −448.337 704 878

6 ANSYS 22.669 550 644 16.470 392 629 −448.337 689 797

FPLATE 22.669 569 847 16.470 408 154 −448.337 704 878

FEALS −28.021 056 699 −356.041 9087 55 0

30 ANSYS −28.021 105 656 −356.041 9049 02 0

FPLATE −28.021 056 699 −356.041 9087 55 0

FEALS −25.442 605 807 49.933 917 347 0

320 ANSYS −25.442 631 477 49.933 975 831 0

FPLATE −25.442 605 807 49.933 917 347 0

FEALS −45.33 913 969 5 32.940 816 309 0

380 ANSYS −45.33 910 128 0 32.940 785 270 0

FPLATE −45.33 913 969 5 32.940 816 309 0

FEALS −53.299 371 278 17.318 019 257 0

409 ANSYS −53.299 310 168 17.317 995 680 0

FPLATE −53.299 371 278 17.318 019 257 0

表 2 自由方式划分柱壳网格的计算结果对比

Table 2 The comparison of the results of the Cylindrical shell elements meshing in free method

Node No. Method
DOF1 DOF2 DOF3

FX FY FZ

FEALS 21.661 382 153 16.777 8647 76 −452.472 506 713

19 ANSYS 21.661 385 523 16.777 8672 82 −452.472 488 198

FPLATE 31.547 915 218 3.898 1116 61 −452.165 102 516

FEALS −26.800 902 561 52.586 900 373 −0.030 381 179

153 ANSYS −26.800 911 200 52.586 917 699 −0.030 377 223

FPLATE 3.159 980 803 83.352 668 779 −10.970 974 829

FEALS −45.803 345 000 35.455 696 280 0.007 322 181

265 ANSYS −45.803 379 847 35.455 716 999 0.007 320 468

FPLATE −35.311 956 312 55.131 041 351 5.582 791 665

FEALS 35.064 781 396 7.885 785 354 0.001 370 260

355 ANSYS 35.064 913 136 7.885 813 490 0.001 375 936

FPLATE 34.571 997 213 8.317 640 705 −0.964 647 804

FEALS −41.960 977 978 11.045 093 164 −0.044 926 767

409 ANSYS −41.960 809 755 11.045 046 567 −0.044 927 295

FPLATE −40.998 963 237 12.335 999 231 −6.327 533 164

同样用四边形四节点单元对模型进行网格划分,

单元数为 100个,节点数为 121个.分别用计算程序

FEALS、商用软件ANSYS14.0以及计算程序 FPLATE

的方法计算出柱面壳体模型等效节点热载荷结果,同

样只列出 x, y, z三个位移自由度方向的计算结果,随

机选几个节点 (图 8中标注的节点)的结果值进行对

比 (表 3).

从表 2的计算结果可以看出,利用本文介绍的计

算壳单元等效节点热载荷积分的方法和成熟的商业

软件 ANSYS的计算结果非常接近,用折板代替曲面

壳体的方法计算结果误差较大. 表明本文所用方法

是正确的,其计算结果是可靠的.
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Z

Y

X

图 8 任意不规则四边形曲面模型单元

Fig. 8 The formed irregular surface shell elements

Z

Y

 



X

图 9 平面壳体模型单元

Fig. 9 The plane shell elements

表 3 不规则四边形曲面壳体模型的计算结果对比

Table 3 The comparison of the results of the formed irregular surface shell elements

Node No. Method
DOF1 DOF2 DOF3

FX FY FZ

FEALS 42.893 318 202 −9.798 171 639 −62.951 405 004

5 ANSYS 42.893 318 201 −9.798 171 642 −62.951 405 005

FPLATE 39.767 893 261 −9.550 051 513 −63.668 455 903

FEALS 40.177 844 602 76.401 802 776 11.532 406 136

18 ANSYS 40.177 844 605 76.401 802 776 11.532 406 136

FPLATE 36.639 092 684 77.288 050 250 15.617 300 550

FEALS 0.006 734 259 0.002 573 087 0.007 283 419

53 ANSYS 0.006 734 255 −0.002 573 086 0.007 283 417

FPLATE −0.074 750 087 0.305 853 927 0.223 663 454

FEALS 0.379 382 599 −0.368 351 646 0.237 851 221

75 ANSYS 0.379 382 598 −0.368 351 645 0.237 851 221

FPLATE 1.339 178 567 1.339 178 567 −1.489 295 374

FEALS 0.927 586 200 0.173 698 543 −0.266 812 650

96 ANSYS 0.927 586 209 0.173 698 545 −0.266 812 652

FPLATE 0.794 298 487 0.402 755 520 1.252 133 870

3 结 论

本文介绍了一种新的计算壳单元等效节点热载

荷积分的方法.在平面壳元的理论基础上,通过在壳

单元的切平面建立局部坐标系,能有效适应曲面壳体

形状,利用整体坐标系下的坐标值直接计算壳单元等

效节点热载荷方程中的积分函数值,从而避免了折板

壳元计算曲面壳体的误差和局限性,也避免了利用超

参数壳单元计算曲面壳体时的理论基础和表达式的

复杂性.通过和商用软件 ANSYS的计算结果的对比

分析,证明了本文所述方法的正确性和可行性.
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A NEW METHOD TO COMPUTE THERMAL EQUIVALENT

NODAL LOADS ON CURVED SURFACES1)

Liu Yunfei Lü Jun Bai Ruixiang Gao Xiaowei2)

(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment, Dalian University of Technology, Dalian116024, China)

Abstract A new method using flat shell element to compute thermal equivalent nodal loads on curved surface is pre-

sented. Firstly, the local Cartesian coordinate system is established on the tangential plane to the element surface. Then,

the unknowns included in the integrand about thermal equivalent nodal loads are computed in terms of the theory proposed

in this paper, which include the derivative of shape functions with respect to the variables of local coordinate system and

the Jacobian of the transformation from the local three-dimensional coordinate system to the intrinsic two-dimensional

coordinate system of the surface patch. Finally, a matrix transformation formulation is derived from the local Cartesian

coordinate system to the global one, based on which the thermal equivalent nodal loads in the global Cartesian coordinate

system can be found. Comparison with the results from FEM analysis shows that the proposed method in this paper is

correct and accurate.

Key words thermal equivalent nodal loads, tangential plane, Jacobian, thermal stress
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