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研究论文

航天器最优受控绕飞轨迹推力幅值延拓设计方法
1)

朱小龙 ∗,† 刘迎春 ∗ 高 扬 ∗,2)

∗(中国科学院空间应用工程与技术中心,北京 100094)†(中国科学院大学,北京 100049)

摘要 针对航天器燃料最优可变周期绕飞轨迹的求解问题,提出了一种以推力幅值为延拓参数的延拓方法. 问

题求解从最为简单的双脉冲绕飞轨迹出发,首先利用有限推力替代脉冲推力,设定推力序列为 “开—关—开”,

然后逐步减小推力幅值,最终得到最小推力绕飞轨迹;此后,再逐步增加推力幅值,结合主矢量曲线判断最优推

力开关序列,将最小推力解延拓至有限推力以及脉冲推力燃料最优解.该方法通过对推力幅值的延拓,实现了有

限推力 bang-bang控制与脉冲推力燃料最优绕飞轨迹优化问题的一并求解,同时避免了最优控制问题中协态变

量的随机猜测.慢速与快速绕飞算例的优化结果验证了所提出方法的有效性.
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引 言

航天器的绕飞运动是指一个航天器 (本文称为

伴星) 围绕另一航天器或其他目标 (本文称为主星)

的周期性相对运动,它在航天器在轨服务、编队飞行

以及空间对抗等任务中具有重要作用. 考虑主星运

行在围绕中心天体 (如地球、太阳)的理想圆轨道上,

通过 Hill–Clohessy–Wiltshire方程 (HCW方程) 所描

述的相对运动模型 [1] 可知: 存在伴星围绕主星的自

然绕飞轨迹,其周期等于主星的轨道周期 T0,绕飞轨

迹在轨道面内投影呈现 2:1的椭圆构型,在轨道面外

则呈现周期为 T0的简谐振动.如果对伴星施加主动

的推力控制,可以改变绕飞轨迹的周期,形成满足特

定任务所需的可变周期绕飞轨迹, 若绕飞周期小于

主星轨道周期则称为 “快速绕飞”, 反之则称为 “慢速

绕飞”.目前,国内外学者针对可变周期绕飞轨迹研究

了圆形 [2-4]、“水滴” 形 [4] 和 “田径场” 形 [4] 等多种

构型的绕飞轨迹设计问题, 本文将进一步研究不限

定构型的燃料最优绕飞轨迹的设计方法.

在给定初始与末端状态、绕飞周期以及推力幅

值条件下, 如何确定一条燃料最优绕飞轨迹可以通

过最优控制理论求解. 根据庞特里亚金极小值原理

得出的最优性一阶必要条件可知 [5-6]:最优推力方向

由主矢量 (速度分量对应的协态变量) 确定; 最优推

力幅值曲线一般为 bang-bang控制的形式,其开关切

换时刻由主矢量的模值来确定.然而,由于协态变量

初值对约束条件较为敏感, 其本身也没有特定的物

理意义,因此并不容易直接给出合理的初值猜测.另

外,在求解之初,最优的推力开关序列往往是未知的,

bang-bang控制与协态变量初值难以建立关联,这使

得燃料最优绕飞轨迹更加难以求解.

针对最优轨迹 bang-bang控制问题,国内外学者

发展了一系列求解方法, 其中延拓方法是得到较多

关注与应用的一种方法, 在轨迹优化问题求解中已

取得了良好的效果. 延拓方法的基本思想是从一个

相对简单的问题出发, 通过对某些系统参数的连续

延拓最终求解出原本较难解决的问题. Bertrand等 [7]

首先引入同伦延拓方法 (一般称为同伦方法,包含对

同伦参数的延拓),较为平滑地得到了 bang-bang控制

最优解;此后, Haberkorn等 [8]、Mitani等 [9] 应用同伦

方法分别求解了无推力方向约束和含推力方向约束

的连续推力最优转移轨迹; Thevenet等 [10]、Li 等 [11]

应用同伦方法分别求解了编队调度和轨迹重构的燃

料优化问题; Martinon等 [12]、Jiang等 [13-14] 和 Guo

等 [15]进一步改进了同伦方法,改善了延拓过程的鲁
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棒性和计算效率.

本文提出了一种以推力幅值为延拓参数的延拓

方法, 然后基于该方法求解了燃料最优可变周期绕

飞轨迹. 该方法解决了协态变量初值不易给出的难

点, 可以自动识别出有限推力开关序列从而得到有

限推力燃料最优解, 同时还可以得到脉冲推力燃料

最优解, 从而将脉冲推力和有限推力轨迹优化问题

的求解统一起来.本文余下章节安排如下: 第 1节描

述了相对运动方程和可变周期绕飞轨迹最优控制问

题; 第 2节建立了将双脉冲解逐步延拓至有限推力

以及脉冲推力燃料最优解的推力幅值延拓方法;第 3

节利用第 2节提出的延拓方法求解了 “慢速绕飞”(周

期大于 T0)和 “快速绕飞”(周期小于 T0)的算例;第 4

节总结了研究结论.

1 相对运动方程与最优绕飞轨迹问题描述

1.1 相对运动方程与自然绕飞轨迹

本文研究一颗伴星围绕一颗主星绕飞的情况.

主星轨道为开普勒 (近) 圆轨道, 不对主星施加额外

控制,伴星的轨道控制采用脉冲或有限推力的形式.

本文暂不考虑燃料消耗过程中伴星质量的变化. 假

设伴星和主星之间的距离较小, 其相对运动模型可

用 HCW方程描述 [1] .用于建立 HCW相对运动模型

的坐标系 (后称HCW坐标系)定义如下:坐标系原点

位于主星, x轴由地心指向主星, y轴在主星轨道面上

与 x轴垂直,沿运动方向为正, z轴垂直于轨道平面,

与 x, y轴构成右手系.

采用 HCW方程所描述的相对运动模型可表示

为


ṙ

v̇

 =


v

E1r + E2v + Fu

 , ‖u‖ = 1 (1)

式中, r和 v分别为伴星相对主星的位置与速度矢量;

F 为伴星推力加速度幅值并有上限 Fmax (设伴星取

单位质量,推力加速度后文中直接称为推力); u为推

力方向的单位矢量;矩阵 E1与 E2表示如下

E1 =



3n2 0 0

0 0 0

0 0 −n2


(2)

E2 =



0 2n 0

−2n 0 0

0 0 0


(3)

式中, n为主星圆轨道的轨道角速度.

令 F = 0,此时无主动的推力控制,求解式 (1)可

得到


r (t)

v (t)

 =


A B

C D




r (t0)

v (t0)

 (4)

式中, t0 表示初始时刻, t 表示任意时刻. 记 M =

n (t − t0), sM = sinM, cM = cosM, 则式 (4) 中矩阵

A, B,C, D可表示为

A =



4− 3cM 0 0

6 (sM − M) 1 0

0 0 cM


(5)

B =



sM

n
2 (1− cM)

n
0

2 (cM − 1)
n

(4sM − 3M)
n

0

0 0
sM

n


(6)

C =



3nsM 0 0

6n (cM − 1) 0 0

0 0 −nsM


(7)

D =



cM 2sM 0

−2sM 4cM − 3 0

0 0 cM


(8)

如果令初始与某一末端时刻 tf 的状态相等,即

ψ =


r (tf )

v (tf )

 −


r (t0)

v (t0)

 = 0 (9)

求解式 (4)可以得到周期为 (tf − t0) 的绕飞轨迹. 若

r (t) , v (t)在 HCW坐标系中的分量表示为

r (t) =
[

x (t) y (t) z(t)
]T

v (t) =
[

vx (t) vy (t) vz (t)
]T

 (10)

周期性绕飞轨迹的实现需满足如下初始条件 [16]

vy (t0) = −2nx(t0) (11)

此时不需要对伴星施加任何控制即可形成周期为 T0

(T0 为主星的轨道周期)的自然绕飞轨迹. 如果绕飞

周期不等于 T0, 则需要对伴星施加推力控制才能实

现绕飞. 本文着重研究非自然绕飞周期的绕飞轨迹

燃料最优控制问题.
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1.2 受控绕飞轨迹燃料最优控制问题

基于式 (1)所描述的相对运动方程,给定初始状

态 r (t0), v (t0)及周期 T (T = (tf − t0), T , T0)的受控绕

飞轨迹燃料最优控制问题可以描述如下: 寻找最优

推力方向和大小, 在保证约束方程 (9)的条件下, 使

得如下总速度脉冲最小化

J = ∆v =

∫ T

0
F (t) d t (12)

式中,性能指标为积分型 [17],系统哈密顿函数为

H = F + λT
r v + λT

v (E1r + E2v + Fu) (13)

协态变量方程可推导为

λ̇T
r = −∂H

∂r
= −λT

v E1

λ̇T
v = −∂H

∂v
= −λT

r − λT
v E2


(14)

求解式 (14)可以得到

λr (t)

λv (t)

 =


F G

H I



λr (t0)

λv (t0)

 (15)

式中的矩阵 F, G, H, I 可表示为

F =



4− 3cM −6(sM − M) 0

0 1 0

0 0 cM


(16)

G =



−3nsM 6n(cM − 1) 0

0 0 0

0 0 nsM


(17)

H =



− sM

n
−2(1− cM)

n
0

2(1− cM)
n

3M − 4sM

n
0

0 0 −sM


(18)

I =



cM 2sM 0

−2sM 4cM − 3 0

0 0 cM


(19)

该最优控制问题的横截条件为



λr (tf )

λv (tf )

 =



∂ψ

∂r
γr

∂ψ

∂v
γv


tf

=



γr

γv

 (20)

式中, ψ如式 (9)所示,变量 γr , γv为相应的乘子,可

取任意值,因此协态变量在末端时刻无约束.

式 (13)中共有 2个控制变量: 推力方向 u和推

力幅值 F. 在满足约束条件 ‖u‖ = 1的情况下使哈密

顿函数 H极小化可得 u的最优取值形式

u∗ (t) = − λv (t)
‖λv (t)‖ (21)

由式 (21)可知,最优的推力方向与 −λv的方向相

同, Lawden[6] 将 λv称为主矢量此处定义 p(t) = λv(t),

其模值表示为 p (t). 将式 (21)及主矢量代入式 (13),

系统哈密顿函数变为

H = (1− p) F + λT
r v− pT (E1r + E2v) (22)

为使式 (22)中的 H 达到极小值,最优推力幅值

应取 bang-bang控制形式 (暂不考虑 p = 1的奇异情

况)

F∗ =


Fmax, p > 1

0, p < 1
(23)

式中, Fmax为推力幅值的上限值.

至此, 受控绕飞轨迹最优控制问题已经转换为

微分方程 ((1), (14), (21)和 (23))的边值问题 (边值约

束 (9)),微分方程边值问题的解即为满足最优性一阶

必要条件的解. 然而,该问题并不容易直接求解,主

要原因是协态变量没有特定的物理意义, 不易给出

合理的初始估计值,而且式 (23)中的开关函数必要

条件使得协态变量初值更加难以猜测. 本文将针对

以上问题提出推力幅值延拓方法, 从而较为平滑地

得到有限推力以及脉冲推力情况下满足最优性一阶

必要条件的解 (认为是最优解).

2 推力幅值延拓方法

本文提出的延拓方法以推力幅值为延拓参数,

其延拓流程如图 1所示,主要分为 3步:第 1步是从

双脉冲解延拓至能实现绕飞轨迹的最小推力解 (记

该解的推力幅值为 Fmin); 第 2步是从最小推力解延

拓至有限推力 bang-bang控制最优解; 第 3步,当推

力幅值足够大时, 利用有限推力燃料最优解直接优

化出脉冲推力燃料最优解. 需要指出的是,在第 2步

的推力幅值延拓过程中, 最优推力开关序列有可能

发生变化.
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图 1 推力幅值延拓流程示意图

Fig. 1 Flowchart of continuation on thrust amplitude

2.1 双脉冲解延拓至最小推力解

2.1.1双脉冲解

双脉冲解是指在初始时刻 t0和末端时刻 tf 分别

施加一次脉冲所形成的绕飞轨迹.结合式 (4)和式 (9)

可求出两次速度脉冲

∆v1 = B−1
T (r (tf ) − AT r (t0)) − v (t0)

∆v2 = v (tf ) − CT r (t0) − DT B−1
T (r (tf ) − AT r (t0))

 (24)

式中, AT , BT , CT , DT 分别表示 A, B, C, D 在 T =

(tf − t0)时刻的值.需要指出的是,当绕飞周期 T为自

然绕飞周期 T0的半整数倍 (T = 0.5T0,1.5T0...)时, BT

具有如下形式

BT =



0 4/n 0

−4/n −3M/n 0

0 0 0


(25)

此时, BT 不满秩,因此 B−1
T 不存在,按照式 (24)求解

双脉冲解会出现奇异.对于 ∆v1,式 (24)中第 1个方

程可改写为 BT(∆v1 + v (t0)) = r (tf ) − AT r (t0),若等式

右边项 z分量取值为零, ∆v1的 z方向分量有无穷多

解,若等式右边项 z分量取值不为零, ∆v1的 z方向分

量将趋向于无穷大.

根据式 (21)中的最优推力方向取值形式, 在双

脉冲解中, 将速度脉冲方向 (推力方向) 设定为主矢

量方向, 可以得到初始时刻速度矢量对应的协态变

量

λv (t0) = − ∆v1

‖∆v1‖ (26)

与末端时刻速度矢量对应的协态变量

λv (tf ) = − ∆v2

‖∆v2‖ (27)

将式 (26)和式 (27)代回式 (15),即可得到初始时刻

位置矢量对应的协态变量

λr (t0) = H−1
T [λv (tf ) − ITλv (t0)] (28)

与末端时刻位置矢量对应的协态变量

λr (tf ) = FT H−1
T λv (tf ) +

(
GT − FT H−1

T IT

)
λv (t0) (29)

将式 (26)与式 (28)代回式 (15),即可得到双脉冲解

的任意时刻协态变量. 双脉冲解的协态变量可以解

析给出, 而且其最优性可以通过检验主矢量曲线是

否满足文献 [6] 中的脉冲推力燃料最优解一阶必要

条件得到. 双脉冲解的主要作用是赋予协态变量一

组解析的初值,避免了随机猜测.

2.1.2最小推力解

为实现从双脉冲解至最小推力解的延拓, 首先

分析以下子问题:如图 2所示,利用有限推力替代脉

冲推力,与双脉冲解的两次脉冲相对应,设定推力开

关序列为 “开 — 关 — 开”, 始末两段推进时间分别

为 ∆t1和 ∆t2,确定最优推力大小与方向,使得式 (12)

中的总速度脉冲最小化.

该子问题中,最优控制问题的推导过程与 1.2节

相同,可依次得到式 (13)∼式 (22).给定推力幅值,由

于推力序列被强制为 “开 — 关 — 开”, 为使哈密顿

函数达到极小值,必要条件式 (23)蜕变为

p∗ (t) > 1, if thrust is On

p∗ (t) is arbitrary, if thrust is Off

 (30)

事实上,由式 (21)可知,最优推力方向只与主矢

量的方向有关,与主矢量模值无关.协态变量按比例

增大或减小 (见式 (35)和式 (36)与图 3的描述) 不

影响式 (21),也不影响协态变量方程式 (15). 对于任

意 “开 —关 —开” 推力序列的满足约束条件式 (9)

的可行解, 通过对主矢量的处理总能满足必要条件

式 (30)(如图 3 所示), 必要条件式 (30)对得到最优

解并无实际贡献. 这里,采用直接/间接混合法 [18] 的

 

 

∆t1

∆t2

 
r(t0)
v(t0)  

 
 
r(tf)
v(tf)

thrust arc 2 

thrust arc 1 coast arc

图 2 “开 –关 –开” 推力序列转移轨迹示意图

Fig. 2 Schematic diagram of a transfer trajectory with an On-Off-On

thrusting sequence
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t t

1
1

(a) Before processing

(a) (b) 

(b) After processing

p'p

pmin

图 3 最小推力解主矢量示意图

Fig. 3 Schematic diagram of the primer vector of

the minimum-thrust solution

思想,即利用协态变量方程与式 (21),通过对性能指

标直接优化从而不再寻求对部分必要条件与充分条

件的满足, 在数值优化意义上获得 “开 — 关 — 开”

推力序列的燃料最优解.

上述子问题的求解可以转化为如表 1所示的非

线性规划问题 (记为 NLP1)的求解,其中约束条件中

等式左边的 r, v, λr , λv由初始时刻的状态和协态变量

经推进段 1和自由滑行段正向计算得到;等式右边的

r′, v′, λ′r , λ
′
v由末端时刻的状态和协态变量经推进段

2逆向计算得到.这是一个标准的包含等式与不等式

约束的非线性规划问题,本研究采用 MATLAB 软件

中的 fmincon函数进行求解,性能指标及约束条件对

于优化参数的梯度均由数值微分计算得到, 无需推

导解析式. 后文所列出的非线性规划问题采用同样

方法求解.

表 1 子问题非线性规划模型 (NLP1)

Table 1 Nonlinear programming model of the proposed

subproblem (NLP1)

optimization parameters λr (t0) , λv (t0) , λr (tf ) , λv (tf ) ,∆t1,∆t2

performance index min
(∫ T

0 F (t) dt
)

constraint conditions



r (tf − ∆t2) = r′ (tf − ∆t2)

v (tf − ∆t2) = v′ (tf − ∆t2)

λr (tf − ∆t2) = λ′r (tf − ∆t2)

λv (tf − ∆t2) = λ′v (tf − ∆t2)

(∆t1 + ∆t2) 6 T

equation for costate variables Eq. (15)

equation for state variables


thrustarc : Eq. (1)

coastarc : Eq. (4)

如果将双脉冲解看作是推力幅值为无穷大、推

进时间为无穷小的一个解, 由于该解满足上述子问

题的最优性必要条件 (式 (21)和式 (30)未考虑),因

此可以认为双脉冲解是上述子问题在推力幅值为无

穷大、推进时间为无穷小时的最优解. 不难理解,当

推力幅值逐步减小时, NLP1收敛解中的总推进时间

(∆t1 + ∆t2)会逐步增加直至等于绕飞周期 T. 每次求

解 NLP1均得到数值优化意义上的最小化总速度脉

冲,那么如果总推进时间 (∆t1 + ∆t2)等于绕飞周期 T

时,此时对应的推力幅值 Fmin 即定义为形成绕飞轨

迹的 “最小推力”. 如果推力幅值比 “最小推力” 还要

小, NLP1无解.本研究中, 通过延拓推力幅值 (逐步

减小)将双脉冲解最终过渡至最小推力解.

针对 NLP1,首先求解一个具有较大推力幅值 F0

的解,并将双脉冲解作为初始估计值.第一个求解的

推力幅值可取为

F0 =
‖∆v1‖ + ‖∆v2‖

aT
(31)

式中, a为给定的小参数 (a > 0),当 a足够小时,有限

推力近似为脉冲.初始与末端时刻的协态变量初值由

速度脉冲计算得到 (式 (26)∼式 (29)),∆t1的估计值为

‖∆v1‖ /F0 (∆t2 估计值同法得到). 若 a足够小, NLP1

可快速收敛.

此后,逐步减小推力幅值,建立同样的 NLP1进

行求解.在这个延拓过程中,每一步的解均为下一步

优化的初值,推力幅值的取值方式如下: 如果第 i 步

求解得到收敛解 (推力幅值记为 Fi),第 i + 1步的推

力幅值取为

Fi+1 = 0.5Fi (32)

基于式 (32)中的推力幅值,若 NLP1收敛,则第

i + 1步得到收敛解 (推力幅值记为 Fi+1);若 NLP1不

收敛, Fi+1重新设置为

Fi+1 = 0.5 (Fi + Fi+1) (33)

直至得到收敛解.

随着推力幅值的减小,指标函数 J = (∆t1 + ∆t2)

逐步变大,设置小参数 b (b > 0),当满足以下条件时

停止求解 NLP1(即停止减小推力幅值)

T − (∆t1 + ∆t2) 6 bT (34)

此时,将 “开—关—开” 推力序列替换为推力全程

开启的形式, 并建立如表 2所示的非线性规划问题

(记为 NLP2),其中约束条件中的 r (tf ) , v (tf ) 由 r (t0),

v (t0)经正向积分得到.
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表 2 最小推力解非线性规划模型 (NLP2)

Table 2 Nonlinear programming model of

the minimum-thrust solution (NLP2)

optimization parameters λr (t0) , λv (t0), F

performance index min (F)

constraint conditions r (tf ) = r (t0) , v (tf ) = v (t0)

equation for costate variables Eq. (15)

equation for state variables Eq. (1)

利用已经得到的 NLP1问题的解作为初值 (b取

值足够小),即可通过直接寻优得到最小推力解.需要

指出的是,获得 “最小推力” 采用了逐步减小推力幅

值的技术手段,即多次求解 NLP1,这有利于避免 “最

小推力” 陷入局部最优.

得到最小推力 Fmin 后,记最小推力解的协态变

量为 λ (t), 主矢量曲线为 p (t), 最小值为 pmin, 如图

3(a)所示,对 λ (t)做如下处理

λ′ (t) =
λ (t)
pmin

(35)

由式 (21)可知: 处理后的协态变量并不影响最

小推力解.相应地,主矢量曲线按比例变为

p′ (t) =
p (t)
pmin

(36)

图 3(b)为处理后的主矢量曲线 p′ (t) 的示意图.

此时,任意时刻的主矢量模值均不小于 1,并且其最

小值 (可能不止一个)等于 1.根据式 (21)与式 (23)可

知, p′ (t)亦满足 F = Fmin(推力全程开启)条件下的燃

料最优解必要条件,因此最小推力解也成为 F = Fmin

时的燃料最优解, 并将为后续求解有限推力燃料最

优解提供初始估计值.

2.2 最小推力解延拓至有限推力/脉冲推力燃料最

优解

2.2.1主矢量曲线变化趋势与最优推力开关序列分析

由式 (21)式与 (23)可知,主矢量决定着最优推

力方向和推力开关序列. 本节首先分析燃料最优解

主矢量曲线随推力幅值的变化关系.

根据式 (23)可知 (如图 4所示):

(1) 对于脉冲推力燃料最优解 (impulsive-thrust

solution),任意时刻的主矢量模值均不大于 1,仅在脉

冲作用时刻为 1;

t

p

1

impulsive-thrust

finite-thrust

minimum-thrust

图 4 主矢量曲线变化示意图

Fig. 4 Schematic diagram of the change of the primer vector

(2)对于最小推力解 (minimum-thrust solution),任

意时刻的主矢量模值均不小于 1,仅在某一个或多个

离散点处为 1;

(3) 其他有限推力水平下的最优解 (finite-thrust

solution)主矢量则介于 (1)和 (2)之间, 推力开关切

换时刻为主矢量模值取值为 1的时刻.

基于上述认识,随着推力幅值的增大,燃料最优

解主矢量曲线将呈现整体下移的趋势, 并且当初始

值、末端值、极大值或极小值越过 1 时, 最优推力

开关序列发生改变. 因此, 如果将推力幅值从 Fmin

逐步延拓至无穷大, 则可以遍历所有可行推力幅值

(F > Fmin)的最优开关序列. 将主矢量的初始值、末

端值、极大值和极小值称为决定最优推力开关序列

的 “特征值”(characteristic value). “特征值” 或大于 1

或小于 1,若有 “特征值” 恰好等于 1,则称该解为临

界推力解,对应的推力幅值称为临界推力幅值,如图

5所示.最小推力解和脉冲推力燃料最优解也是临界

推力解.需要指出的是,虽然燃料最优解主矢量曲线

的整体趋势是随推力幅值的增大而下移, 但是其特

征值可能会在局部有相反的变化趋势, 并且由于主

矢量曲线的形状本身也是一个渐变的过程, 可能会

出现极大或极小值个数发生变化的情况, 3.3节的平

面快速绕飞算例对此情况给出了相应的描述.

在推力幅值延拓过程中, 在得到下一个临界推

力解之前,最优推力开关序列保持不变,而一旦遇到

临界推力解 (至少一个特征值变为 1),最优推力开关

序列将被重新设置.结合图 5可以得到,新设置的最

优推力开关序列较原推力开关序列的变化如表 3所

示.其中, “1+ → 1− ” 表示特征值由大于 1变为小于
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(a) Minimum (b) Maximum

(c) Initial value (d) Final value

(a) (b) 

(c) (d) 

图 5 临界推力幅值主矢量示意图

Fig. 5 Schematic diagram of the primer vector of

the critical thrust amplitude

表 3 最优推力开关序列重新设置

Table 3 Reset of optimal thrusting switching sequence

Characteristic change of characteristic change of switching

value value sequence

minimum
1+ → 1− add Off—On

1− → 1+ remove Off—On

maximum
1+ → 1− remove On—Off

1− → 1+ add On—Off

initial value
1+ → 1− add initial coast

1− → 1+ remove initial coast

terminal value
1+ → 1− add terminal coast

1− → 1+ remove terminal coast

1, “1− → 1+” 表示特征值由小于 1变为大于 1,增加

或合并开关以及增加或去除始末自由滑行段的时刻

均在特征值等于 1的时刻附近.

2.2.2有限推力燃料最优解

为求解每一步的有限推力燃料最优解, 建立如

表 4所示的非线性规划问题 (记为 NLP3).其中, ti 表

示推力开关切换时刻 (推力开关序列已给定),该时刻

主矢量模值为 1, pu为上一步最优解中主矢量不小于

1的特征值, pl 为上一步最优解中主矢量不大于 1的

特征值.约束条件中 r (tf ) , v (tf )由 r (t0) , v (t0)正向积

分得到 (按照设定的开关序列),优化变量初值由上一

步最优解给出. NLP3的解 (若收敛)必定满足必要条

件 (23),同时,对燃料消耗直接寻优也是基于混合法

的思想 [18],即在一定程度上弥补未推导与利用充分

条件的不足. 若将指标函数改为 min[
∑
i

(p (ti) − 1)2],

将 p (ti) = 1从约束条件中去除,期望得到的仅为满

足必要条件的解.

表 4 有限推力燃料最优解参数优化模型（NLP3）

Table 4 Parameter optimization model of the fuel-optimal

solution with finite thrust (NLP3)

optimization parameters λr (t0) , λv (t0) , ti

performance index min
(∫ T

0 F (t) dt
)

constraint conditions


r (tf ) = r (t0) , v (tf ) = v (t0) ;

p (ti ) = 1, pu > 1, pl 6 1

equation for costate variables Eq. (15)

equation for state variables


thrustarc : Eq. (1);

coastarc : Eq. (4)

每次求解 NLP3,对应 “开” 推力序列的推力幅值

是固定的,但从最小推力幅值开始逐步增大.取第 1

步优化的推力幅值为

F′0 = (1 + c) Fmin (37)

式中, c为给定的小参数 (c > 0). 将最小推力解作为

初始估计值. 此后, 逐步增加推力幅值, 建立同样的

NLP3进行求解. 在这个延拓过程中,每一步的解均

为下一步优化的初值,推力幅值的取值方式如下: 如

果第 i 步求解得到收敛解 (推力幅值记为 F′i ,以区分

求解最小推力解过程中的 Fi),第 i + 1步的推力幅值

取为

F′i+1 = (1 + c) F′i (38)

基于式 (38)中的推力幅值,若 NLP3收敛,则第

i + 1步得到收敛解 (推力幅值记为 F′i+1);若 NLP3不

收敛, F′i+1重新设置为

F′i+1 = 0.5
(
F′i + F′i+1

)
(39)

直至得到收敛解.

因此, 只要推力幅值尚未达到下一个临界推力

幅值,则如果式 (37)中的 c足够小,在不改变最优推

力开关序列的情况下, NLP3总能得到收敛解.

随着推力幅值的增大, 燃料最优解逐渐逼近下

一个临界推力解,设置一小参数 d (d > 0),当以下集

合为非空时则停止求解 NLP3问题 (即停止增加推力

幅值)

S = {pc| |pc − 1| 6 d} (40)

式中, pc为主矢量的特征值,并记满足上式的特征值

(可能不止一个)所对应的时刻为 ts,此时建立如表 5
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所示的非线性规划问题 (记为 NLP4)直接优化出临

界推力幅值.其中, pu, pl 为不在集合 S中的特征值,

其含义与表 4中的 pu, pl 相同.上述各变量定义如图

6所示.只要 d足够小, NLP4的问题总能收敛.

表 5 临界推力幅值非线性规划模型（NLP4）

Table 5 Nonlinear programming model for solving

the critical thrust amplitude (NLP4)

optimization parameters λr (t0) , λv (t0) , ti , ts, F

performance index min
(∫ T

0 F (t) dt
)

constraint conditions


r (tf ) = r (t0) , v (tf ) = v (t0)

p (ti ) = 1, p (ts) = 1, pu > 1, pl 6 1

equation for costate variables Eq. (15)

equation for state variables


thrustarc : Eq. (1);

coastarc : Eq. (4)

p

1

pu pu

pu

pl

pl

t0 ts ts tf

pu

tititi

图 6 NLP4中相关变量示意图

Fig. 6 Schematic diagram of some variables in NLP4

得到临界推力幅值后,根据表 3中所列的情况,

重新设置推力开关序列, 再回到求解 NLP3的步骤.

在推力幅值延拓过程中, 是否会遇到有限幅值临界

推力 (即求解 NLP4)将依据具体问题,当推力幅值增

大到一定程度后, 认为不会再出现有限幅值临界推

力,此时,有限推力也逐步逼近脉冲推力.

2.2.3脉冲推力燃料最优解

当推力幅值增加至无穷大时, 总推进时间趋向

于 0,有限推力幅值燃料最优解逼近脉冲推力燃料最

优解.设置推力幅值阈值如式 (31)所示,当推力幅值

达到该阈值时, 建立如表 6所示的非线性规划问题

(记为 NLP5)直接优化出脉冲推力燃料最优解.其中,

总的推进段数目为最优脉冲数目 N∆v,第 i 个推进段

的中间时刻为最优脉冲 ∆vim作用时刻 tim,推力幅值

与第 i 个推进段的持续时间乘积为第 i 个脉冲的大

小 ‖∆vim‖. 若式 (31)中的 a足够小, NLP5可快速收

敛.对总速度脉冲直接寻优的含义如 NLP3.

表 6 脉冲推力最优解非线性规划模型 (NLP5)

Table 6 Nonlinear programming model of the fuel-optimal

solution with impulsive thrust (NLP5)

optimization parameters λr (t0) , λv (t0) , tim,∆vim

performance index
N∆v∑
im=1
‖∆vim‖

constraint conditions


r (tf ) = r (t0) , v (tf ) = v (t0)

p (tim) = 1

equation for costate variables Eq. (15)

equation for state variables coast arc: Eq. (4)

3 最优受控绕飞轨迹设计算例

3.1 慢速绕飞

设主星轨道为围绕地球运行的 400 km高的圆轨

道,轨道角速度 n = 1.1314×10−3 rad/s.伴星的初始和

末端状态设为

r(t0) = r(tf ) =
[

1 0 2
]T

km

v(t0) = v(tf ) =
[

0 −0.002 3 0
]T

km/s

 (41)

如果不对伴星施加推力控制, 则伴星的自然绕

飞轨迹周期 T0 = 5 553.6 s,在 x–y平面内投影为短半

轴为 1 km、长半轴为 2 km的椭圆,在 y–z面内投影

则为半径为 2 km的圆.

设定绕飞周期 T 为 2 h (7 200 s)从而实现 “慢速

绕飞”, 由式 (24)可以得到双脉冲解为

∆v1 =
[

2.717 3 −0.444 8 3.042 5
]T

m/s

∆v2 =
[

2.717 3 0.444 8 3.042 5
]T

m/s

 (42)

双脉冲解主矢量曲线如图 7(a)所示, 不满足脉

冲推力燃料最优解的一阶必要条件.

取 a = 1/T = 1/7 200(无量纲),得到第 1个优化

的推力幅值为

F0 = ‖∆v1‖ + ‖∆v2‖ = 8.206 9 N (43)

按照第 2.1节介绍的延拓方法对推力幅值进行

延拓,即多次求解 NLP1(并取 b = 1× 10−2)与一次求

解 NLP2,可以得到最小推力解,其推力幅值为

Fmin = 7.441 2× 10−4 N (44)
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图 7 主矢量曲线 (慢速绕飞)

Fig. 7 The primer vector (slow fly-around)

最小推力解主矢量曲线如图 7(a)所示 (处理后),

存在两个同时为 1的极小值.因此,在该最小推力解

基础上增大推力幅值后,最优推力开关序列变为 “开

—关—开—关—开”. 图 7(b)为增大推力幅值直

至遇到临界推力解过程中燃料最优解主矢量曲线的

变化情况.取 c = 1×10−2, d = 1×10−4,可以得到该最

优推力开关序列的临界推力幅值为 8.785 0× 10−4 N,

此时最优解主矢量的初始值和末端值均为 1.继续增

加推力幅值,最优推力开关序列变为 “关—开—关

—开 —关 —开 —关”. 图 7(c)为继续增加推力幅

值后燃料最优解主矢量曲线的变化情况. 利用推力

幅值为 8.206 9 N时的最优解求解脉冲推力燃料最优

解可以得到: 最优脉冲数目为 3, 3次脉冲的大小以

及作用时刻分别为

∆v1 = 1.015 0 m/s, t1 = 823.2 s

∆v2 = 2.030 0 m/s, t2 = 3 600.0 s

∆v3 = 1.015 0 m/s, t3 = 6 376.8 s


(45)

三脉冲燃料最优解主矢量曲线也在图 7(c)中给出,满

足最优解的一阶必要条件,即主矢量在脉冲作用时刻

为 1且在其他时刻小于 1.可以看出,在此算例中,临

界推力幅值只在主矢量初始值与末端值为 1的情况

存在.

根据主矢量曲线的变化情况, 最优推力开关序

列及其相应的推力幅值范围如表 7所示.

表 7 最优推力开关序列以及推力幅值范围（慢速绕飞）

Table 7 Optimal thrusting switching sequences and

corresponding range of thrust amplitude (slow fly-around)

optimal thrusting range of thrust

switching sequences amplitude/N

On—Off—On—Off—On [7.4412 8.7850]× 10−4

Off—On—Off—On—Off—On—Off [8.7850× 10−4 +∞)

由推力幅值延拓过程中得到的所有燃料最优解

还可以画出 bang-bang控制曲线的 “全貌” 以及每个

推力幅值对应的总速度脉冲 ∆v, 如图 8所示. 此处

的 “全貌” 指的是沿任意一个推力幅值作平行于横

轴的直线,即可得到该推力幅值水平下的最优 bang-

bang控制曲线以及相应的总速度脉冲.例如,当 F =

1× 10−2 N时,从图 8可以直接得到其最优开关序列

为 “关—开—关—开—关—开—关”, 开关时刻

ti 和总速度脉冲 ∆v也可以从数轴上直接得到.

图 9给出了双脉冲解、三脉冲最优解、最小推力

解、临界推力解 (“开—关—开—关—开” 推力序

列) 以及自然绕飞 (标注 null-thrust)的相对轨迹. 图

9(a)中,箭头方向表示三脉冲最优解的推力方向;图

9(b)中,箭头方向表示有限推力方向,箭头长度与主

矢量模值大小成正比.
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图 8 Bang-bang控制与总速度脉冲随推力幅值的变化

曲线 (慢速绕飞)

Fig. 8 Bang-bang control and total velocity impulses with the change of

thrust amplitude (slow fly-around)

图 9 相对轨迹 (慢速绕飞)

Fig. 9 Relative trajectories (slow fly-around)

3.2 快速绕飞

针对 3.1节所描述的同样问题,调整绕飞周期 T

为 1 h (3 600 s)从而实现 “快速绕飞”. 由式 (24)可以

得到双脉冲解为

∆v1 = [−0.977 6 0.320 0 − 4.502 7]T m/s

∆v2 = [−0.977 6 − 0.320 0 − 4.502 7]T m/s

 (46)

双脉冲解主矢量曲线如图 10(a)所示,亦不满足

脉冲推力最优解的一阶必要条件, 因此该双脉冲解

也不是最优解.取 a = 1/T (无量纲),得到第 1个优化

的推力幅值为

F0 = ‖∆v1‖ + ‖∆v2‖ = 9.2375 N (47)

取 b = 10−2,得到最小推力解为

Fmin = 2.140 0× 10−3 N (48)

图 10 主矢量曲线 (快速绕飞)

Fig. 10 The primer vector (fast fly-around)

最小推力解主矢量曲线如图 10(a)所示 (处理

后),也存在 2个同时为 1的极小值.因此,在该最小

推力解基础上增大推力幅值后, 最优推力开关序列

变为 “开—关—开—关—开”. 图 10(b)为增大推

力幅值后,燃料最优解主矢量曲线的变化情况.利用

推力幅值为 9.2375 N时的最优解优化脉冲推力最优

解可以得到: 最优脉冲数目为 3, 3次脉冲的大小以
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及作用时刻分别为

∆v1 = 0.758 5 m/s, t1 = 0.003 7 s

∆v2 = 4.024 8 m/s, t2 = 1 800.0 s

∆v3 = 0.758 5 m/s, t3 = 3 600.0 s


(49)

因此,对于任意可行的有限推力幅值,该问题的

燃料最优解的最优推力开关序列均为 “开 — 关 —

开—关—开”. 该最优控制问题 bang-bang控制曲线

的全貌和每一个推力幅值对应的总速度脉冲如图 11

所示,其含义与图 8类似.
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图 11 Bang-bang控制与总速度脉冲随推力幅值的

变化曲线 (快速绕飞)

Fig. 11 Bang-bang control and total velocity impulses with the change

of thrust amplitude (fast fly-around)

双脉冲解、最小推力解、三脉冲最优解以及自然

绕飞 (标注 null-thrust)的相对轨迹如图 12所示.

通过以上两个算例的优化结果可以看出, 绕飞

轨迹的燃料最优解主矢量及其变化过程关于时间中

轴均有较好的对称性, 然而该特点只适用于特殊初

F = Fmin

x/km

t0

-1
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1
1

0
0

y/km

4

2
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z/
k
m

two-impulse 

null-thrust
three-impulse 

图 12 相对轨迹 (快速绕飞)

Fig. 12 Relative trajectories (fast fly-around)

始和末端状态约束下的绕飞轨迹优化问题, 并不具

备一般性.例如,调整 3.2节的初始和末端状态 (若无

推力仍满足自然绕飞轨迹条件):

r(t0) = r(tf ) =

[0.707 1 1.414 2 1.414 2]T km

v(t0) = v(tf ) =

[0.000 8 − 0.001 6 0.001 6]T km / s



(50)

通过对推力幅值的延拓, 可以最终得到脉冲推力燃

料最优解主矢量曲线如图 13所示. 显然,该主矢量

曲线关于时间中轴并不对称.
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图 13 脉冲推力燃料最优解主矢量曲线

Fig. 13 The primer vector of fuel-optimal solution with impulsive thrust

3.3 平面快速绕飞

本节讨论 3.2节中 x–y平面内的快速绕飞运动

(周期 T = 3 600 s),初始与末端约束为式 (41),但不考

虑 z方向运动.采用同样的方法,可以首先得到双脉

冲解与最小推力解 (Fmin = 9.304 8× 10−4 N),它们的

主矢量曲线如图 14(a)所示,双脉冲解具有 2个大于

1的极大值,最小推力解主矢量曲线没有极大值,仅

有 1个极小值为 1. 随后,逐步增大推力幅值即得到

有限推力燃料最优解.在推力幅值延拓过程中,主矢

量曲线逐渐在 630 s和 1 970 s附近形成了 2个小于

1的极大值,并且这两个极大值逐渐增大至 1(对应临

界推力 4.840 6× 10−3 N),如图 14(b)所示. 继续增大

推力幅值,极大值大于 1,开关序列发生变化,最终得

到四脉冲燃料最优解,主矢量曲线变化如图 14(c)所

示.
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图 14 主矢量曲线 (平面快速绕飞)

Fig. 14 The primer vector (planar fast fly-around)

该算例中, 最优推力开关序列及其相应的推力

幅值范围如表 8所示.双脉冲解、四脉冲最优解、最

小推力解、临界推力解 (“开 —关 —开” 推力序列)

以及自然绕飞 (标注 null-thrust)的相对轨迹如图 15

所示. 其中,箭头方向表示连续推力方向,箭头长度

与主矢量模值大小成正比.
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图 15 相对轨迹 (平面快速绕飞)

Fig. 1 Relative trajectories (planar fast fly-around)

表 8 最优开关序列以及推力幅值范围（平面快速绕飞）

Table 8 Optimal thrusting switching sequences and

corresponding range of thrust amplitude (planar fast fly-around)

optimal thrusting switching sequences range of thrust amplitude/N

On—Off—On [0.930 5 4.840 6]× 10−3

On—Off—On—Off—On—Off—On
[
4.840 6× 10−3 +∞

)

由式 (24)可以得到双脉冲解的总速度脉冲为

‖∆v1‖ + ‖∆v2‖ = 2.057 4 m/s (51)

通过对推力幅值的延拓可以最终得到四脉冲最

优解的总速度脉冲为

4∑

im=1

∆vim = 2.055 5 m/s (52)

两者仅相差为 1.911 2 mm/s (小于 0.1%). 从

图 14 (c)可以看出, “开—关—开—关—开—关

—开” 推力序列中位于中间的两个推进段时间很短,

其所对应的速度脉冲因此也很小 (均为 7.858 0 cm/s).

即便如此, 推力幅值延拓方法仍然可以求解出四脉

冲燃料最优解.因此,该算例进一步验证了推力幅值

延拓方法的有效性.

4 结论

本文主要针对航天器受控绕飞轨迹的燃料优化

与控制问题提出了一种新的推力幅值延拓方法. 该

方法通过对推力幅值的延拓,可以将最为简单的双脉

冲解延拓至有限推力以及脉冲推力燃料最优解. 在
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延拓过程中, 协态变量初值的选取都有明确的依据

从而避免了随机猜测, 并通过对主矢量曲线的跟踪

来判断最优推力开关序列. 推力幅值延拓的核心思

想是在推力幅值变化过程中跟踪监测主矢量曲线的

初始值、末端值、极小值和极大值的变化情况,并以

此确定最优的推力开关序列及其相应的临界推力幅

值.该方法不仅保证了问题求解过程的平滑性,而且

通过遍历所有可行的推力幅值,实现了有限推力与脉

冲推力燃料最优绕飞轨迹优化问题的一并求解. 与

此同时,还获得以下的认识与理解:

(1 )通过延拓推力幅值,主矢量曲线从双脉冲解

连续变形至脉冲推力最优解, 其间经过最小推力解

与临界推力解.这个连续变形过程类似一个同伦,但

没有给出明确的同伦映射函数.算例中,双脉冲解均

成功地延拓至最优脉冲推力解, 但事先并未证明解

的存在性.因此,如何为延拓赋予更为严格的数学证

明是值得深入研究的问题.

(2)推力幅值延拓的过程也是一个 “预测 --校正”

过程,每一步的解均以上一步的解作为初值,这是最

为简单的预测方法,每一步求解 NLP则是校正.临界

推力幅值也是预测的一个结果, 但通过建立求解不

同的 NLP进行校正.在这一过程中,只要推力幅值变

化足够小,非线性规划问题总能获得收敛解.通过建

立速度脉冲与协态变量的联系, 双脉冲解可以解析

地给出一组协态变量, 此后的推力幅值延拓过程中,

求解 NLP无需再猜测协态变量.

(3)临界推力意味着延拓过程中最优推力开关序

列发生突变,这是通过求解 NLP将此类突变识别出

来, 然后重新设置推力开关序列. 当推力幅值足够

大时,认为不会再有突变,开关序列近似为脉冲序列,

即确定了脉冲个数与作用时刻的初值. 推力幅值的

延拓过程为航天器变轨的推力配置起到一定参考作

用.实际飞行不宜采用临界推力幅值,由于推力幅值

误差的存在, 最优推力开关序列的确定可能陷入混

沌,给制导控制律设计带来问题.

实际上, 本文提出的延拓方法具有一般适用性,

只要改变初始与末端约束条件,或将 HCW方程替换

为其他形式, 就可应用于其他类型的轨迹转移燃料

优化问题中, 比如: HCW模型所描述的目标飞越与

交会问题可以同样方法求解；基于本文所得到的解,

通过对参考轨道偏心率的延拓可以求解椭圆参考轨

道最优相对轨迹转移问题；通过对主星引力场大小

的延拓可以求解太阳系小天体可变周期燃料最优绕

飞轨迹问题.
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THRUST-AMPLITUDE CONTINUATION DESIGN APPROACH FOR SOLVING

SPACECRAFT OPTIMAL CONTROLLED FLY-AROUND TRAJECTORY 1)

Zhu Xiaolong∗,† Liu Yingchun∗ Gao Yang∗,2)

∗(Technology and Engineering Center for Space Utilization, Chinese Academy of Sciences, Beijing100094, China)
†(University of Chinese Academy of Sciences, Beijing100049, China)

Abstract A continuation approach in which the thrust amplitude is the continuation parameter is proposed to solve the

fuel-optimal spacecraft fly-around trajectories. On the basis of the two-impulse solution, the minimum thrust amplitude

that ensures the feasibility of the fly-around trajectory is obtained by replacing impulsive thrust with finite thrust and

decreasing the thrust amplitude gradually. Once obtaining the minimum-thrust solution, the thrust amplitude is increased

step by step and the optimal thrusting switching sequence is determined by the primer vector in each step. Consequently,

the fuel-optimal trajectories with both finite thrust and impulsive thrust are obtained by continuation from the minimum-

thrust fly-around trajectory solution. By continuation on all feasible thrust amplitudes, the fuel-optimal solutions with

both finite thrust and impulsive thrust are solved, and the costate variables in the optimal control problem are no longer

acquired randomly. Numerical examples of slow and fast fly-around trajectories show the effectiveness of the proposed

continuation approach.

Key words fly-around trajectory, continuation approach, trajectory optimization, fuel-optimal, finite thrust, impulsive

thrust
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