
第 46 卷 第 2 期 力 学 学 报 Vol. 46，No. 2

2014年 3 月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics Mar.，2014

研究论文

含铰接杆系结构几何非线性分析子结构方法
1)

王 刚 齐朝晖 2) 汪 菁

(大连理工大学工业装备结构分析国家重点实验室，大连 116024)

摘要 将细长杆系结构按长度方向划分为多个子结构，由于在子结构坐标系下的节点位移均是小位移，可以将

子结构内部自由度凝聚到边界.考虑到子结构端面在变形过程中保持为刚性截面，将端面节点自由度进一步凝

聚到端面形心点，这样每一个子结构就减缩成形式上只有两个节点的广义梁单元，大大减缩了自由度.大位移

大转动是细长杆系结构产生几何非线性效应的一个重要原因，基于共旋坐标法，建立了随单元一起运动的随动

坐标系，推导了子结构单元的节点力平衡方程及其切线刚度阵. 同时，考虑到工程机械中细长杆系结构含有相

互铰接的刚体加强块，给出了非独立自由度节点力转换到独立参数下的广义节点力及其导数. 最后，通过履带

式起重机的副臂工况算例，给出了其在不同载荷下的臂架结构位移，验证了方法的正确性.
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引 言

在工程机械中，有大量的细长杆系结构，例如履

带式起重机的臂架，桁架式可展开天线等.这类结构

由于细长的特点，在实际工作中位移很大，如果不考

虑变形前后结构位形的改变，得到的分析结果可能

明显不符合实际.为了对这类结构进行有限元分析，

几何非线性有限元逐步发展起来并且得到了充分地

应用. 目前比较成熟的几种传统方法包括参考初始

构型的完全拉格朗日方法 (total Lagrangian)和参考

当前构型的更新拉格朗日方法 (updated Lagrangian)

以及二者混用的方法 [1] .

以上方法成功地解决了一大类的实际工程问

题并且相关理论也得到了很大的发展和改进 [2-3].

然而，这几种传统的方法都需要针对不同的单元构

造复杂的非线性单元，程序化实现很困难. 对于工

程中经常使用的细长杆系结构，大位移和大转动是

这类结构产生几何非线性效应的一个重要因素，而

结构本身的应变很小. 针对这样的结构，最早由

Wempner[4] 和 Belytschko[5] 分别提出的共旋坐标法

(co-rotational)成功地解决了大位移大转动小应变结

构的几何非线性问题. 共旋坐标法的主要思想可以

表述为：在每个单元的当前构型上建立一个描述单

元位移的随动坐标系，将单元的刚体位移分离到随

动坐标系相对于初始位置的位移和转动. 这样就可

以应用线性有限元单元，省去了单元的重新构造.

近几十年来，共旋坐标法已经被广泛地应用到

各种结构单元，包括梁、板壳以及各种实体单元，并

且表现出了良好的数值性态 [6-12].但是，针对工程中

细长杆系结构，由于整个结构的单元个数很多，直接

采用共旋坐标法对结构进行离散，得到的平衡方程

个数非常多，加之每个方程的非线性程度很高，给出

每个方程的切线刚度阵就显得十分困难 [13].

针对履带式起重机的臂架，考虑到组成臂架的

每个臂节的端面都进行了加强处理，将臂架按长度

方向每个臂节作为一个子结构. 对子结构进行了自

由度减缩，同时把子结构刚性端面的节点自由度用

端面形心位移和转动表示，这样将一个子结构减缩

成了形式上只有两个节点的广义梁单元. 推导了减

缩后的子结构节点力平衡方程以及切线刚度阵. 最

后，考虑了臂架与转台通过刚体加强块铰接和两个

臂架之间的刚体连接引起的臂架铰接后的自由度转

换问题，给出了独立自由度表示的节点力平衡方程

以及转换后的切线刚度阵.最后，给出了履带式起重

机副臂工况下不同吊重的结构位移.
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1 子结构瞬时单元坐标系

工程机械中，大量起重机械的结构部分都是由

细长杆系结构组成.为了运输和安装方便，实际使用

时多个杆系结构进行对接组装成整个结构.因此，每

个框架的交接面上都进行了加强处理. 由于组装之

后的杆系结构在承载后会发生很大的节点位移，对

这类结构进行几何非线性分析显得尤为重要.

考虑到所研究的细长杆系结构主要发生大位移

和大转动，结构的应变很小.因此，在子结构内部，各

个节点的位移相对于子结构坐标系均是小位移. 根

据这一特点，可以将细长杆系结构按长度方向划分

为多个子结构，对其自由度进行减缩.

子结构内部自由度可以凝聚到边界的条件是在

某个坐标系下描述的子结构所有的节点位移之间满

足线性关系.因此，建立一个描述子结构节点位移的

当前单元坐标系是子结构减缩的必要条件和准确求

出节点力的关键.

如图 1所示的变形后的子结构，定义子结构端

面相对于总体坐标系的初始方位矩阵分别为 S10和

S20，将子结构的端面形心作为广义梁单元的两个节

点，其相对于总体坐标系的矢径分别为 r1和 r2，总

体转动参数分别为 θ1和 θ2.

图 1 子结构瞬时坐标系

Fig. 1 Current coordinate systems of substructures

子结构左右端面基矢量组成的正交矩阵分别可

以表示为

R1 = Rθ1S10 (1)

R2 = Rθ2S20 (2)

在左端面选一个参考点 ρ，则瞬时子结构单元坐

标系可以按以下方式选取

e1 =
r2 − r1

‖r2 − r1‖ , e2 =
ρ × e1

‖ρ × e1‖ , e3 = e1 × e2 (3)

则显然参考点在 e2方向没有分量，即

ρ = ρ1e1 + ρ3e3 (4)

定义子结构单元坐标系和总体坐标系的转换矩

阵为 Rs，则子结构右端面形心在单元坐标系下的位

移可以表示为

ū2 = RT
s (r2 − r1) − r̄2 (5)

其变化率为

·
ū2 = rT

s

[
Ṙ2 − ṙ1 + ( r̃2 − r̃1)ωs

]
(6)

其中，ωs是单元坐标系转动角速度.

参考点在单元坐标系下的位移可以表示为

ūρ = RT
sρ − ρ̄ (7)

其中，ρ̄是参考点相对于端面形心的初始矢径.其变

化率为
·
ūρ = RT

s (ρ̃ωs − ρ̃ω1) (8)

其中，ω1是子结构左端面转动角速度.

单元坐标系的选取方式满足以下条件：(1)子结

构右端面形心速度在单元坐标系 e2 轴和 e3 轴方向

没有分量；(2)参考点速度在单元坐标系 e2轴方向没

有分量.该条件可以写成以下形式

eT
2

·
ū2 = 0 , eT

3

·
ū2 = 0 , eT

2

·
ūρ = 0 (9)

将式 (6)和式 (8)代入式 (9)，可以解得子结构单

元坐标系角速度 ωs与端面形心速度、角速度的关系

ωs = Du ( ṙ2 − ṙ1) + Dθω1 (10)

其中

Du =
1

ρ3eT
1 (r2 − r1)

ρeT
2 −

1

eT
1 (r2 − r1)

e2eT
3 (11)

Dθ = − 1
ρ3

e1ρ
Tẽ2 (12)

按照以上步骤可以建立当前构型下子结构的单

元坐标系，在单元坐标系下描述子结构的变形.给出

单元坐标系下的节点位移，就可以求得单元坐标系

下的节点力.

2 细长杆系结构自由度凝聚

如图 2所示的空间杆系结构，其左右端面均是

加强的矩形截面.
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图 2 子结构连体坐标系

Fig. 2 Embedded coordinate systems of substructures

在子结构连体坐标系下，对组成子结构的每个

梁单元节点进行刚度阵组装并按内部位移和边界位

移进行分块

k =


kbb kbi

kib kii

 (13)

在子结构坐标系下，子结构的内力虚功率可以写成

δp̄e = δ
·
ūb

T (kbbūb + kbiūi) + δ
·
ūi

T (kibūb + kii ūi) (14)

其中，ūb 表示子结构左右端面上节点的位移；ūi 表

示子结构内部节点的位移.

子结构体力的虚功率可以写成

δp̄g = δu̇T

∫

v
gρdv =

δu̇T
1mg + δωT

s mgc + δ
·
ūT

∫

v
ḡρdv (15)

其中，m是子结构的质量；̄rc是子结构在单元坐标系

下的质心矢径；g和 ḡ分别是总体坐标系和子结构

坐标系下的重力加速度；gc可以表示为

gc = Rs

'
θcRsg (16)

内力虚功率与体力虚功率之差可以写成

δp̄e − δp̄g = δ
·
ūb

T (kbbūb + kbiūi − wb ḡ) +

δ
·
ūi

T (kibūb + kii ūi − wi ḡ) − δu̇T
1mg− δωT

s mgc

(17)

其中，wb和 wi 分别是子结构坐标系下边界和内部节

点的体力影响系数.

由于子结构的内部节点位移 ūi 是独立的，并且

除重力外子结构内部节点不受其他外力的作用，所

以有

kibūb + kii ūi − wi ḡ = 0 (18)

通过式 (18)解出子结构内部位移 ūi 并将其代入

式 (17)，得到仅由子结构端面节点自由度表示的子

结构内力和体力虚功率方程

δp̄e − δp̄g = δ
·
ūb

T
(
k̄bbūb − w̄b ḡ

)
−

δu̇T
1mg− δωT

s mgc (19)

其中，等效刚度阵 k̄bb和等效体力影响系数 w̄b可以

表示为

k̄bb = kbb − kbi k−1
ii kib (20)

w̄b = wb − kbi k−1
ii wi (21)

考虑到子结构的左右端面都进行了加强，所以

左右端面上的各个节点位移并不是独立的. 定义左

右端面的形心位移 ū1，ū2和截面转角矢量 θ̄1，θ̄2来

表示端面上所有节点的位移和转角.

记子结构左右端面上节点数分别为 m和 n，则

可以将其对应的位移和转角记为

ūb =
[
ūT

11 θ̄
T
11 · · · ūT

1m θ̄
T
1m ūT

21 θ̄
T
21 · · · ūT

2n θ̄
T
2n

]T

(22)

其中，左端面上任一节点的位移和转角可以表示为


ū1i

θ̄1i


=


E −'r1i

0 E




ū1

θ̄1


(23)

同理，右端面上任一节点的位移和转角可以表示为


ū2 j

θ̄2 j


=


E −'r2 j

0 E




ū2

θ̄2


(24)

其中，̄r1i 和 r̄2 j 分别表示在子结构连体坐标系下，左

右端面形心到端面上任一节点的矢径.

综合式 (22) ∼ 式 (24)，可以得到子结构端面节

点位移和端面形心位移之间的关系，即

ūb = Tbcūc (25)

其中，ūc =
[
ūT

1 θ̄
T
1 ūT

2 θ̄
T
2

]T
；Tbc 是子结构端面所有

节点自由度和端面形心的位移、转角的转换矩阵.由

于端面是刚性的，所以其为常数矩阵.因此，̄uc和 ūb

的导数关系可以写成

·
ūb = Tbc

·
ūc (26)

将式 (25)∼式 (26)代入子结构的内力和体力虚

功率方程式 (19)中，可得

δp̄e − δp̄g = δ
·
ūc

T (keūc − wḡ)−

δu̇T
1mg− δωT

s mgc (27)
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这样，由梁单元组装的空间杆系结构就减缩成

了一个由子结构两端加强截面形心位移和转角表示

所有节点自由度的广义梁单元.其等效刚度阵、等效

体力影响系数和等效外力可以表示为

ke = TT
bck̄bbTbc (28)

w = TT
bcw̄b (29)

节点力平衡方程中的位移、离散体力和外力均

是在当前单元坐标系下度量的，所以需要给出当前

单元坐标系下自由度和总体自由度的转换关系，从

而得到总体坐标系下的节点力平衡方程.

3 子结构等效节点力

将单元坐标系下的内节点力转换到总体坐标系

下，需要给出总体位移和局部位移之间的速度关系.

定义变形前子结构左右端面相对于单元坐标系的方

位矩阵分别为 S̄10和 S̄20，则变形后端面相对于总体

坐标系的方位矩阵可以表示为

Rθ1S10 = RsRθ̄1
S̄10 (30)

Rθ2S20 = RsRθ̄2
S̄20 (31)

对式 (30)∼(31)求导可以得到局部转动参数和总

体转动参数之间的关系，即

ω1 = ωs + Rsω̄1 (32)

ω2 = ωs + Rsω̄2 (33)

因此，子结构内力和体力虚功率方程可以写成

δp̄e − δp̄g = δ
·
ū1

T
(
f̄ 1 − Γ̄1 ḡ

)
+ δω̄T

1T−T
θ̄1

(
m̄1 − Φ̄1 ḡ

)
+

δ
·
ū2

T
(
f̄ 2 − Γ̄2 ḡ

)
+ δω̄T

2T−T
θ̄2

(
m̄2 − Φ̄2 ḡ

)
−

δu̇T
1mg− δωT

s mgc (34)

其中，f̄ 1，m̄1，f̄ 2和 m̄2是单元坐标系下内虚功率对

应的广义节点力. Γ̄1，Φ̄1，Γ̄2和 Φ̄2是单元坐标系下

对应自由度的体力影响系数.

Tθ̄1
和 Tθ̄2

是转动矢量导数和角速度的转换矩

阵，由于在单元坐标系下子结构端面的转动均是小

转动 [14]，所以可以将 Tθ̄1
和 Tθ̄2

写成

Tθ̄1
≈ E +

1
2

'
θ1 (35)

Tθ̄2
≈ E +

1
2

'
θ2 (36)

将式 (10)代入式 (32)和式 (33)并综合式 (6)，可

以得到总体参数变化率和局部参数变化率之间的关

系
·
ū = TθTuu̇ (37)

其中

·
ū =

[
·
ū1

T
·
θ̄1

T
·
ū2

T
·
θ̄2

T

]T

(38)

u̇ =
[
u̇T

1 ωT
1 u̇T

2 ωT
2

]T
(39)

Tu =


0 0 0 0

rT
s Du RT

s (E − Dθ) −RT
s Du 0

−RT
s (E + R̃Du) RT

s r̃Dθ RT
s (E + r̃Du) 0

RT
s Du −RT

s Dθ −RT
s Du RT

s



(40)

Tθ =



E 0 0 0

0 T−1
θ̄1

0 0

0 0 E 0

0 0 0 T−1
θ̄2



(41)

其中，r̃ = r̃2 − r̃1.

记总体坐标系下子结构的广义内节点力为

F =
[
FT

1 MT
1 FT

2 MT
2

]T
(42)

单元坐标系下子结构的广义内节点力为

f =
[
f T

1 mT
1 f T

2 mT
2

]T
(43)

其中

f 1 = f̄ 1 − Γ̄1Rsg (44)

m1 = m̄1 − Φ̄1Rsg (45)

f 2 = f̄ 2 − Γ̄2Rsg (46)

m2 = m̄2 − Φ̄2Rsg (47)

将式 (37)的分量形式代入式 (34)，子结构在总体坐

标系下的等效内节点力可以写成

F = (TθTu)T f − Fg (48)

其中

Fg =
[
f T

g1 mT
g1 f T

g2 mT
g2

]T
(49)

f g1 = mg−mDT
u gc , mg1 = mDT

θ gc (50)

f g2 = mDT
u gc , mg2 = 0 (51)
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4 切线刚度阵

总体坐标系下的广义内节点力直接出现在子结

构的节点力平衡方程中，式 (48)中的各项均是结构

总体位移的非线性函数，如果给出广义节点力的导

数，即切线刚度阵，则结构的平衡方程会很容易求

解.对式 (48)求导可得

Ḟ = (TθTu)T ḟ +
(
Ṫ

T
uTT

θ + TT
uṪ

T
θ

)
f − Ḟg (52)

其中

ḟ =
(
keTθTu − Tg

)
u̇ (53)

Tg =



−Γ̄1rT
s g̃Du Γ̄1rT

s g̃Dθ Γ̄1RT
s g̃Du 0

−Φ̄1rT
s g̃Du Φ̄1rT

s g̃Dθ Φ̄1RT
s g̃Du 0

−Γ̄2rT
s g̃Du Γ̄2rT

s g̃Dθ Γ̄2RT
s g̃Du 0

−Φ̄2rT
s g̃Du Φ̄2rT

s g̃Dθ Φ̄2RT
s g̃Du 0


(54)

对式 (52)中的后 3项，需要详细分析.首先，第

1项可以写成下面的形式

Ṫ
T
uTT

θ f =



Ḋ
T
uβ +

(
α̃ − DT

u β̃
∗)
ωs − DT

uα̃ (ṙ2 − ṙ1)

−Ḋ
T
θβ +

(
DT
θ β̃
∗ − β̃1

)
ωs + DT

θ α̃ ( ṙ2 − ṙ1)

−Ḋ
T
uβ −

(
α̃ − DT

u β̃
∗)
ωs + DT

uα̃ (ṙ2 − ṙ1)

−β̃2ωs



(55)

其中

α = Rs f 2 (56)

β1 = RsT−T
θ̄1

m1 (57)

β2 = RsT−T
θ̄2

m2 (58)

β = β1 + β2 + ( r̃2 − r̃1)α (59)

β̃
∗

= β̃1 + β̃2 + (r̃2 − r̃1) α̃ (60)

对式 (55)中的 Ḋ
T
uβ和 Ḋ

T
θβ需要特别分析.其可

以写成下面的形式

Ḋ
T
uβ = Ψ r ( ṙ2 − ṙ1) +Ψsωs +Ψ1ω1 (61)

Ḋ
T
θβ = Ωsωs +Ω1ω1 (62)

其中

Ψ r =

(
eT

2βe3 − eT
3βe2

)
eT

1

(r2 − r1)T (r2 − r1)
− ρ1eT

1βe2eT
1

ρ3 (r2 − r1)T (r2 − r1)
(63)

Ψ1 =
ρTρ

ρ2
3eT

1 (r2 − r1)
eT

1βe2eT
2 (64)

Ψs = −Ψ1 −
ρ1

(
eT

1βẽ2 − e2β
Tẽ1

)

ρ3eT
1 (r2 − r1)

+

eT
2βẽ3 + e3β

Tẽ2 − eT
3βẽ2 − e2β

Tẽ3

eT
1 (r2 − r1)

ωs (65)

Ωs = −Ω1 +
ρ1

ρ3

(
eT

1βẽ3 + e3β
Tẽ1

)
− eT

1βẽ1 − e1β
Tẽ1 (66)

Ω1 = −ρ
Tρ

ρ2
3

(
eT

1β
)
e3eT

2 (67)

记 Ṫ
T
uTT

θ f = {
·
F̄1

T
·

M̄1
T
·
F̄1

T
·

M̄1
T}T，则

·
F̄1 = Λ fωs + Λr (ṙ2 − ṙ1) +Ψ1ω1 (68)
·
F̄2 = − ˙̄F1 (69)
·

M̄1 = Λmωs +
(
DT
θ α̃

)
( ṙ2 − ṙ1) −Ω1ω1 (70)

·
M̄2 = −β̃2ωs (71)

其中

Λf = Ψs + α̃ − DT
u β̃
∗

(72)

Λr = Ψ r − DT
uα̃ (73)

Λm = DT
θ β̃
∗ − β̃1 −Ωs (74)

综合式 (55), (61), (62), (68)∼(71) 并考虑到式

(10)，可以得到

Ṫ
T
uTT

θ f = Suu̇ (75)

其中

Su =



−Λf Du − Λr Ψ1 + Λf Dθ Λf Du + Λr 0

−ΛmDu − DT
θ α̃ ΛmDθ −Ω1 ΛmDu + DT

θ α̃ 0

Λf Du + Λr −Ψ1 − Λf Dθ −Λf Du − Λr 0

β̃2Du −β̃2Dθ −β̃2Du 0


(76)

对式 (52)中的最后一项，由于
·
θ̄1 = ω̄1 − 1

2

'
θ1ω̄1 (77)

·
θ̄2 = ω̄2 − 1

2

'
θ2ω̄2 (78)

Ṫ
−T
θ̄1

m1 = −1
2

m̃1T−1
θ̄1
ω̄1 (79)

Ṫ
−T
θ̄2

m2 = −1
2

m̃2T−1
θ̄2
ω̄2 (80)
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所以有

TT
uṪ

T
θ f = TT

uSθTuu̇ (81)

其中

Sθ = −1
2



0 0 0 0

0 m̃1T−1
θ̄1

0 0

0 0 0 0

0 0 0 m̃2T−1
θ̄2



(82)

式 (52)中的第 3项可以写成下面形式

Ḟg = m



−Ḋ
T
u gc + DT

u

(
g̃c − rs

'
rcrT

s g̃
)
ωs

Ḋ
T
θ gc − DT

θ

(
g̃c − rs

'
rcrT

s g̃
)
ωs

Ḋ
T
u gc − DT

u

(
g̃c − rs

'
rcrT

s g̃
)
ωs

0



T

(83)

记 Cf = g̃c − Rs
'
rcRT

s g̃，则

Ḟg = Tgcu̇ (84)

其中

Tgc =



Ψuu −Ψuθ −Ψuu 0

−Ωθu Ωθθ Ωθu 0

−Ψuu Ψuθ Ψuu 0

0 0 0 0



(85)

其中

Ψuu = Ψ r +ΨsDu − DT
uCf Du (86)

Ψuθ = Ψ1 +ΨsDθ − DT
uCf Dθ (87)

Ωθu = ΩsDu − DT
θC f Du (88)

Ωθθ = Ω1 +ΩsDθ − DT
θCf Dθ (89)

将式 (53), (75), (81), (85)代入式 (52)可得

Ḟ =
[
(TθTu)T keTθTu − Tg + Su + TT

uSθTu − Tgc

]
u̇ (90)

其中，内节点力和体力的切线刚度阵即为

kT = (TθTu)T keTθTu − Tg + Su + TT
uSθTu − Tgc (91)

5 刚体铰接节点参数转换关系

细长杆系结构按照以上的方法进行减缩后，形

成了一种形式上只有两个节点的广义梁单元，这些

子结构的端面之间对接组装形成整个臂架结构. 履

带式起重机的结构形式如图 3所示，主臂与履带车

回转平台铰接，主副臂之间铰接并通过撑杆和拉板

进行约束. 整个臂架在吊重过程中通过主臂拉板和

桅杆控制臂头的位置.

为了加强主臂铰支座的强度，臂架底节端面通

常由一段可以视为刚体的楔形块连接，楔形块再与

回转平台铰接，如图 4所示.

图 3 履带式起重机组成部件

Fig. 3 Component parts of crawler cranes

图 4 子结构与回转平台铰接

Fig. 4 Hinge-support of the substructure with a slewing platform

由于楔形加强块的刚度很大，将其考虑成结构

的一部分会使平衡方程呈现出病态. 通常的做法

是：定义刚体加强块与结构单元连接点 (面)的独立

自由度，推导出非独立的结构节点自由度与独立自

由度之间的关系，得到关于独立自由度的节点力平

衡方程.

定义臂架形心线绕自身转轴 er的转角为 γ1，臂

架底节左端面与刚体加强块交接面的转角矢量为 θ1.

则交接面的形心矢径可以表示为

r1 = Rγ1 r̄1 (92)
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其中，r̄1为 γ1 = 0时，臂架底节左端面的形心矢径.

臂架底节左端面的转动矩阵 Rθ1 满足方程

Rθ1 R10 = Rγ1S10 (93)

其中，R10和 S10分别为参考构型和 γ1 = 0位置臂架

底节左端面的方位矩阵. 对式 (92)和式 (93)求导可

得


ṙ1

ω1


= h1γ̇1 (94)

其中

h1 =


ẽr r1

er


(95)

如果臂架底节左端面的广义节点力为 F1，则与

独立参数 γ1相对应的广义力可以表示为

mγ1 = hT
1 F1 (96)

其导数可以写成

ṁγ1 = hT
1 Ḟ1 + FT

1 D1γ̇1 (97)

其中

D1 =


ẽrẽr r1

0


(98)

臂架底节左端面的广义节点力 F1的导数可以写成

Ḟ1 =
∂F1

∂u∗
u̇∗ + γ̇1

∂F1

∂u1
h1 (99)

其中，u∗表示除与刚体固结的结构自由度 u1外其他

自由度.则与独立参数 γ1相应的广义力的导数可以

表示为

ṁγ1 = hT
1
∂F1

∂u∗
u̇∗ +

(
hT

1
∂F1

∂u1
h1 + FT

1 D1

)
γ̇1 (100)

如果两个臂架之间相互连接，即履带式起重机

对应的副臂工况.同理，主副臂之间也需要通过刚体

加强块进行铰接，如图 5所示.

图 5 两个子结构之间的铰接

Fig. 5 Hinge-support of two substructures

铰接处下方的臂架称为主臂，上方的臂架称为

副臂.则副臂相对于主臂的转动中心可以表示为

p2 = r2 + ρ2 (101)

其中, ρ2为从主臂顶节右端面形心 r2到副臂转动中

心的矢径 (与主臂顶节右端面固结).

同理，副臂底节左端面形心矢径可以表示为

r3 = r2 + ρ2 + ρ3 (102)

副臂底节左端面方位矩阵可以表示为

R3 = Rθ3 R30 = Rγ2 Rθ2 R20 (103)

其中，Rθ2 和 Rθ3 分别为主臂顶节右端面以及副臂底

节左端面相对于其参考构型的相对转动矩阵. 由此

可得角速度之间的关系

ω3 = ω2 + γ̇2êr (104)

其中，̂er为副臂相对主臂转动的转轴矢量.对式

(102)求导可得

ṙ3 = ṙ2 − (
ρ̃2 + ρ̃3

)
ω2 − γ̇2ρ̃3êr (105)

则副臂底节左端面自由度和主臂顶节右端面自

由度变化率的关系可以写成


ṙ3

ω3


= h2


ṙ2

ω2


+ h2γ̇2 (106)

其中
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H2 =


E − (

ρ̃2 + ρ̃3
)

0 E

 (107)

h2 =


−ρ̃3êr

êr


(108)

如果副臂底节左端面作用的广义节点力为 F3 =[
FT MT

]T
，则附加于主臂顶节右端面上的节点力可

以表示为

∆F2 = HT
2 F3 (109)

与主副臂相对转角 γ2相对应的广义广义力为

mγ2 = hT
2 F3 (110)

主臂顶节右端面附加力的导数可以写成

∆Ḟ2 = hT
2 Ḟ3 + DF3


ṙ2

ω2


+ γ̇2DF3 (111)

则式 (111)中的各项可以表示为

DF3 =


0 0

0 F̃
(
ρ̃2 + ρ̃3

)

 (112)

DF3 =


0

F̃ρ̃3êr


(113)

副臂相对于主臂的转角 γ2对应的广义力的导数

可以写成

ṁγ2 = hT
2 Ḟ3 + FT

3 Dh


ṙ2

ω2


+ γ̇2FT

3 dh (114)

其中

Dh =


0 ρ̃3

˜̂er − ˜̂erρ̃3

0 − ˜̂er

 (115)

dh =



˜̂er ˜̂erρ3

0


(116)

综合以上，主臂顶节右端面附加力的导数可以写成

∆Ḟ2 = HT
2
∂F3

∂u◦
u̇◦+

(
HT

2
∂F3

∂u3
H2 + HT

2
∂F3

∂u2
+ DF3

) 
ṙ2

ω2


+

γ̇1

(
HT

2
∂F3

∂u1
h1

)
+ γ̇2

(
HT

2
∂F3

∂u3
h2 + DF3

)
(117)

其中，u◦表示除加强块连接端面自由度 u1，u2和 u3

外其他节点的自由度.

副臂相对主臂转角 γ2对应的广义力的导数为

ṁγ2 = hT
2
∂F3

∂u◦
u̇◦+

(
hT

2
∂F3

∂u3
H2 + hT

2
∂F3

∂u2
+ FT

3 Dh

) 
ṙ2

ω2


+

γ̇1

(
hT

2
∂F3

∂u1
h1

)
+ γ̇2

(
hT

2
∂F3

∂u3
h2 + FT

3 dh

)
(118)

按照以上转化，就可以得到关于独立自由度的

臂架结构广义节点力平衡方程，分析不同载荷下，

履带式起重机臂架的结构变形.

6 数值算例

算例 1 针对一个由空心圆管焊接而成的空间杆系

结构，分析其在左端固结并且右端形心处受到一个

竖直向下集中力作用的情况下，结构的变形，并将

结果与有限元软件 ANSYS分析结果进行对比. 结

构的弹性模量为 206 GPa，泊松比为 0.3，质量密度

为 7 800 kg/m3. 水平排列的弦杆的内外直径分别

为 0.219 1 m和 0.179 1 m；交叉排列的腹杆的内外直

径为 0.114 3 m和 0.104 3 m. 整个杆系结构总长为

84 m，右端形心处的集中力为 5×104 kg，重力加速度

取 9.8 m/s2.

为了加快收敛速度，载荷被分成了 5次施加到

结构上，表 1列出了臂头端面形心在数值方向的位

移值并与 ANSYS进行了对比. 由表中数据可见，本

文方法得到的位移解与 ANSYS差别很小，证明了所

提方法是正确有效的.同时，由于对子结构自由度进

行了减缩，本文方法对于该问题的求解只需要求解

42个非线性方程，而 ANSYS需要求解 1 368个非线

性方程，说明本文方法效率更高.

图 6是得到的结构随载荷变形的过程，为显示

清晰，节点位移被放大了 5倍.

表 1 杆系结构右端面形心点竖直位移

Table 1 Vertical displacements of right section center of

member structure

Load/kg This paper/m ANSYS/m Tolerance/%

1.0×104 −3.042 0 −3.012 6 0.98

2.0×104 −4.173 3 −4.151 2 0.53

3.0×104 −5.300 3 −5.289 9 0.20

4.0×104 −6.421 8 −6.428 6 −0.11

5.0×104 −7.536 6 −7.567 3 −0.41
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图 6 臂架结构的变形图

Fig. 6 Deformed configurations the crane booms

算例 2 履带式起重机副臂工况：履带式起重机的臂

架由细长杆系结构组成，其副臂工况即对应主副臂

铰接的情况.针对这一结构，应用本文所提方法，计

算不同吊重下，履带式起重机臂架结构的位移，并分

析不同的载荷下，结构位移变化的特点.表 2列出了

某类型起重机的技术参数. 其中，L1和 L2分别表示

主副臂长度，γ1和 γ2分别表示主臂仰角和副臂相对

于主臂的夹角.杆件和基本材料参数与算例 1相同.

表 2 某类型起重机臂架参数

Table 2 Parameters of one type crane boom

L1/m L2/m γ1/(◦) γ2/(◦)

84 24 75 20

履带式起重机在吊重的过程中，通过桅杆或超

起桅杆变幅控制副臂臂头在水平方向的位移为零，

竖直方向和侧向不加以控制，这样能够精确定位挂

钩吊起重物.根据实际吊重过程中计算出的位移，选

取臂架结构节点位移较大位置处的几个关键点分析.

如图 7所示，选取臂头和主臂中间距臂根 48 m处的

图 7 起重机臂架参考点

Fig. 7 Reference points of the crane booms

位移作为比较.

图 8给出了臂头位移相对于吊重的变化曲线.从

图中曲线可以看出，当载荷较小时，臂头的竖直方向

位移基本保持为线性；当载荷达到 200 t之后，位移

曲线明显增幅加大，并且表现出明显的非线性.

图 8 副臂臂头位移

Fig. 8 Displacements of the sub-arm end

图 9给出了主臂中部对应弯曲最明显处的臂节

端面形心点的位移曲线.曲线的趋势与图 6类似：当

载荷达到 200 t之后，位移曲线明显表现出了非线性

特点.

图 9 主臂参考点位移

Fig. 9 Displacements of the reference point on the main-arm

图 10给出了几个典型吊重下结构的变形图，为

了清晰地看出臂架的变形，位移被放大了 5倍.从图

中可以明显看出图 6和图 7所得出的结论：载荷小

于 200 t时，臂架位移很小；但是增加到 300 t时，臂

架的变形已经很明显了，呈现出非线性的特点.
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(a)吊重 100吨

(a) Load 100 t

(b)吊重 200吨

(b) Load 200 t

(c)吊重 300吨

(c) Load 300 t

图 10 不同吊重下起重机臂架的变形图

Fig. 10 Deformation figures of the crane booms under different

load conditions

7 结 论

考虑到细长杆系结构大转动小应变的特点，将

其按长度方向划分为多个子结构，并将自由度凝聚

到端面节点上.同时，根据端面刚性截面的设计，将

每一个子结构简化成了形式上只有两个节点的广义

梁单元. 这样的简化在保证精度的同时大大缩减了

自由度，也给非线性的节点力平衡方程及其切线刚

度阵推导带来了方便.结合工程实际，考虑了两个细

长杆系结构与刚体固结后相互铰接的情况，推导了

关于独立自由度的广义节点力及其导数，得到了节

点力平衡方程和切线刚度阵. 将上述推导应用到工

程机械中的履带式起重机副臂工况，分析了不同载

荷下起重机臂架的结构位移，为这类以杆系结构作

为主体的起重机设计提供了参考.
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SUBSTRUCTURE METHODS OF GEOMETRIC NONLINEAR ANALYSIS FOR

MEMBER STRUCTURES WITH HINGED SUPPORTS 1)

Wang Gang Qi Zhaohui2) Wang Jing
(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract Along the longitudinal direction, a slender truss structure is divided into several substructures. Due to that

the nodal displacements are small in the embedded coordinate systems of substructures, the degrees of freedom of the

internal nodes can be reduced to the ones of the interface nodes. Considering that the left and right ends of the substructure

remain rigid sections during deformation, the interface nodal displacements would be reduced to the ones of the section

central points. Each substructure would be reduced to be a generalized two-node beam element, in which the degree of

freedom would be reduced sharply. Large displacement and rotation are important causes of the geometric nonlinearity

of slender member structures. Based on the co-rotational method, an embedded coordinate system is defined, and the

equilibrium equations of nodal forces for substructure elements and the tangential stiffness matrix are formulated. Taking

into account of slender truss structures containing mutually hinged rigid bodies in the actual construction machinery,

the convention of the nodal forces and their derivatives with respect to the independent and non-independent degrees of

freedom are formulated. At last, numerical examples of sub-arm condition for crawler cranes are presented, in which the

displacements of the boom structures under different load conditions are obtained. The numerical examples prove the

validity of the presented method.

Key words slender truss structure, substructure reduction, rigid bodies hinged, geometric nonlinearity, co-rotational

method, crawler cranes
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