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摘要 提出了一种基于小波阈值密度估计的结构可靠性分析高效自适应重要抽样方法. 该方法利用非线性小波

收缩方法对结构失效域样本进行密度估计，并以此作为重要抽样密度进行可靠性分析.与传统基于核密度估计

的重要抽样方法比，由于非线性小波阈值密度估计具有较好局部适应性和最优收敛速度，且克服了核密度估计

中计算精度严重依赖于参数选择的缺陷，因此以较少的预抽样样本就能获得与传统方法相当的精度，有效提高

计算效率.数值算例表明所提方法对工程中常遇到的多设计点及噪音功能函数可靠性问题具有良好适应性.
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引 言

在结构可靠度理论中，常采用重要抽样方法求

解结构失效概率 Pf

Pf =

∫

Rd
I [g(x) 6 0]

f (x)
h(x)

h(x)dx1dx2 · · · dxd (1)

式中，f (x)为随机变量 x的联合概率密度，I (A)为 A

的示性函数，g(x) 6 0表示结构失效，h(x)为重要抽

样密度函数 [1-2]. Pf 的无偏估计为

P̂f =
1
M

M∑

j=1

I [g(v j) 6 0]
fx(v j)

h(v j)
(2)

式中，样本 v j 按 h(x)抽取，M为抽样次数.通常 h(x)

的选取极大地影响重要抽样的计算效率，当其取为

hopt(x) = I [g(x) 6 0] f (x)/Pf (3)

模拟效率最高，因此式 (3)又被称为最优抽样密度函

数.然而由于 Pf 未知，式 (3)是无法预先得到的，为

此人们发展了非参数密度估计方法构造最优抽样密

度.这类方法首先对失效域进行预抽样获得失效域样

本，再拟合这些样本的分布密度作为重要抽样函数.

例如，Ang等 [3] 最早采用蒙特卡罗抽样获得失效域

样本，然后利用核密度估计构造最优抽样密度进行

求解；Au 等 [4] 采用马尔可夫链模拟生成失效域样

本，而后用自适应核密度估计构造重要抽样密度；

Kurtz等 [5] 利用 Kullback--Leibler交叉熵并结合有限

混合密度构造重要抽样函数进行分析；袁修开等 [6]

采用基于核密度估计的重要抽样求解可靠性灵敏度.

不难看出现有方法多是依赖于经典核密度或混合密

度估计构造抽样密度，而核函数和窗口宽度的选择

会极大影响方法精度 [7] . 近年来随着小波理论的发

展，人们意识到其是一种具有较好局部适应性和渐

进性质的非参数密度估计方法，且在总体逼近效果

上优于核密度估计 [8-9].因此本文提出一种基于小波

阈值密度估计的自适应重要抽样方法，其基本思路

是首先采用马氏链模拟结构失效域样本，再利用非

线性小波阈值密度估计构造重要抽样函数，最终进

行重要抽样求解. 数值算例表明本文方法可有效提

高现有方法的计算精度和效率.

1 非线性小波阈值密度估计

令 φ(x) 和 ϕ(x) 分别为尺度函数和小波函数，

则函数集合
{
φ j0,k(x), ϕ j,k(x)

∣∣∣ j > j0, j ∈ Z, k ∈ Z
}
构成

L2(R)的一组标准正交基 [10]，其中

φ j,k(x) = 2 j/2φ(2 j x − k)

ϕ j,k(x) = 2 j/2ϕ(2 j x − k)


(4)

因此对任意函数 f ∈ L2(R)有
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f (x) =
∑

k∈Z
c j0,kφ j0,k(x) +

∞∑

j= j0

∑

k∈Z
d j,kϕ j,k(x) (5)

其中 c j,k和 d j,k分别为尺度和小波系数.利用上式即

可对取自密度 f 的独立同分布样本 Xi , i = 1,2, · · · ,n
进行密度估计，其中 c j,k和 d j,k的无偏估计为

ĉ j,k = n−1
n∑

i=1

φ j,k(Xi)

d̂ j,k = n−1
n∑

i=1

ϕ j,k(Xi)



(6)

进而概率密度 f 的估计为

f̂ (x) =
∑

k

ĉ j0,kφ j0,k(x) +

j1∑

j0

∑

k

d̂ j,kϕ j,k(x) (7)

进一步采用阈值收缩方法即可建立如下非线性小波

阈值密度估计 [11]

f̂ ∗(x) =
∑

k

ĉ j0,kφ j0,k(x) +

j1∑

j0

∑

k

d̂∗j,kϕ j,k(x) (8)

式中 d̂∗j,k 表示对小波系数进行阈值运算，并可取如

下软阈值函数

d∗j,k = sign(d̂ j,k)
(
d̂ j,k − λ

)
+

(9)

其中 x+ = max(x,0)，阈值 λ按下式计算 [9]

λ = (0.6 ∼ 0.8) max
j,k

∣∣∣d̂ j,k

∣∣∣ (10)

对多维问题，需采用一元小波的张量积构建多

元小波函数，多元尺度函数和小波函数定义为

φ(x1, x2, · · · , xd) =

d∏

i=1

φ(i)(xi)

ϕ(l)(x1, x2, · · · , xd) =

d∏

i=1

ξ(i)(xi)



(11)

其中 ξ(x) = φ(x)或 ϕ(x)但不全为 φ(x)，d为维数.类

似式 (5)，任意多元函数 f ∈ L2(Rd)可表示为

f (x1, x2, · · · , xd) =
∑

k

c j0,kφ j0,k(x1, x2, · · · , xd)+

∞∑

j= j0

∑

k

2d−1∑

l=1

d(l)
j,kϕ

(l)
j,k(x1, x2, · · · , xd) (12)

其中 k = (k1, k2, · · · , kd) ∈ Zd，且

φ j0,k(x1, x2, · · · , xd) = 2 jd/2
d∏

i=1

φ(i)(2
j xi − ki)

ϕ(l)
j0,k

(x1, x2, · · · , xd) = 2 jd/2
d∏

i=1

ξ(i)(2
j xi − ki)



(13)

这样，多元函数小波概率密度估计的表达为

f̂ (X) =
∑

k

c j0,kφ j0,k(X) +

j1∑

j= j0

∑

k

2d−1∑

l=1

d̂(l)
j,kϕ

(l)
j,k(X) (14)

其中，Xi (i = 1,2, · · · ,n)为取自具有密度 f 的 X的样

本，尺度系数和小波系数按下式估计

ĉ j,k =
1
n

n∑

i=1

φ j,k(Xi) =
1
n

n∑

i=1

2 jd/2
d∏

m=1

φ(m)

(
2 jXi − km

)

d̂(l)
j,k =

1
n

n∑

i=1

ϕ(l)
j,k(Xi) =

1
n

n∑

i=1

2 jd/2
d∏

m=1

ξ(m)

(
2 jXi − km

)


(15)

相应地亦可对系数 d̂(l)
j,k进行类似于式 (9)的阈值收缩

得到非线性估计，高维小波密度估计的适用计算方

法可详见文献 [12].

2 基于小波阈值密度的自适应重要抽样方法

2.1 马尔可夫链模拟失效域样本

自适应重要抽样方法的第一步就是模拟结构失

效域中的条件样本点.本文采用Metropolis算法生成

样本点，其原理详见文献 [4]. 首先定义目标分布 π(·)
为最优抽样密度，选择失效域内任意一点作为马氏

链的初始状态 xt，并根据建议分布 q( .| t)生成 y，y做

为马氏链下一时刻状态点 xt+1的概率为

α(xt, y) = min

{
1,
π(y)q( xt | y)
π(xt)q( y| xt)

}
(16)

如果 y不被接受则马氏链不转移. 重复上述步骤直

至生成 N个马氏链状态点，随着点数增加，模拟样

本的概率分布逐渐趋于最优重要抽样密度，即构成

了服从概率密度为 hopt(x)的结构失效域样本.

2.2 小波阈值密度构造重要抽样函数

一旦获得服从最优抽样密度的结构失效域样

本，即可利用非线性小波阈值密度估计方法构造重

要抽样密度.这包括确定式 (14)中的 j1和 k的值，

其中 j1可由密度 f 的尺度图确定 [13]

∏

f ( j)

=
∑

k

∣∣∣∣
〈

f , ϕ j,k

〉∣∣∣∣
2

(17)

该尺度图描述了密度 f 在不同尺度 j 的能量分布，

从 j0开始，可用经验尺度图

∏
( j) =

2d−1∑

l=1

∑

k

∣∣∣∣d̂(l)
j,k

∣∣∣∣
2

(18)
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来确定，其方法为当相邻两尺度密度函数的能量分

布呈指数增长时，较小的尺度即为 j1.此外本文采用

消失矩为 n的 Daubechies小波，若样本给定在范围

[a1,b1] × [a2,b2] × · · · × [ad,bd]内，则尺度函数 φ j,k和

小波函数 ϕ j,k中 k值的范围分别为
⌈
ai2 j

⌉
− 2N + 1 6 ki 6

⌊
bi2 j

⌋
(19)

⌈
ai2 j

⌉
− N 6 ki 6

⌊
bi2 j

⌋
+ N 1 (20)

其中
⌊
ai2 j

⌋
表示不超过 ai2 j 的最大整数，

⌈
ai2 j

⌉
表示

大于或等于 ai2 j 的最小整数.

2.3 基于小波阈值密度自适应重要抽样的结构可靠

性分析方法

基于小波阈值密度自适应重要抽样的结构可靠

性分析方法求解步骤为：

(1)采用 2.1节中 Metropolis算法模拟目标分布

为最优抽样密度的失效域样本 {x j , j = 1,2, · · · ,N}；
(2)对生成的失效域样本，采用非线性小波阈值

密度估计式 (14)构造重要抽样密度函数，并应用 2.2

节方法计算上述密度在任意点上的取值；

(3)生成 M个服从第 (2)步所构造的重要抽样密

度函数样本，利用式 (2)进行重要抽样估计 Pf .

由于结构分析的计算成本远高于可靠性分析本

身，因此应以所调用的结构分析次数作为计算效率

的评价标准.本文方法第 1步生成 N个失效域样本，

第 3 步进行 M 次重要抽样，总的结构分析次数为

NT = N + M，因此其计算效率主要由 NT值决定.

3 算例分析

本节采用算例验证本文方法的计算精度和效率.

所有算例采用消失矩为 4的 Daubechies小波进行密

度估计，结果与基于核密度估计重要抽样方法进行

比较，核密度参数的选择采用文献 [4]中方法.

算例 1 串联系统结构极限状态函数为 [4,14]

g(x) = min

3− X2 + exp

(
− X2

1

10

)
+

(X1

5

)4

, 8− X1X2



其中，随机变量 Xi 服从标准正态分布，该系统有两

个设计点 (0,4)和 (2.83,2.83)，该算例可以检验方法

对多设计点问题的适用性.

图 1给出了采用 Metropolis算法生成的 300个

结构失效域样本和分别采用非线性小波阈值密度估

计和核密度估计方法构造的最优抽样密度的等高线.

可以看出 2种方法构造的重要抽样密度都能够自适

应地集中在两个不同的设计点附近，反映结构失效

的重要区域，说明小波阈值密度估计至少可替代核

密度估计用于自适应重要抽样. 由于所构造的小波

阈值密度在形状上类似最优抽样密度，因此可以处

理具有任意复杂形状失效边界问题，且无需对每个

极限状态寻找设计点而降低方法的效率.

(a)核抽样密度

(a) Kernel sampling density

(b)小波抽样密度

(b) Wavelet sampling density

图 1 算例 1中的重要抽样密度

Fig. 1 Importance sampling density for example 1

表 1给出了两种方法在相同 NT 值下的计算结

果.可以看出本文方法计算精度较高，其原因一方面

在于非线性小波阈值密度估计具有极好的灵活性和

自适应性，另一方面也在于核密度估计中参数的选

择对计算结果有一定影响. 为进一步比较两种方法

的计算效率，表 2给出了 M值固定、不同 N值下的

计算结果. 可以看出本文方法的精度总是高于传统

方法，尤其在失效域样本较少的情况下更加明显，

这主要归功于非线性小波密度估计较快的收敛速度.
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随着失效域样本数目的增加，核密度方法的计算精

度也逐渐改善，说明核密度估计对预抽样样本数目

要求较高，造成方法计算效率下降.

表 1 算例 1可靠度计算结果

Table 1 Reliability results of example 1

Methods No. samples Pf Error/%

Monte Carlo 106 6.81× 10−5 —

wavelet N = 300,M = 500 7.41× 10−5 8.81

kernel N = 300,M = 500 7.74× 10−5 13.66

表 2 不同 N值下可靠度计算结果

Table 2 Reliability results for different choices ofN

No. samples Wavelet-based IS Kernel-based IS

Pf error/% Pf error/%

N = 100,M = 500 5.39× 10−5 20.85 8.55× 10−5 25.55

N = 200,M = 500 5.94× 10−5 12.78 5.48× 10−5 19.53

N = 300,M = 500 7.41× 10−5 8.81 7.74× 10−5 13.66

N = 400,M = 500 7.26× 10−5 6.61 7.60× 10−5 11.60

N = 500,M = 500 7.19× 10−5 5.58 6.24× 10−5 8.37

算例 2 为研究噪音极限状态下方法的稳定性，选取

结构功能函数如下 [5]

g(x) = b− X2 − κ(X1 − e)2 + 0.001
2∑

i=1

sin(100Xi)

其中 Xi 服从标准正态分布，参数 b, κ和 e为确定值

分别取 5，0.5和 0.1.该极限状态对应两个设计点且

噪音项使得解析方法很难准确搜寻到设计点.

表 3 给出 2 种方法在相同 NT 值下的计算结

果. 可以看出本文方法对噪声的影响不敏感，其误

差约为传统方法的一半，表明了非线性阈值规则对

数据压缩和局部降噪所起到的作用. 表 4给出了在

NT = 500不同 N和 M 组合时 2种方法的计算结果.

可以看出，本文方法的计算精度基本总是高于传统

方法，尤其是在失效样本数量较少的情况下更是如

此，说明小波阈值估计在提高方法计算效率上存在

的优势. 值得注意的是即使构造的抽样密度符合最

优抽样函数，过少的重要抽样样本仍会降低方法的

精度，因此在同样计算量下应平衡 N和 M取值.

表 3 算例 2可靠度计算结果

Table 3 Reliability results of example 2

Methods No. samples Pf Error/%

Monte Carlo 3.6× 105 3.07× 10−3 —

wavelet N = 500,M = 500 3.33× 10−3 8.47

kernel N = 500,M = 500 2.51× 10−3 18.24

表 4 相同 NT 值下可靠度计算结果

Table 4 Reliability results for different choices ofN andM

No. samples Wavelet-based IS Kernel-based IS

Pf error/% Pf error/%

N = 100,M = 400 3.96× 10−3 28.99 4.46× 10−3 45.82

N = 200,M = 300 3.83× 10−3 24.76 1.98× 10−3 35.55

N = 300,M = 200 2.44× 10−3 20.52 2.06× 10−3 32.90

N = 400,M = 100 1.87× 10−3 39.09 4.12× 10−3 34.20

4 结 论

本文基于非线性小波阈值密度估计，提出了一

种高效的结构可靠性分析自适应重要抽样方法. 由

于小波阈值密度估计具有良好的局部适应性和最

优的收敛速度，且其性能受初始参数选择的影响较

小，因此与传统的基于核密度估计的自适应重要抽

样方法相比，本文方法能够有效减少可靠性分析中

所需的结构分析次数并保证良好的精度，从而提高

计算效率. 算例结果表明本文方法具有理想的精度

和较高的计算效率，在工程上将具有广泛的应用价

值.
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A WAVELET THRESHOLDING DENSITY-BASED ADAPTIVE IMPORTANCE

SAMPING METHOD 1)

Dai Hongzhe2) Xue Guofeng Wang Wei
(School of Civil Engineering，Harbin Institute of Technology，Harbin 150090，China)

(Key Lab of Structures Dynamic Behavior and Control(Harbin Institute of Technology)，Ministry of Education，Harbin 150090，China)

Abstract This study develops an efficient adaptive importance sampling method based on nonlinear wavelet thresh-

olding for reliability analysis. In the proposed method, the pre-sampling samples, which fall in the failure region, are

used to estimate the density via the nonlinear wavelet thresholding estimator, and the density obtained is applied as the

near-optimal sampling density to implement the importance sampling. Compared with the kernel density estimator, the

nonlinear wavelet thresholding density estimator has a high degree of flexibility in terms of convergence rate and smooth-

ness, moreover, the choice of the initial parameters slightly affects the accuracy of the method. Therefore, the proposed

method can achieve comparable accuracy with fewer pre-sampling samples and improve the computational efficiency

of the traditional method. Numerical examples show that the proposed method is applicable for wide-range reliability

problems with multi-design points or noisy limit state functions.

Key words structural reliability, importance sampling, wavelet thresholding density, kernel density, Markov chain sim-

ulation
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