
第 46 卷 第 3 期 力 学 学 报 Vol. 46，No. 3

2014年 5 月 Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics May，2014

研究论文

受周期和白噪声激励的分段线性系统的

吸引域与离出问题研究
1)

孔 琛 刘先斌 2)

(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京 210016)

摘要 离出行为是随机非线性系统的重要现象之一，而离出问题是除随机动力系统理论以外考察随机非线性系

统随机稳定性的另一种重要的方法.分段线性系统是一个经典的非线性动力学模型，受随机激励后成为随机系

统，但并不是严格的随机动力系统，因而此时随机动力系统理论也不适用. 为了研究同时受周期和白噪声激励

的分段线性系统，首先使用 Poincaré截面模拟其在无噪声时确定性的动力学行为，然后使用 Monte Carlo模拟

对其在白噪声激励下的离出行为进行了数值仿真分析.其次，为了考察离出问题中的重要参数，系统的平均首

次通过时间 (mean first-passage time, MFPT)，使用 van der Pol变换，随机平均法，奇异摄动法和射线方法进行

了量化计算.通过对理论结果与模拟结果的对比分析，得到结论：当系统吸引子对应的吸引域边界出现碎片化

时，理论结果与模拟结果的误差极大；而当吸引域边界足够光滑的以后，理论结果与模拟结果才会相当吻合.
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引 言

离出问题 (exit problem)旨在研究微噪声扰动下

的动力系统的随机动力学行为. 对于一个非线性的

随机系统，在有限的时间内，系统具有从初始稳定

状态转变到另一个不同的稳定状态的可能性，而这

种现象被称为离出现象.自然地，系统的平均首次通

过时间 (mean first-passage time, MFPT)就成为衡量离

出行为的重要指标之一.离出问题的研究在振动系统

可靠性分析，化学反应率分析以及量子力学的 “隧穿

效应” 分析中都具有重要的地位. 一般地，随机扰动

总是对系统的长期行为有着重要的影响，不论噪声

的强度多小，不论系统是否处于概率 1意义的稳定

平衡状态，只要经过充分长的时间，系统轨线的离出

都可能成为一个必然的事实 [1](相对于小概率事件而

言).

近几十年来，人们一直在努力尝试将这种现象

解释清楚. 与随机动力系统理论旨在研究概率 1意

义下，当样本轨线具有对时间的指数变化率的条件

下，随机动力系统的动力学特征不同，离出问题的研

究难点在于它旨在考察非线性随机系统的样本轨线

在具有对时间的非指数变化率的条件下，系统动力

学行为，而这又常常会伴随着系统的强非线性.此时

在随机动力学系统中很成熟的概念，诸如，刻画系统

概率 1稳定性和概率 1分岔的最大 Lyapunov指数、

D-分岔等均不再使适用.此外，局部分析方法，尤其

是局部线性化的手段通常不适用于离出问题，因为

离出问题往往伴随着系统的全局稳定性分析.

20世纪 40年代，Kramers研究了郎之万方程的

离出问题，给出了系统的平均首次通过时间，得到了

一个广泛接受的结论

〈τ〉 ∼ exp(∆U/D) (1)

其中 〈τ〉 为平均首次通过时间，∆U 为势垒高度，D

为噪声强度.部分地解决了郎之万方程的离出问题.

1967年 Ventsel和 Freidlin建立了 “大偏差理论”(large

deviation theory, LDT)[2]，并与奇异摄动法得到的结

果完全一致 [3]，都可以得到一般系统平均首次通过
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时间的理论公式，但由于受限于计算手段而没有得

到具体的计算结果. 1975年 Ludwig[4] 使用了适用于

计算高维偏微分方程又结果精确的射线方法：使用

特征线理论将偏微分方程在每条射线之上化为一组

常微分方程来求解，这为计算平均首次通过时间提

供了基础. 之后，Schuss和 Matkowshy等使用奇异

摄动法对离出问题进行了深入的分析研究，对平均

首次通过时间和离出点分布都做出了严格的理论分

析 [5-6]，并考虑了 FPK方程的内部解，即吸引边界

对解所产生的边界层效应 [7]，明确了系统在边界层

附近的动力学行为，弥补了 Kramers解的不足与矛

盾之处 [7-8]. 20世纪 90年代以后，Roy结合使用了

奇异摄动法和射线方法计算了平均首次通过时间，

并与Monte Carlo模拟结果进行比较，得到了很好的

结果 [9-11].近年来，Zhu及其合作者们使用其他的计

算方法——随机平均法、隐式有限差分法等方法，

针对离出问题做了很多的工作 [22-26]. 尤其是针对高

维 Hamilton系统使用以上方法计算了条件可靠性函

数、首次通过时间的条件矩等系统定量属性，得到了

很多有意义的结果.

在文献 [12-13]中，Roy对一分段线性系统做了

详细的模拟分析，并使用射线方法计算了系统的稳

态概率密度，但是没有得到最终结果 (系统的平均

首次通过时间)，得到的势垒高度值 ∆U 也与模拟结

果有很大的偏离. 本文在此基础上做了进一步的分

析，计算了系统在另一外激励频率下的平均首次通

过时间，得到了较好的结果，并通过考察系统在不

同外激励频率下的相图解释了为什么出现这种偏离.

首先，通过模拟系统在一个频率段上的 Poincaré截

面上稳定不动点及其吸引域的发展情况，明确系统

的确定性动力学行为.还计算了不同频率外激励下的

系统对白噪声的不同响应，得到 ∆U的估计值.随后

使用 van der Pol变换和随机平均法对系统的 1周期

解做了近似和平均化处理. 通过选择两个对应典型

相图的频率点，计算了系统的平均首次通过时间，

得到了较文献 [13] 更丰富的结果.最后比较了两组

结果以及约化后系统和原系统的结果的不同之处，

得到结论：当频率点对应的吸引域相图边界光滑时

才能得到相对较好的结果，如果对应的吸引域边界

碎片化时则得到的结果相对较差.

1 数值模拟分段线性系统

分段线性系统在工程上常用于模拟齿轮间的空

隙、弹性制动等情况，对其响应的研究在工程上有着

很重要的意义.分段线性系统中还可以观察到丰富的

非线性系统特有的动力学行为 [9] . 也正是由于其动

力学行为的复杂性，在研究离出行为之前，先要明确

系统的确定性行为，包括系统的吸引子，吸引域以及

分岔情况.下面给出系统的运动方程

d2x
dt2

+ 2ς
dx
dt

+ f (x) = F(t) (2)

其中 f (x)为分段线性项

f (x) =



x + 1 , x < −1

0 , |x| 6 1

x− 1 , x > 1

(3)

外激励项 F(t)包含周期激励和噪声激励

F(t) = f0 + f1 cos(ωt) + ξ(t) (4)

ξ(t)为自相关函数为 2Dδ(t)的零均值高斯白噪声.

利用系统分段线性的特点，可以分别在 x <

−1,−1 6 x 6 1, x > 1区间中得到系统的含参数解.

假设在 t时刻有 x(t) = xt, ẋ(t) = yt，当 −1 6 x 6 1时

有

x(t + ∆t; t, xt, yt) =
( c1

2ς

)
e−2ς∆t +

c0

2ς
+

( f0 + ξk)t
2ς

+ acos(ωt) + bsin(ωt) (5)

ξk 是一个新的离散状态的随机过程，是 ξ(t) 在时间

段 [t = k∆t, t′ = (k + 1)∆t] 的均方极限意义下的积分

平均

ξk =
1
∆t

∫ t+∆t

t
ξ(τ)dτ , ∆t � 1 (6)

易知对于确定的 k，ξk是满足零均值且方差为
2D
∆t
的

高斯分布的随机变量.式 (5)中的系数有

a =
− f1

ω2 + 4ς2
, b =

−2ςa
ω

c1 = −yt +
f0 + ξk

2ς
− aω sin(ωt) + bω cos(ωt)

c0 = 2ςxt + yt − ( f0 + ξk)
(
t +

1
2ς

)
−

a[2ς cos(ωt) − ω sin(ωt)]−

b[2ς sin(ωt) + ω cos(ωt)]



(7)

当 x < −1, x > 1时有

x(t + ∆t; t, xt, yt) = γ cos(ωt) + δ sin(ωt) + κ+

e−ς∆t[α cos(ωd∆t) + β sin(ωd∆t)] (8)
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其中，ωd =
√

1− ς2ω为自然频率，其他系数有

γ =
f1(1− ω2)

(1− ω2)2 + (2ςω)2

δ =
2 f1ςω

(1− ω2)2 + (2ςω)2

κ = f0 + ξk ∓ 1

α = xt − κ − γ cos(ωt) − δ sin(ωt)

β =
1
ωd

[yt + ςα + γω sin(ωt) − δω cos(ωt)]



(9)

给定初值 (x(0), y(0))后，可以利用数值的方法通过式

(5)和式 (8)(ξ = 0)得到系统的完整解，当 t → ∞时
得到系统的稳态解.

这里只考虑周期激励的频率对系统响应产生的

影响，以后均给定 ς = 0.01, f0 = f1 = 0.25. 利用

Poincaré截面

Σt0 =
{
(x, y, t)|t = t0 , mod

2π

ω

}
(10)

模拟得到 0.65 < ω < 0.9的确定性系统 (即 ξ = 0)的

稳定解的分布与分岔行为.

在图 1中，为了区别这 2个稳定解，称 x方向

幅值较大的 1周期解为共振解 (resonant solution)，x

方向幅值较小的 1周期解为非共振解 (non-resonant

solution).从图中可以清楚地看到在这个频率段中共

振解一直存在，并且 x方向幅值随着频率增长而变

大，非共振解约是从 ω = 0.68附近由鞍节点分岔而

出现，同时在 Poincaré截面上也会出现一个鞍点.下

面对离出行为的研究会远离这个分岔点，因为接近

分岔点时，稳定吸引子和鞍点的距离很近，这时的动

力学行为往往会很复杂.

图 1 系统 (2)的分岔图像

“*” 代表 1周期解，“+” 代表 3周期解

Fig. 1 A bifurcation diagram of system (2)

“*” for period-1 solutions, “+” for period-3 solutions

在 ω = 0.89附近还出现了一些稳定的 3 周期

解，但是还需要确定这些 3周期解在 Poincaré截面上

的具体位置，以判断是否会影响对 1周期解的分析.

同时还希望观察非共振解的吸引域是如何随着外激

励频率的变化而变化的. 吸引域的大小也可以直观

地了解非共振解对噪声的敏感程度.同样利用式 (5)

和式 (8) (ξ = 0)，得到非共振解在 Poincaré截面上的

吸引域的分布变化.

图 2中可以看到随着 ω的增大，非共振解的吸

引域在慢慢地变大，边界变完整、光滑. 并在图 2(f)

中明显出现了 3个空洞，结合图 1中在 ω = 0.90附

近出现 3周期解的事实可以知道，当 ω = 0.90时在

吸引子附近分岔出现了稳定的 3周期解.说明图 1中

ω = 0.89附近的一些 3周期解并不是出现在 1周期

非共振解附近，因此不会影响对 1周期解的分析.直

到 ω = 0.90时在非共振解吸引域的内部分岔出现的

3周期解才会影响对 1周期解的分析，所以后面的分

析会以 ω = 0.90为频率上限. 还可以从吸引域的大

图 2 非共振解在 Poincaré截面上的吸引域随外激励频率的变化

Fig. 2 The attracting region of non-resonant solution on Poincaré with different values ofω
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图 2 非共振解在 Poincaré截面上的吸引域随外激励频率的变化 (续)

Fig. 2 The attracting region of non-resonant solution on Poincaré with different values ofω (continued)

小可以直观的看出，非共振解对噪声的敏感程度应

该会不断下降，平均首次通过时间应该会不断变大.

下面在系统 (2)中引入高斯白噪声 ξ(t). 已经知

道，不论噪声强度有多小，经过足够长的时间，系统

总会从所在的稳定状态离出到另一个稳定状态，甚

至是不稳定的混沌半吸引子 [12-13]，利用式 (5)和式

(8)，可以很容易地模拟这种现象.这里只考虑 0.65<

ω < 0.9时存在两个稳定解的情况下发生的离出现象.

在这个范围内，选择 ω = 0.80, 0.89两个比较典型的

情况做详细的分析. ω = 0.80时，非共振吸引子的吸

引域初具规模，但是边界仍然是碎片化的；ω = 0.89

时，非共振吸引子的吸引域完整、光滑，而且还没有

出现分岔现象.

先考察 ω = 0.8的情况，当取 D = 0.000 1的小

噪声的情况下就可以很容易地看到系统从非共振稳

定解离出到共振稳定解的现象. 对这样的多个样本

做统计平均就可以得到噪声激励下非共振解的平均

首次通过时间，见图 3.

图 3中 T 指外激励周期，即 2π/ω. 图 3(a)为离

出时间历程图，图中横坐标是以周期 T 为单位计数

的时间，纵坐标为受扰动解在 Poincaré截面上的位

置的 x坐标.图 3(b)为 10 000个离出信号样本的离

出时刻统计分布图，图中横坐标是以周期 T 为单位

计数的离出时刻的时间，纵坐标为离出时刻的概率

值，得到非共振解的平均首次通过时间 〈τ〉 = 1 134T.

由式 (1)可以近似地推算得到非共振解离出的势垒

高度 ∆UNR ≈ 2.9×10−4，这个数值可以用来验证后面

的理论解是否合理.

从共振解离出到非共振解的现象则需要更大的

噪声强度 D，又会使离出后的解很快再离出回到共

振解，所以这个现象并不容易捕捉.这里不讨论这种

(a)

(b)

图 3 ω = 0.80,D = 0.000 1非共振解离出时间历程与首次

离出时间分布

Fig. 3 The time history of exiting from non-resonant solution and the

distribution of first-exit time withω = 0.80,D = 0.000 1

情况，只是指出当 D > 0.02时，共振解的离出时间

达到 105T数量级.

对于 ω = 0.89的情况，随着吸引域的增大，非共

振解对噪声的敏感程度减小 (图 2)，所以在这种情况

下需要更大的噪声才能观察到非共振解的离出现象.

取 D = 0.006 5时，噪声强度是前面情况的 65倍，而
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平均首次通过时间与前面的相当，用同样的方法得

到与图 3相似的离出时间历程与离出时间的分布，

并得到平均首次通过时间 〈τ〉 = 1 218T，由式 (1)同

样可以近似得到 ω = 0.89时的非共振解的势能高度

∆UNR ≈ 4.5× 10−2. 这个值相比较上面的情况要大出

很多，说明较前面的情况更稳定了.

至此，对系统 (2) 的研究仅仅局限于数值模拟

部分，后面要对这些现象做出理论上的分析与预

测. Schuss和 Matkowsky及其合作者们使用奇异

摄动法做了相当多的工作，得到了很多重要的结

论 [5-8,14-18]，被后人广泛引用. 这里需要注意的是

这些理论分析针对的只是平面自治系统的不动点离

出，而且吸引边界是如图 2(e)所示的光滑边界，而

没有讨论过如图 2(a)所示的碎片化边界的情况. 这

也是在前面做了如此多的模拟去观察系统吸引域的

原因：希望能找到适合理论应用的状态并且尝试处

理更复杂的状态.

由于这里遇到的是极限环的离出行为，不方便

处理，所以需要使用近似方法转化，将极限环转化

为某些相图上的不动点以方便后续处理. 一般使用

的近似方法有 van der Pol变换或者 “能量 --相角” 变

换 (详见文献 [19-20])，将极限环的离出行为转化为

van der Pol相图或者 “能量 --相角” 相图上的不动点

的离出行为来考虑，前者使用的较多，后者有较好的

近似度，但是对分段线性系统会丢失掉某些非共振

解.也有一些学者直接考虑极限环的离出行为的，如

文献 [21]，但是并没有被广泛使用. 下面就使用 van

der Pol变换对系统进行近似简化处理，之后在 van

der Pol变量下使用随机平均法.

2 简化系统

由于系统 (2)是平面非自治系统，先对 1周期解

采用 van der Pol变换式 (11)近似地转化到 van der Pol

相图.再使用平均法消去时间维度，变成平面自治系

统来研究.

x(t) = a(t) cos(ωt) + b(t) sin(ωt) + c(t) =

r(t) cos(ωt − φ(t)) + c(t)

y(t) = ẋ(t) = −a(t)ω sin(ωt) + b(t)ω cos(ωt) =

−r(t)ω sin(ωt − φ(t))



(11)

其中，a(t),b(t), r(t), φ(t) 均认为是慢变量，并且忽略

ċ(t). 系统 (2)的非线性项 f (x)可以使用傅里叶展开

为

f (c + r cosθ) = cN0(c, r) + rN1(c, r) cosθ + · · · (12)

其中 θ = ωt − φ，N0,N1如下

N0(c, r) = 1 +
r
2c

[
G
(1− c

r

)
−G

(−1− c
r

)]

N1(c, r) = 1− 1
2

[
H

(1− c
r

)
− H

(−1− c
r

)]


(13)

G(x) =



2
π

(xsin−1 x +
√

1− x2) , |x| 6 1

|x| , |x| > 1

H(x) =



−1 , x < −1

2
π

(sin−1 x + x
√

1− x2) , |x| 6 1

1 , x > 1



(14)

式 (11)∼式 (14)代入式 (2)，整理后针对 θ平均化，

可以得到 van der Pol相图 (a(t),b(t))下自治系统

ȧ(t) = A(a,b, c) + εW1(a,b) +
√
εξ1(t) =

−ςa +
N1b
2ω
− bω

2
− ε a

2(a2 + b2)
+
√
εξ1(t)

ḃ(t) = B(a,b, c) + εW2(a,b) +
√
εξ2(t) =

ωa
2
− bς − aN1

2ω
+

f1
2ω
− ε b

2(a2 + b2)
+
√
εξ2(t)


(15)

其中，ε =
D
ω2
，ξ1(t), ξ2(t) 为相互独立的高斯白噪声

随机过程，〈ξi(t)ξi(t + τ)〉 = δ(τ), i = 1,2为它们的自相

关函数. c(t)的控制方程可以由 c̈(t)针对 θ平均化等

于 0的条件得到

1
2π

∫ 2π

0
(ẍ(t) + ω2r cosθ)dθ = 0 (16)

上式代入式 (2)并忽略噪声项可以得到控制 c(t)的代

数方程

cN0 = f0 (17)

这样，式 (15)这两个 Itô意义下的随机微分方程和代

数方程 (17)在一起完全决定了系统 (2)在 van der Pol

相图上的动力学行为.容易知道 van der Pol相图上的

不动点通过式 (11)对应了原系统 (2)的一个 1周期

解. 通过数值计算可以很容易求到平均化以后系统

(15)，(17)的平衡点位置以及 0.65 < ω < 0.9频率段

的幅频特性曲线，见图 4.
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(a)

(b)

图 4 平均化系统 (15), (17)的幅频特性曲线,re − ω, ce − ω
Fig. 4 Frequency response plotsre andce versus forcing frequencyω

图 4中间的一支解曲线为不稳定解，上下两侧

的两支解为稳定解. 与图 1比较可知式 (15)与式 (2)

有相似的动力学行为，它们在几乎同一位置分岔，

产生两个稳定解和一个不稳定解，说明前面做的近

似与平均化处理是可接受的. 下面就以约化后的系

统 (15),(17)研究分段线性系统 (2)的离出行为.

3 计算平均首次通过时间

文献 [7]中对离出问题的两个重要的特征量：平

均首次通过时间和离出点分布做了细致的分析. 设

x, y为吸引域 Do中的点，Sy 为吸引边界 ∂Do上的

微线段，则从 x点离出到边界的平均首次通过时间

〈τ(x)〉有 (详细地推导见文献 [7])

〈τ(x)〉 =

∫

Do
p(x, y)dy

∫

∂Do
J(x, y) · v(y)dSy

(18)

其中 p(x, y) 为满足吸引边界条件 (19)和初始条件

(20)的 FPK方程的解. J(x, y) 为 p(x, y) 对应的概率

流密度向量 (21)，式中 ai ,bi j 为 FPK方程中的第一、

第二导数矩，满足重复下标求和约定. v(y)为 ∂Do的

外法线方向.

p(x, y)|x∈Do,y∈∂Do = 0 (19)

p(x, y) = δ(y− x) (20)

Ji(x, y) = ai p− 1
2
∂

∂x j
(bi j p) (21)

由式 (15)可以很容易得到 ai ,bi j 的形式

a1 = A + εW1 , a2 = B + εW2

b11 = b22 = ε =
D
ω2

, b12 = b21 = 0


(22)

式 (18)的物理意义十分明显，分母的积分表示吸引

域 Do内所有轨线首次离出总时间之和，分子的积

分表示到达边界 ∂Do的所有轨线的数目和，这样式

(18)就可以很自然地理解为平均首次通过时间.

通过式 (18)，平均首次通过时间的计算就归结

为求解满足式 (19)和式 (20)的 FPK方程的解. 而由

于系统和边界条件的复杂性，几乎不可能求到满足

式 (19)和式 (20)的 FPK方程的解析解，即使是数值

解也很困难.文献 [7] 中分析了满足式 (19)和式 (20)

的 FPK方程的解的构成式 (23)，可以由此入手简化

方程，使用合适的数学工具求解.

p(x, y) = p(y)q(x, y) (23)

p(y) FPK 的稳态解；q(x, y) 为在边界上满足条件

(19)，离边界较远的点 y满足 q(x, y) = 1的解，即边

界层解. 稳态解 p(y)已经由前人做了很多的工作，

可以由WKB近似 (24)和射线方法 (ray method)得到.

q(x, y)可以由式 (23)代入 FPK方程得到 q(x, y)的二

阶偏微分控制方程，但是仅在某些条件下可以化简

得到 q(x, y)的解析解 [7] .由于系统的复杂性，这里不

考虑影响较小的边界层解，认为 p(x, y) = p(y). 这样

可以得到近似公式 (25).

p(y) = w(y) exp
(
− Ψ (y)

ε

)
(24)

〈τ〉 =

∫

Q(Ψ̂ )
p(y)dy

∫

∂Q(Ψ̂ )
J(y) · v(y)dSy

(25)

式 (25)中的 Ψ̂ 指鞍点与稳定平衡点间的准势能差

(一般设稳定平衡点势能为 0)，Q(Ψ̂ ) 指鞍点处等势

能线围成的区域，∂Q(Ψ̂ )为此区域的边界.这种近似
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完全忽略了边界层对解的影响，由于边界层解仅仅

在 ∂Do附近有作用，所以这种近似没有太多地降低

解的精度，但是大大地简化了计算.

这样计算平均首次通过时间的问题就归结为求

解 FPK方程的稳态解 p(y)的问题.这里使用射线方

法求解稳态解. 式 (24)代入 FPK方程后展开并分

离 ε 的同阶项，可以得到 Ψ (y) 的解耦控制方程，

Hamilton--Jacobi方程 (26),与 w(y) 的非解耦方程，

输运方程 (transport equation)(27).

A
∂Ψ

∂y1
+ B

∂Ψ

∂y2
+

1
2


(
∂Ψ

∂y1

)2

+

(
∂Ψ

∂y2

)2 = 0 (26)

[
A +

(
∂Ψ

∂y1
+
∂Ψ

∂y2

)]
∂w
∂y1

+

[
B +

(
∂Ψ

∂y1
+
∂Ψ

∂y2

)]
∂w
∂y2

+

 ∂A
∂y1

+
∂B
∂y2

+
1
2

(
∂2Ψ

∂y2
1

+
∂2Ψ

∂y2
2

)
−

W1
∂Ψ

∂y1
−W2

∂Ψ

∂y2

]
= 0 (27)

式 (26)可以使用射线方法转化为 5个常微分方程来

求解得到 Ψ (y)，随后式 (27)也可以转化为常微分方

程求解，由于式 (27)还包含Ψ (y)的二阶导数，所以还

要增加 4个常微分方程与 3个代数方程以求解 Ψ (y)

的二阶导数. 这样求解 FPK方程的稳态解就化为求

解 10个常微分方程和 3个代数方程的解，比直接求

解二阶偏微分方程方便很多. 初始条件则由对平衡

点的线性化渐进分析得到，详细的推导见文献 [4]，

这里不再列出推导过程.

使用射线方法配合打靶法可以快速得到鞍点相

对于非共振解的准势能 Ψ̂ .考察ω = 0.80时的情况，

即图 2(a)对应的情况.

图 5中 “+”点为 van der Pol相图中鞍点的位置，

图中的线为使用打靶法计算得到的接近鞍点的特征

线.计算得到的结果为 ∆UNR = 0.017.这个结果与之

前得到的模拟结果 ∆UNR ≈ 2.9× 10−4完全不在一个

数量级上. 使用同样的方法可以得到相对于共振解

的鞍点准势能 ∆UR = 0.138.这个结果也与原系统的

模拟结果不符.

考察 ω = 0.89的情况，即对应图 2(e)的结果.本

文第一部分通过模拟得到的结果为 ∆UNR ≈ 0.045.通

过计算得到的结果为 ∆UNR = 0.078，相对于前面的

情况而言，这个结果就与模拟结果吻合得较好.使用

同样的方法可以得到相对于共振解的鞍点准势能为

∆UR = 0.254 1，这个结果也与原系统的模拟结果相

差不多.

图 5 ω = 0.80时，使用打靶法计算相对于非共振解的鞍点准势能

Fig. 5 Using shooting method to get the quasi-potential of the saddle

point relative to non-resonant point withω = 0.80

有了前面的计算基础，只需要使如图 6中的特

征线覆盖整个相平面就可以得到吸引域内的 FPK方

程的稳态解，从而由式 (25)计算得到最终结果.下面

将模拟结果、式 (1)的估计结果、式 (25)的结果绘于

图 7中.

(a)

(b)

图 6 ω = 0.89时，使用打靶法分别计算相对于非共振解与共振解的

鞍点准势能

Fig. 6 Using shooting method to get the quasi-potential of the saddle

point relative to non-resonant point and resonant point respectively with

ω = 0.89
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图 7中可以看出，不同于 ω = 0.80时的情况，

式 (25)的计算结果与模拟得到的结果在不同的噪声

强度下依然是相接近的. 式 (1)的估计结果与式 (25)

的计算结果变化斜率相同但是都与模拟结果斜率不

合，这个误差应该来源于两者都是忽略了边界层影

响的近似.

图 7 ω = 0.89时，依式 (1)与式 (25)的计算结果与模拟结果

Fig. 7 Result from Eqs.(1), (25) and simulation withω = 0.89

综合以上 2个频率点的计算结果，就得到了前

面提到的结果：当频率点对应的吸引域相图边界光

滑时才能得到较好的结果，如果对应的吸引域边界

碎片化时则得到的结果较差.

这里没能从数学上解释为什么同样的方法对一

种状态无效，对另一种状态却有效.但是可以直观地

感受到系统在 ω = 0.80时的状态要比 ω = 0.89时的

状态复杂的多，奇异性高得多 (见图 2)，而这里所使

用的数学工具只适用于处理简单的系统状态，无法

处理高奇异性的状态. 在高奇异性的复杂问题下使

用的简化方法可能导致了这种不同.

4 总结与展望

本文首先总结回顾了在整个研究过程中所使用

的近似方法，即：将极限环稳定性问题转化为平衡点

稳定性问题的 van der Pol变换，将非自治问题转化

为自治问题的随机平均法，以及对平均首次通过时

间的近似表达式 (25). 其中前两者的近似是针对原

系统的简化，后者则是针对计算过程的简化.图 8给

出了在 ω = 0.80时，原系统 (2)的模拟得到的稳定

解 (图 8(a))与平均化后系统 (15)的解析稳态解 (图

8(b))依式 (11)还原到 (x, y)相图上的对比.

图 8(b)中间的圆环代表一个不稳定极限环，由

(a)

(b)

图 8 ω = 0.80时，原系统 (2)的稳定解与平均化系统 (15)的

稳态解对比

Fig. 8 Comparing the stationary solution of the original system (2) with

the averaged system (15) atω = 0.80

于图 8(a)是由模拟得到的，所以无法得到图 8(b)中

间这个不稳定极限环. 对比两图的稳定极限环可以

明显看到两者形状有所差别，原系统的轨线更扁一

点，平均化后的系统轨线均为椭圆，这是由 van der

Pol变换原理决定的，这些差别也许就会导致前面的

结果. 使用更合适的近似化简方法可能能得到比这

里更好的结果.

非线性系统的行为总是复杂的，Roy等 [12]总结

了研究非线性系统的 4个重要流程：首先找出确定

性系统所有可能的极限集；然后根据极限集的局部

稳定性进行分类；随后分析分岔过程，明确系统解的

发展情况；最后确定系统的全局稳定性，不单是确定

各个吸引子的吸引域，还要定量的衡量各个吸引子

之间的相对稳定性. 首次平均通过时间就是衡量吸

引子之间相对稳定性的重要指标.

本文在前人工作的基础上继续研究了分段线性

系统的离出行为，通过模拟充分了解原系统在某一

频率段下的行为后，使用近似方法化简系统并计算
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和比较了两个典型外激励频率下的平均首次通过时

间，并得到了这些方法对于简单相图有效，而对复杂

相图则误差过大的结论.而对相图中吸引域边界复杂

程度的定量研究，以及与分数维的关系则可以成为

以后的研究目标.
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RESEARCH FOR ATTRACTING REGION AND EXIT PROBLEM OF A PIECEWISE

LINEAR SYSTEM UNDER PERIODIC AND WHITE NOISE EXCITATIONS 1)

Kong Chen Liu Xianbin2)

(State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，

Nanjing210016，China)

Abstract Exit behaviour is one of the significant phenomena of stochastic nonlinear systems, other than the theory

of random dynamical system, the exit problem is an another way to investigate the stochastic stability for a stochastic

nonlinear system. The piecewise linear system is a classical model in non-linear dynamics, for which, the stochastic

excitation leads to a stochastic system, not a rigorous random dynamical system, and then the theory of random dynamical

system is not applicable. Thus, in order to learn the stochastic dynamical behaviours for a piecewise linear system

that is under a periodic and a Gaussian white noise excitations, its exit behaviour is examined in the present paper via

investigating the mean first-passage time which is one of the most important quantities within exit problem and is also

used to quantify the global stability of a stochastic system. Some numerical experiments are designed to investigate the

deterministic dynamical behaviors in the case that only the periodic excitations are added, and based upon the Monte

Carlo simulation, the other numerical procedures are designed to reveal the exit behavior of the system that is under both

periodic and Gaussian white noise excitations. In order to obtain the analytical expression of the mean first-passage time,

van der Pol transition and stochastic averaging method are firstly applied to simplify the system, then singular perturbation

method and ray method are used to quantify the mean first-passage time. Comparing the analytical results with the analog

ones, we conclude that if the attracting boundary is fractal, the two results are far different; otherwise if the attracting

boundary is smooth enough, the two results match very well.

Key words piecewise linear systems, exit problem, mean first-passage time
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