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研究论文

统一格式的显式与隐式任意混合异步算法
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摘要 动力学问题的有限元分析需要在每一时步求解系统信息，相对于静力学问题，其计算量要大得多.因而，

提高计算效率，节省计算工作量是动力学求解方法研究的主要内容.该文针对大型复杂动力学系统的高效求解

问题，提出了一种基于 Newmark离散格式的显式、隐式任意混合异步算法，根据整体系统不同局部的物理力学

特性和求解精度要求，在空间域及时间域内对动力学系统方程进行多尺度求解. 该方法根据显式、隐式算法固

有的信息传递机制，采取动态的可变边界处理方法，避免了异步边界上的误差积累；并通过对整体系统能量平

衡的校验，动态地确定和修正仿真计算时步，可以有效地预防不稳定性的产生和发展.数值算例表明：该算法能

在保持较高的计算精度的同时，极大地降低计算资源消耗，因而具有一定的实用价值.

关键词 结构动力学，Newmark离散，显式算法，隐式算法，任意混合，异步积分，算法稳定性

中图分类号：O242.2, O342 文献标识码：A doi：10.6052/0459-1879-13-260

引 言

对工程实际中的动力学过程进行数值模拟，需

要根据实际问题的固有属性来选择合理的积分算法.

当待求问题的非线性快速发展或响应中高频部分占

主导时 (例如接触碰撞、波的传播等)，显式积分算法

往往更受青睐 [1-3]；当待求问题为准线性问题或低

频部分占主导时 (例如结构振动、冲击后的响应问题

等)，无条件稳定的隐式算法则更加合适 [4-5].随着数

值模拟方法的完善和计算机处理能力的进步，人们

也需要更多地面对那些较为复杂的大规模问题，而

这类问题往往是以上两种问题的组合，因此，研究显

式、隐式混合求解算法是很有必要的.

事实上，选择合理积分方法的关键在于确保算

法鲁棒性的同时提供足够的仿真精度，还要尽量提

高计算效率.显式算法由于计算稳定性的原因，需要

采用较小的临界步长，但是，由于避免了迭代求解、

显式算法不受收敛性的影响.当待求问题属于高频成

分占主导地位 (例如波的传播)或相互作用时间极短

的瞬态问题时，为了得到有意义的解答，必须采用

较小的时间步长求解，这恰恰与显式算法步长受临

界步长限制的要求是一致的.反之，对于结构整体的

动态响应问题，一般来讲，显式算法就显得不那么

合适.结构的动态响应通常是低频成分为主导，从计

算精度上考虑，采用大步长的隐式算法是允许的，

同时，结构动态响应问题的空间尺度往往较大，若计

算时间步长太小，则整个过程的计算工作量将非常

巨大，因此，对于结构动态响应问题，往往采用无条

件稳定的隐式算法.然而，隐式算法需要在每一时步

进行矩阵求逆或迭代，耗费的计算资源较大.在许多

实际物理力学过程的不同阶段或不同区域，高频响

应与低频响应总是分别出现，常常需要在数值计算

中结合显式与隐式算法进行求解，以发挥不同算法

的优势 [6-9]. 这时，又存在两种不同的情况：一种是

需要在时间域内采用显式、隐式算法顺序求解；另一

种情况是需要在不同空间域内采用不同算法.

对于第一种情况，较合理的处理方式是将显式

和隐式算法整合到统一的程序中，根据待求问题的

特征变化进行隐式算法和显式算法的切换，同时还

需处理好显式、隐式切换时显式计算结果的数值震

荡，最典型的应用案例便是冲压回弹分析 [10]. Noels

等 [11]在该领域做了较多富有成效的工作.一般情况

下，类似于冲压、碰撞之类的瞬态冲击问题，适合采

用显式算法求解，而随之而来的整体结构动态响应
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或回弹过程，往往是低频的响应占主导地位，一般

采用隐式求解. 传统的显式隐式序列求解往往需要

人为地设定转换的时间节点，且加速度等信息都被

重置为零.自动的显式、隐式切换出现于文献 [12]，

显式、隐式的切换通过显式算法和隐式算法求解一

个时间步所需的 CPU时间比率来确定. 同时，算法

切换时的初始条件对于计算稳定性和收敛性也非常

重要，一般通过能量平衡的处理方式 [13]. 目前，显

式、隐式序列求解方法的发展已较为成熟，采用成

熟的商业软件 (例如 ANSYS，LS-DYNA)，便可以方

便地实现显式、隐式序列求解过程.

对于另一类问题，即空间上的显式、隐式分区计

算，主要应用于大型复杂系统局部受冲击载荷的动

力学响应或结构--介质相互作用的分析中.采用有限

单元法将动力学系统在空间域内离散后，还需要通

过直接数值积分方法逐次求解. 传统数值积分方法

的时间步长往往受局部单元的稳定性和精度要求所

限制，导致整个模型都必须采取较小的时间步长，

造成大量计算资源的浪费. 而在大型结构或耦合系

统有限元模型中，通常可以将网格划分为具有不同

时间步长要求的区域，为了提高计算效率，需设计

可以在不同分区采用不同时间步长的积分算法. 这

类研究始于 Belytschko，其初衷是模拟结构与介质的

相互作用问题 [14-15]. 在不同介质分区，采用不同的

离散格式，可以发挥不同算法的优势. 在后来的几

十年中，出现了许多分区异步算法 [16-26]，主要包括

显式子循环算法 [15,18-19,22]，隐式子循环算法 [20-21]，

隐式 -显式异步算法 [14,16-17]以及这些算法的相关改

进 [23-24]和扩展应用 [25-26].在不同时步边界处理上，

这些算法多数采用线性加速度或线性速度的假设，

对边界节点进行插值处理，而这种方式往往被认为

误差积累和不稳定性发展的根源，导致了计算结果

存在较大误差以及稳定性条件苛刻等问题，给实际

应用带来了极大的限制.

本文提出一种基于 Newmark离散格式的显式、

隐式任意混合异步算法，并通过结构在冲击载荷下

的动态响应计算验证该方法的正确性和有效性. 该

算法根据复杂动力系统各空间域的物理力学特性将

模型进行分区异步求解，并根据显式、隐式算法固

有的信息传递机制，采取动态的可变边界处理方法

进行异步边界求解，能在保持较高的计算精度的同

时，极大地降低计算资源消耗，因而具有一定的实用

价值.

1 统一的显式隐式积分格式

1.1 动力学方程

一般情况下，结构或系统的动力学方程可写为

Ma + Cv+ Kd = Qext (1)

其中, a, v, d分别为加速度、速度和位移向量，M , C,

K和Qext分别为结构的质量、阻尼、刚度矩阵和外界

载荷向量，并分别由各自的单元矩阵和向量组集而

成
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其中，N和 B分别为空间域离散所采用单元的形函

数矩阵和应变矩阵；f 和 T 分别代表作用于单元节

点上的体力和面力.

1.2 基于 Newmark离散格式的隐式算法

在 n ∼ n+ 1时步的间隔 ∆t内，Newmark时间离

散对位移、速度和加速度采用如下假设关系

dn+1 = dn + ḋn∆t +
[(1

2
− β

)
d̈n + βd̈n+1

]
∆t2 (6)

ḋn+1 = ḋn + [(1 − γ)d̈n + γd̈n+1]∆t (7)

d̈n+1 =
1

β∆t2
(Dn+1 − dn) − 1

β∆t
ḋn −

( 1
2β
− 1

)
d̈n (8)

式中，β 和 γ 为考虑精度和稳定性要求而调整的参

数.

Newmark隐式方法中，n+ 1时步的位移由 t + ∆t

时刻的运动方程得到，将式 (6) ∼式 (8)代入系统动

力学方程则可得到关于 dn+1的方程
(
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1
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β∆t
C
)
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M
[ 1
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)
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]
(9)

即

K̄dn+1 = Q̄n+1 (10)

其中，K̄为广义刚度矩阵，Q̄n+1为 t + ∆t时刻的广义
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载荷向量，表达式为
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求解式 (10)可得位移解 dn+1，回代至式 (7)和式 (8)

即得速度和加速度.

研究表明：当 γ >
1
2
，β >

1
4

(1
2

+γ
)2
时，Newmark

隐式方法是无条件稳定的.

1.3 基于 Newmark离散格式的显式预测——校正

算法

该算法仍采用 Newmark隐式算法关于位移、速

度和加速度的离散格式. 将式 (6) ∼式 (7)的位移和

速度表达式写为预测--校正形式

dn+1 = d̃n+1 + β∆t2d̈n+1

ḋn+1 = ˜̇dn+1 + γ∆td̈n+1


(12)

式中，符号 “˜” 表示由时刻 t的速度和加速度值获得

的 t + ∆t时刻的位移和速度的预测值

d̃n+1 = dn + ḋn∆t +
(1
2
− β

)
∆t2d̈n

˜̇dn+1 = ḋn + (1− γ)d̈n∆t
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(13)

将预测值代入运动方程得

Md̈n+1 + C ˜̇dn+1 + Kd̃n+1 = Qn+1 (14)

若采用集中质量矩阵，将式 (13)代入式 (14)则可以

显式地求得 t + ∆t时刻的加速度值 d̈n+1

d̈n+1 = M−1Qn+1 − M−1C[ ḋn + (1− γ)d̈n∆t]−

M−1K
[
dn + ḋn∆t +

(1
2
− β

)
∆t2d̈n

]
(15)

将求得的加速度值回代至校正式 (12)即得 n+ 1

时步的位移和速度值.可以证明，当阻尼不存在时，

算法的稳定条件为 Ωc =
√

2/γ，当 γ = 1/2时，条

件与经典的中心差分法相同，且保持 2阶精度，当

γ > 1/2时，该算法可保持 1阶精度 [27].

2 分区边界统一处理方式

2.1 显式及隐式算法的信息传递机制

以显式 --隐式同步算法信息传递规律为例进行

分析，如图 1所示的二维有限元模型分区，下标 I和

E分别代表隐式和显式，只由显式算法计算的单元

由 E标识，至少与一个隐式单元相邻的节点用 I 标

识. 显式、隐式区域的公共节点用 B标识，而 B为 I

的子集.该模型刚度矩阵具有以下形式

K =
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(16)

图 1 有限元模型分区示意图

Fig. 1 Schematic diagram of partitioned FE mesh

令

KE = [KEE] , KEI = [KEB 0]

KIE =
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KBE
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则 K =
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，阻尼矩阵 C的分块类似.

对于任意的 i时刻，动力学控制方程可写为
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现推导已知 n时刻，求解 n + 1时刻的方程. 将

Newmark预测显式格式代入式 (18)的第 1行得

MEd̈
E
n+1 +CE ˜̇dE

n+1 +CEI ḋ
I
n+1 + KEd̃

E
n+1 + KEIdI

n+1 = qE
n+1⇒

d̈
E
n+1 = (ME)−1(qE

n+1 − CE ˜̇dE
n+1 − CEI ḋ

I
n+1−

KEd̃
E
n+1 − KEIdI

n+1) (19)

因为 KEI = [KEB 0]，dI =
{
dBB, dII

}′
，上式最后一

项化为：KEB {dBB}n+1；同理，上式倒数第 3项则化为

CEB{ḋBB}n+1.即：求解显式分区节点的下一时刻位移

需用到该节点和相邻节点位移和速度值. 同理可推

知：求解隐式分区节点的下一时刻位移需用到该节

点和相邻节点同一时刻的相关信息.
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从数学意义上讲：显式算法是指待求时步 (t+∆t

时刻)的未知量可由上一时步 (t时刻)的已知结果显

式地表达，如式 (15)所示；而隐式算法则是指待求

时步 (t + ∆t 时刻) 的未知量也含有当前时刻的未知

量，如式 (10)所示. 以一维有限元模型为例，显式 -

隐式同步及异步 (∆T = 2∆t)算法在时、空域内的信

息传递机制见图 2.

(a)相同时步

(a) Equal time steps

(b)隐式时步 =2 ×显式时步
(b) Implicit time step=2 × explicit time step

图 2 显式--隐式混合算法信息传递

Fig. 2 Flow of information in mixed explicit--implicit algorithm

2.2 显式--隐式异步算法边界处理

从上文的分析可以看出：显式算法其实质是一

种弱耦合算法，求解下一时刻的相关信息时，只需

用到相临节点上一时步的相关信息；而隐式算法更

多表现为一种强耦合算法，求解下一时刻的节点相

关信息时，则需要耦合所有节点的相关信息.因此，

当隐式时步为显式时步的 m倍时，显式算法需用到

m层相邻节点信息.设显式分区积分步长 ∆t，而隐式

分区积分步长为 m∆t. m = 3时 (隐式时步为显式 3

倍)的节点分区如图 3所示.

图 3 显式--隐式异步算法节点分区示意图

Fig. 3 Schematic diagram of node partition in multi-time step

explicit--implicit algorithm

而对应的刚度矩阵有如下分块形式

K =
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0 KB2B1 KB2B2 KB2B3 0

0 0 KB3B2 KB3B3 KB3I

0 0 0 KIB3 KII



(20)

同上一节，令

KE = [KEE] , KEI =
[
KEB1 0

]
, KIE =



KB1E

0

0

0



KI =



KB1B1 KB1B2 0 0

KB2B1 KB2B2 KB2B3 0

0 KB3B2 KB3B3 KB3I

0 0 KIB3 KII





(21)

则 K =


KE KEI

KIE KI

.类似地可对 C矩阵进行分块.

同理，可对自由度进行分块，令

dE = {dEE}

dI = {dB1B1 dB2B2 dB3B3 dII }′


(22)

则 d = {dEdI}′.
以m = 3的情况为例，现假设第 n时步的信息已

知，推导 n + m时步的情形，算法的实现步骤如下：

(i)采用预测公式 (13)计算显式分区和所有边界

节点的位移和速度的预测值.

(ii)由平衡方程计算显式和所需边界节点的加速

度，在每次由平衡方程求解加速度时，边界减少一层.
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相应的递推公式如下

{
d̈EE

}
n+1

=
1

ME
[qE

n+1 − CE ˜̇dE
n+1 − CEB1

˜̇dB1
n+1−

KEd̃
E
n+1 − KEB1 d̃

B1

n+1

]
(23)

{
d̈B1B1

}
n+1

=
1

MB1

[
qB1

n+1 − CB1B1
˜̇dB1

n+1 − CB1E
˜̇dE

n+1−

CB1B2
˜̇dB2

n+1 − KB1B1 d̃
B1

n+1 − KB1Ed̃
E
n+1 − KB1B2 d̃

B2

n+1

]

(24)

对于编号 i > 2的边界
{
d̈BiBi

}
n+1

=
1

MBi

[
qBi

n+1 − CBiBi
˜̇dBi

n+1 − CBiBi−1
˜̇dBi−1

n+1−

CBiBi+1
˜̇dBi+1

n+1 − KBiBi d̃
Bi

n+1 − KBiBi−1 d̃
Bi−1

n+1−

KBiBi+1 d̃
Bi+1

n+1

]
(25)

依次类推，直至本步计算所需的所有边界节点.

(iii) 由校正公式 (12)计算位移和速度.

(iv)依次推进，直至 t + m∆t时刻.

(v)将求得的显式分区的位移和速度值代入隐式

分区运动方程，同时，用 m∆t 替换原公式中的 ∆t，

求解得到隐式分区 (包括边界) 节点的位移. 对应的

表达式如下

K̂dI
n+m = q̂I

n+m (26)

其中

K̂ =
(
KI +

1
γm2∆t2

M I +
β

γm∆t
CI

)

q̂I
n+m = qI

n+m +
M I

γm2∆t2
d̃

I
n+m − CI ˜̇dI

n+m+

β

γm∆t
CI d̃

I
n+m − CIE ḋ

E
n+m − KIEdE

n+m



则

dI
n+m = K̂

−1
q̂I

n+m (27)

2.3 显式--显式异步算法边界处理

类似于上一小节所提出的显式 -- 隐式异步算

法，显式 --显式异步算法仍然以大步长是小步长的

3倍 (m = 3)为例，此时，边界单元要多一层，因为

显式分区 2同样要用到显式分区 1的一层边界节点

信息，此时的节点分区如图 4所示.

显式 --显式异步算法的主要流程亦与上一小节

所述的显式--隐式异步算法相似.唯一不同之处在于

需要在小步长的显式分区多增加一层边界节点，在

求解大步长分区时需用到该边界节点上一主时间步

的相关信息.

图 4 显式--显式异步算法节点分区示意图

Fig. 4 Schematic diagram of node partition in multi-time step

explicit-explicit algorithm

实现流程上，显式--显式异步算法的前 4步主要

流程与上一小节所述的显式--隐式异步算法相同，而

对应的第 (v)计算步则为：采用式 (23)计算大步长显

式分区所有节点的加速度，用到的是属于小步长分

区的边界层节点信息，进而通过校正公式可计算大

步长显式分区内相关节点的速度与加速度.

3 实现流程的统一

从上文的分析中可以发现：根据边界节点与大

小步长的对应关系，本文提出的显式 --隐式或显式 --

显式异步算法，在实现流程上非常相近.如果能够将

关键步骤的算法模块化，便可以实现显式与隐式异

步算法的任意组合，从而增强算法的实用性和应用

范围.

在具体应用时，只需要在前处理时充分考虑显

式、隐式分区以及边界的设置和分布，便能够方便

的实现显式与隐式算法的任意组合异步计算.对于特

别关注的模型性细节或碰撞发生区域采用相对精细

的网格划分，同时采用小步长积分求解；对于那些非

关注的模型区域或响应以低频为主的模型分区，则

可以采用较粗糙的网格离散，在时域积分计算时也

可以采用较大步长的显式或隐式算法进行求解. 最

终，将整体模型的结果数据进行整合与输出.整体算

法的主要实现流程如图 5所示.

4 稳定性判断与能量平衡

时域逐步积分算法稳定性分析主要有 2 种方

法：一种是通过分析整体系统能量变化，另一种则是

通过分析数值积分逼近算子的谱半径.能量法中，数

值积分算法的稳定性条件为：对于积分过程的任意

时间步 n，存在关于计算结果的范数 Sn，满足条件：

Sn 6 κS0，其中 κ为正常数. 该范数往往含有自变量

导数的平方项，对应于固体力学的能量形式，因而称

为能量法.
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图 5 显式--隐式任意混合异步算法主要流程图

Fig. 5 Flowchart diagram of the arbitrarily mixed implicit--explicit

asynchronous algorithm

文献 [14]采用能量法分析了梯形公式 --中心差

分混合算法的稳定性条件.设 λ∗ 为显式区域内所有

网格的最大特征值，则混合算法的最大容许步长需

满足 ∆t 6 2/λ∗，然而，这也是显式中心差分方法的

稳定性条件.文献 [27] 通过能量法详细证明和分析

了 Newmark系列算法和由此发展而来的混合算法的

稳定性条件.混合算法的稳定性条件一般受各计算子

域内算法稳定性的约束.同理，亦可以用类似方法证

明本文所述混合异步算法亦具有类似稳定性特征，

此处不再赘述.

通常情况下，对积分算法的稳定性分析以及临

界时间步长判断，都是在线性假设的前提下推导得

出的 [27]. 目前，尚没有合适的稳定性原理可以涵盖

到工程中所遇到的全部非线性现象，例如接触 --冲

击，断裂等.即使是满足上文所述的稳定性条件，不

稳定性也可能产生和发展，相对于线性问题，非线

性问题的不稳定解答有时更不容易被识别. 一些由

非线性诱发的不稳定，例如几何硬化 (材料是线弹性

的)，这种不稳定引起的结果是局部指数的增长，从

而导致了塑性行为. 而塑性响应又相应的软化了结

构，降低了波速，从而使积分又得到稳定.这种现象

称为抑制失稳，抑制失稳会导致可能远远超过真实

情况的位移，但是通过跟踪结果却很难发现.特别是

对于显式、隐式的混合异步算法，要保证数值求解过

程中的绝对稳定，则变得异常困难.

然而，任何不稳定的结果都会导致伪能量生

成，从而导致能量守恒的破坏.因此，在非线性计算

中，通过校核能量平衡可以实时地检验计算的稳定

性，也有利于更好地察觉不稳定的出现. 计算过程

中，可以通过与积分方法阶次类似的数值方法对时

间积分得到能量，例如梯形法则.内能和外力功的表

达式分别可近似如下

Wint
n+1 = Wint

n +
∆tn+1

2
(vn)T( f int

n + f int
n+1) =

Wint
n +

1
2

∆dT( f int
n + f int

n+1) (28)

Wext
n+1 = Wext

n +
∆tn+1

2
(vn+1)T( f ext

n + f ext
n+1) =

Wext
n +

1
2

∆dT( f ext
n + f ext

n+1) (29)

其中，∆d = dn+1 − dn.对于线弹性系统，时步 n的内

部节点力可通过下式进行计算

f int
n = Kdn (30)

而对于非线性系统，内部节点力计算需要在整个求

解域进行积分计算

f int
n =

∫

Ω

BTσndΩ (31)

在单元或积分点的水平上，也可以计算内能

Wint
n+1 = Wint

n +
1
2

∑

e

∆DT
e( f int,e

n + f int,e
n+1) (32)

系统动能的计算式为

Wkin
n =

1
2

(vn)T Mvn (33)

根据保守系统能量守恒原理，动力学方程求解

过程中的各能量需满足下式

∣∣∣Wkin + Wint −Wext
∣∣∣ 6 εmax

(
Wkin,Wint,Wext

)
(34)

其中，ε为一很小的误差容许极限，一般量级为 10−2.

此外，如果整体动力学系统非常庞大，则能量的

平衡计算可以在每个子区域内进行，相邻子区域间

的内力可视为作用在子区域上的外力.

5 算例与分析

5.1 算例验证

对于简单结构，其固有频率和振型往往可通过

解析方式求得，进而根据其振型的正交性，通过坐

标变换在各主坐标内解析地求解解耦后的动力学方
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程，最后通过叠加得到整体系统的响应.因此，本文

以均匀简支梁的弯曲振动为例，对所提出异步算法

的计算精度进行校验，并对两种异步算法的计算效

率、能量平衡和稳定性展开分析.

如图 6所示的简支梁结构，在其长度的 1/4处 (A

点)受一阶跃力作用，本文分别通过模态迭加法，LS-

DYNA 中心差分显式算法，显式--隐式异步算法以及

显式 --显式异步算法计算其响应，并进行对比分析.

模型的几何尺寸、主要材料参数、载荷及边界条件见

图 6.

图 6 简支梁强迫振动分析模型

Fig. 6 Forced vibration analysis model of simply supported beam

由于显式 --显式异步算法的稳定性受各计算域

内单元最小特征尺寸影响. 在空间域内粗网格区域

的最小单元的特征尺寸约为精细网格区域尺寸的 4

倍，因此，在初步的对比中，两种异步算法中的m都

取为 4. 不同算法求解得到的梁中点处 (B点) 的振

动位移响应如图 7所示. 1/2倍梁的一阶弯曲振动周

期时刻 (t ≈ 0.65 s)梁的变形以及轴向应力分布如图

8所示. 不同数值方法的计算结果间只存在微小偏

差，表明了本文所提出的统一格式显式、隐式任意

混合异步算法具有较高的计算精度.

图 9为两种异步算法在 m = 4时的能量变化统

计结果.不难发现：在较小的异步倍数 (m)下，两种

图 7 简支梁中点位移响应

Fig. 7 Displacement response at the middle point of the simply

supported beam

图 8 简支梁变形及轴向应力 (Pa)

Fig. 8 Deformation and axial stress (Pa) of the simply supported beam

(a)

(b)

图 9 两种异步算法能量统计

Fig. 9 Energy curves of the two kinds of asynchronous algorithms

异步算法的能量误差曲线基本与坐标横轴重合，整

体系统的能量平衡关系仅存在微小的误差，即：外力

功与系统所储存的动能和势能之和进行守恒的相互
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转化，没有出现伪能量的产生和发展.因此，在满足

各计算域内所有单元最小时间步长要求的前提下，

本文所提出的统一格式异步算法体现出了较好的求

解稳定性.

然而，值得一提的是，因为隐式算法较之显式算

法具有更宽松的稳定性条件，显式--隐式异步计算可

采用更大的步长比.换一种角度来看，可以将隐式分

区整体视为一超级单元参与显式计算，而隐式计算

域的计算为超级单元的单元求解. 因而隐式超级单

元整体需满足显式计算的稳定性条件. 本文同时测

试了当 m = 10,20时的显式 --隐式异步算法计算效

果.图 10和图 11分别显示了梁中点位移时程曲线和

系统能量变化情况.不难发现，当m值大幅提高时，

算法的计算精度并没有出现明显下降.

图 10 不同 m取值时显式--隐式异步计算结果

Fig. 10 Explicit--implicit computation results with differentm values

图 11 m = 20时，显式--隐式异步算法能量统计

Fig. 11 Energy curve of the explicit--implicit asynchronous algorithm

with m = 20

本文提出的显式、隐式任意混合的异步算法，不

但可以在空间域内对动力学系统进行多尺度离散，

还可以在时域内采用多尺度积分，从而大大地节约

计算资源，提高求解效率.以全精细网格 (尺度与图

6精细区域相同)，统一的时间尺度计算所需求解时

间为基准 (100%)，采用显式、隐式混合异步算法在

不同m值时求解相同物理过程所需时间如表 1所示.

采用多尺度的离散网格，同时在时域积分上采用不

同的步长尺度，大大地缩短了求解相同物理问题所

需的计算时间.当面对实际问题时，需要关注的细节

往往在一些结构的局部，因而大步长的计算域更大.

采用大步长计算的节点越多，则理论上获得的计算

效率提升也就越大.

表 1 求解时间统计

Table 1 CPU time needed for different approaches

Model and solving method Time consumed/s Percentage/%

single-scale
— I 128.6 100.0

— E 116.9 90.90

multi-scale

m = 1
I 90.6 70.45

E 83.5 64.93

m = 4
E-I 76.2 59.25

E-E 72.3 56.22

m = 10 E-I 66.8 51.94

m = 20 E-I 63.4 49.30

5.2 应用案例

塔楼--裙楼结构是一种常见的建筑形式，其低层

为商业中心，高层为办公楼、公寓和住宅等，差异化

的建筑布局极大地节约了日趋紧张的城市土地. 作

为一种土地集约化的建筑形式，这类建筑也越来越

受到市场和开发商的认同.本文以塔楼--裙楼结构在

爆炸冲击波作用下的动态响应为例，将异步算法应

用到复杂动力学系统的求解中，以进一步验证算法

的实用性.

对于由商业裙楼和塔楼组成的复合建筑结构，

在爆炸冲击波作用下，其低层，往往直接承受冲击作

用，主要分析结构的变形或破坏等，因而，在进行动

态响应分析时宜采用小步长的的显式算法；而对于

其高层，则主要分析其整体结构的晃动及层间相对

位移等，因此，大步长的隐式算法则显得更加合适.

一般来讲，爆炸物在地面或近地爆炸，冲击波会

在地面的反射作用下得到迅速加强，并以半球形的

形态向空间扩散，直至与结构物发生作用.爆炸冲击

波与结构的作用是一个相当复杂的动力学过程，冲

击波会在极短的时间内对结构的正面、侧面、背面及

顶部造成冲击.在冲击波入射角为 0◦ 的结构正面，

受到的载荷远大于结构的其他部位. 研究中主要用

冲击波压力、超压峰值、冲量以及持续时间等参数

来描述爆炸冲击波作用.仿真计算时，可将爆炸冲击

作用保守地简化为对结构正面的右三角脉冲载荷，

保留其峰值和持续时间特性 [28-30]. 参考文献 [30]，
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本文采用的爆炸冲击波作用工况设置如表 2所示，

以等效节点载荷的形式加载，结构阻尼比取为 5%，

以瑞利阻尼的形式加载.混凝土材料的参数取为：密

度 2 500 kg/m3，弹性模量 3.0×1010 Pa，泊松比 0.2.采

用显式--隐式异步算法求解，整体有限元仿真模型以

及显式--隐式分区如图 12示.

表 2 爆炸冲击波作用参数设置

Table 2 Blast load considered in dynamic analysis

Load

case

Mass/

kg

Distance/

m

Reflected

overpressure/

kPa

Impulse/

(kPa·ms)

Positive

phase

duration/ms

I 100 10 846 1 543 9.7

II 200 10 1 699 2 582 12.1

III 500 10 4 250 5 172 17.5

IV 500 15 1 254 3 096 16.2

V 500 20 535 2 186 18.4

图 12 框架--剪力墙结构有限元模型

Fig. 12 FE model of the frame--shear wall structure

图 13为工况 I裙楼及塔楼顶部在冲击波作用方

向的位移时程曲线，在爆炸冲击波作用下，建筑结构

在短时间产生了剧烈的晃动，且塔楼部分的晃动位

移明显大于直接受冲击载荷的裙楼部分，其最大位

移达到了 0.125 m.因此，有必要对建筑在各工况载

荷下的位移响应进行进一步分析.

对于建筑结构在地震或其他冲击作用下的响应

评估，层间位移角是较为重要的参数指标.图 14对比

了 5种工况下建筑结构最大层间位移角分布情况，

结果表明：建筑结构响应受爆炸物质量以及爆炸点

图 13 裙楼及塔楼顶部曲线

Fig. 13 Displacement time history at the podium and the top of tower

图 14 结构最大层间位移角

Fig. 14 Maximum inter-story drift ratio of the structure

距离影响显著.工况 II 和 IV 时，结构的最大层间位

移角接近 4%. 而工况 III 载荷下的结构变形远远大

于其他工况下的的响应，建筑的最大层间位移角甚

至已超过 10%，会对建筑物产生较大损害. 同时，

从各工况响应数据不难发现：爆炸冲击波在极短时

间内向结构物传递了极大的冲击作用，对建筑物的

损害甚至超过了相关文献中描述的地震对建筑物的

影响.因此，当爆炸事故发生后，应当对相关建筑物

的屈服破坏情况进行检测和评估，排除安全隐患.同

时，也很有必要将数值模拟技术与结构在爆炸载荷

下的损伤评估理论结合起来，展开进一步的深入研

究.

同时，为了验证所提出算法的计算效率，本文

分别采用传统的中心差分算法与本文所提出的显

式--隐式异步算法求解了该动力学有限元模型.通过

计算机物理核所消耗的 CPU时间来统计不同 m取

值时的计算资源消耗，其结果如表 3所示.由于冲击

载荷只发生在整体动力学模型的局部 (显式分区)，
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因而，在整体模型的大部分区域 (隐式分区)内采用

较大时间步长，大大地节约了计算时间. 当隐式时

步为显式时步的 10倍时，总的 CPU时间消耗减少

了约 60%.这也印证了上文中 “采用大步长计算的节

点越多，则理论上获得的计算效率提升也就越大” 这

一论述.因此，如果能将算法合理的并行化，并对显

式 --隐式计算域进行分区优化，以达到负载均衡，

必能在求解超大规模问题是更好地发挥本算法的优

势，也将是进一步的研究重点.

表 3 CPU计算时间消耗

Table 3 CPU time consumed

Multiple of timesteps Explicit m = 2 m = 5 m = 10

CPU time/s 40 433.7 24 939 18 998 15 937

percentage 100.0% 61.7% 47.0% 39.4%

6 结论与展望

本文根据 Newmark离散格式显式、隐式算法的

固有属性，提出一种适合于在有限元不同分区采用

不同时间步长的显式、隐式任意混合算法.根据不同

计算域的物理力学特性和计算精度要求，同时在空

间域和时域对模型采用不同的尺度进行数值模拟，

可大幅度提高计算效率，减少存储资源消耗.

不同物理力学属性的动力学系统需要合理的选

择数值求解方法 (显式或隐式)，系统不同部分的求解

精度要求决定了有限元离散网格的尺度，而该尺度

又制约了时间积分的步长.基于统一格式的显式、隐

式任意混合异步算法则解决了这一难题.

分区后的异步算法稳定性步长受各计算域内

的单元尺寸等复杂因素影响，特别是在非线性计算

中，推导合理的稳定临界步长变的尤为困难.通过能

量平衡统计的方法可更好地发现伪能量的产生和不

稳定的发展，实时地调整计算步长有助于得到更为

合理的计算结果.

在粗网格区域，显式 --隐式异步算法较之显式 --

显式异步算法具有较为宽松的稳定性条件，可以采

用更大的时间步长. 但两种方法具有不同的实用范

围，可互为补充. 同时，采用大步长计算的节点越

多，则理论上获得的计算效率提升也就越大.

由于本算法采用不断变化的边界节点来处理

大、小步长分区间的耦合，一定程度上增加了前处

理的难度，因而，进一步的研究方向将是如何更加

高效的处理不同尺度空间域、时域的耦合边界.
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AN ARBITRARILY MIXED EXPLICIT-IMPLICIT ASYNCHRONOUS INTEGRATION
ALGORITHM BASED ON UNIFORM DISCRETIZATION FORMAT 1)

Zhang Weiwei∗,† Jin Xianlong∗,†,2)

∗(School of Mechanical Engineering，Shanghai Jiao Tong University，Shanghai200240，China)
†(State Key Laboratory of Mechanical System and Vibration，Shanghai Jiao Tong University，Shanghai200240，China)

Abstract Dynamical finite element method requires solving system information at each time step, and the computational

effort is much larger than solving the static ones. Thus, to improve computational efficiency and save computational effort

is one the of the main research content in dynamics. The present paper introduces an arbitrarily mixed explicit-implicit

asynchronous integration algorithm based on uniform Newmark discretization format, for the efficiently solving of the

large and complex dynamic systems. The overall dynamical system can be partitioned into different parts according to

the physical and mechanical properties, as well as the requirements of solution accuracy, and the system equation can be

solved in multi-scale both at the space domain and time domain. According to the inherent message passing mechanisms

of the explicit and implicit algorithm, a variable boundary treatment method was adopted to avoid the accumulation of

errors at the asynchronous boundary. The simulation time steps were dynamically determined and corrected according to

the energy balance checking, which can effectively prevent the emergence and development of the instability. Numerical

example shows that the proposed algorithm can greatly reduce the consumption of computing resources while maintaining

high accuracy, thus it has a high practical value.

Key words structural dynamics, Newmark discretization, explicit algorithm, implicit algorithm, arbitrarily mixed, asyn-

chronous integration, stability
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