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研究论文

边界元中计算任意高阶奇异线积分的直接法
1)

高效伟 冯伟哲 杨 恺 2)

(大连理工大学航空航天学院，工业装备结构分析国家重点实验室，大连 116024)

摘要 提出了一种精确计算任意高阶奇异曲线积分的直接计算法.首先将曲线单元上的各种几何量用投影线上

的几何量来表示，然后通过幂级数展开和解析的方法显式地消除了积分的奇异性.还导出了计算等参坐标对局

部直角坐标偏导数的表达式. 由于这种方法涉及到的是总体尺度间的坐标变换，操作起来直观明了，可以处理

二维问题边界元分析中出现的任意高阶奇异边界积分.最后用具体算例验证该方法的正确性.
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引 言

边界单元法使用具有奇异性的基本解作为核函

数，当源点位于或接近于积分单元上时,会出现积分

奇异性,通常包括的奇异性有弱奇异、强奇异、超强

奇异和几乎奇异等 [1] . 边界元法的有效实施要求精

确计算各种核函数的奇异边界积分. 对奇异性的处

理多年来一直是边界元爱好者的重要课题，已提出

不少有效的计算方法 [1-6].常用的方法有：针对弱奇

异问题的对数高斯积分法、针对强奇异问题的刚体

位移法、处理超强奇异积分的正则化技术 [7]，以及

处理近奇异积分的积分变换法 [8-12]. 在处理近奇异

积分方法中，Gao等 [13]用单元子分技术数值地解决

了近奇异问题，Zhou等 [14] 用一种完全解析的积分

方法处理了二维各向异性位势问题中的近奇异积分.

在处理高阶奇异积分中，Guiggian等 [2] 提出了一种

在等参坐标系下处理超强奇异边界积分的直接计算

法，通过将几何量展开成劳伦级数的方法消除积分

奇异性. 这种方法后来被 Karami和 Derakhshan[3] 发

展成能处理各种超奇异积分的算法. Gao[1,7] 通过采

用将被积函数中非奇异部分展开成幂级数的技术，

提出了一种能处理各种高阶奇异曲线边界积分的方

法. 这些能处理高阶奇异积分方法的共同点就是积

分操作是在等参坐标系下进行的，为了解析地消除

积分奇异性，需要将等参坐标系下的展开系数由物

理坐标系下的几何量来表示.这种工作非常繁琐，对

直观理解和程序实现都有一定的难度.

本文通过将曲线单元投影到过单元中心的切线

上的方法，提出了一种在投影线上解析地消除各种

积分奇异性的新方法.在这种方法的实施中，本文还

导出了计算等参坐标对投影线坐标一阶和二阶偏导

数的公式，为各种几何量、物理量在投影线上展开成

泰勒级数提供了方便.

1 边界积分的奇异性分类

在力学问题边界元分析中，经常遇到如下的边

界积分 [13]

I (xp) =

∫

Γ

f (xp, x)dΓ(x) =

∫

Γ

f̄ (xp, x)
rβ(xp, x)

dΓ(x) (1a)

J(xp) =

∫

Γ

f (xp, x)dΓ(x) =

∫

Γ

f̄ (xp, x) ln [r(xp, x)]
rβ(xp, x)

dΓ(x) (1b)

其中，f̄ (xp, x) 为没有奇异性的正则函数，xp 为源

点，x为场点，β为奇异性阶次. Γ为计算域的边界，

在二维问题中为一封闭的曲线，r为源点到场点的距

离，定义为

r(xp, x) = ‖x − xp‖ =

√√√ 2∑

i=1

(xi − xp
i )2 (2)
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式 (1)中的边界积分的奇异性可定义为：β = 0，式

(1a)为正则积分，式 (1b)为弱奇异积分；0 < β < 1，

式 (1a)为弱奇异积分，式 (1b)为强奇异积分；β = 1，

式 (1a)为强奇异积分，式 (1b) 为超强奇异积分；

1 < β 6 2，式 (1a)为超强奇异积分，式 (1b)为超

奇异积分；β > 2，式 (1a)和式 (1b)均为超奇异积分.

对一个有限域问题，正则积分和弱奇异积分总

是存在的 (即积分结果是一有限值). 但是对于强奇

异、超强奇异和超奇异积分，积分是否存在取决于

函数 f̄ (xp, x)的性质. 一般来讲，出于一个实际物理

问题的积分总是存在的.在本文中，奇异积分是计算

其在主值意义下的有限部分，即
∫

Γ

f (xp, x)dΓ(x) = lim
Γε→0

∫

Γ−Γε
f (xp, x)dΓ(x) (3)

其中 Γε是包含源点 xp的无穷小的边界.

2 边界单元的离散和正则边界积分计算

为了计算边界积分 (1)，通常将计算边界 Γ离散

成一系列由边界节点组成的线性边界单元或者二次

单元，单元内任一点的坐标可由单元的节点坐标表

示为

xi(ξ) =

Nnode∑

α=1

Nα(ξ)xαi (4)

式中，Nnode为单元节点数，ξ为单元的等参坐标，xαi
为第 α个节点的第 i 个坐标分量，Nα为第 α个节点

的形函数 [7]，可以表示为

线性单元

N1(ξ) = (1− ξ)/2

N2(ξ) = (1 + ξ)/2


(5)

二次单元

N1(ξ) = ξ(ξ − 1)/2

N2(ξ) = ξ(ξ + 1)/2

N3(ξ) = 1− ξ2


(6)

单元上节点的分布和单元在等参坐标下的表见

图 1.

事实上，将边界离散成边界单元后，不仅是坐

标，单元内任何几何量和物理量都可以由其节点值

用类似的公式来表示.

(a)线性单元

(a) Linear element

(b)二次单元

(b) Quadratic element

图 1 等参坐标系下的边界单元

Fig. 1 Boundary element in intrinsic coordinate

当把求解域边界离散为 Nelem个单元之后，方程

(1a)可离散成如下形式

I (xp) =

Nelem∑

e=1

∫

Γe

f (xp, x)dΓe(x) (7)

其中，Γe是第 e个单元的计算区域.

当源点不在积分单元上时，式 (7)中的积分不会

出现奇异性，此时可用高斯数值积分公式对其求积.

对于第 e个单元的积分公式可以形成

Ie(xp) =

∫

Γe

f (xp, x)dΓ =

∫ 1

−1
f (xp, x)|Je|dξ =

Ng∑

n=1

f (xp, x(ξn)) |Je|wn (8)

其中，Ng是高斯点的个数，ξn和 wn分别为高斯点坐

标和权系数，|Je|是从总体坐标到等参坐标转换的雅
各比 [7]

|Je| =
√

(∂x/∂ξ)2 + (∂y/∂ξ)2 (9)

式中，∂x/∂ξ和 ∂y/∂ξ可以由式 (4)确定.

式 (8)可以用来计算正则积分 (源点 xp 不在积

分单元内)，当源点 xp位于积分单元上时，源点到场

点的距离 r 趋近于 0，因此需要特殊的奇异积分技

术，将在后面内容中介绍.

3 几何量在投影线上的展开式

二维问题的边界单元通常为一曲线，直接进行

积分计算比较复杂. 因此，引入一投影线进行操作.

投影线取为过等参坐标原点 (ξ = 0)处的切线.在投

影线上建立一个局部直角坐标系 (x′, y′)或写成 (x′1,

x′2)，其中 x′1轴在切线方向，x′2轴沿单元在原点处的

外法线方向，如图 2所示.
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图 2 曲线单元投影线上建立的局部坐标系

Fig. 2 Local coordinate on projection line of a curve element

设局部坐标系的坐标轴相对于旧坐标系的方向

余弦为 Li j，其确定方法可以在相关文献中找到，如

文献 [13].坐标间的转换由下式实现

x′i = Li j (x j − xo
j ) (10)

xi − xo
i = L ji x′j (11)

式中的重复下标表示求和，xo
i 为新坐标系的原点在

旧坐标系中的坐标，可通过使用 (ξ = 0)由式 (4)求

得.

为了能够解析地消除积分奇异性，需要将曲线

上几何量表示成投影线上的几何量 ρ和 ρ,1的函数，

其中 ρ 为投影线上源点 P′ 到场点 Q′ 的距离 (见图

3)，其定义如下

ρ =
∥∥∥x′1 − x′p1

∥∥∥ (12)

式中，x′p1 为源点 P在局部坐标系下的坐标的第 1个

分量，ρ,1为 ρ对局部坐标系第 1个分量的偏导数，

其定义式如下

ρ,1 =
∂ρ

∂x′1
=

x′1 − x′p1

ρ
(13)

由于 ρ和 x′1在同一条直线上，故 ρ,1实际取值为 −1

或 +1.

图 3 投影线上变量的定义

Fig. 3 Variable defining on the projection line

由于投影线上的独立变量只有 1个，故取 x′1为

独立变量. 原边界单元上的场点 Q在局部坐标系中

的 y′分量 (即 x′2)也可由 x′1表示.为此，将 y′在局部

坐标系中的原点处展开成泰勒级数 (只保留二阶项)

有

y′ =
∂y′

∂x′1
x′1 +

1
2
∂2y′

∂x′21
x′21 = a1(y′)x′1 + a2(y′)x′21 (14)

其中

a1(y′) =
∂y′

∂x′1
=
∂y′

∂ξ

∂ξ

∂x′1
(15)

a2(y′) =
1
2
∂2y′

∂x′21
=

1
2
∂

∂x′1

(
∂y′

∂x′1

)
=

1
2

∂
2y′

∂ξ2

∂ξ

∂x′1

∂ξ

∂x′1
+
∂y′

∂ξ

∂2ξ

∂x′21

 (16)

并有

∂y′

∂ξ
=

M∑

n=1

∂Nn

∂ξ
y′n ,

∂2y′

∂ξ2
=

M∑

n=1

∂2Nn

∂ξ2
y′n (17)

通过微分法则，导出式 (15)和式 (16)中等参坐

标对局部坐标的偏导数计算式为

∂ξ

∂x′1
=

1
|m1| (18)

∂2ξ

∂x′21
= − 1
|m1|4

(
∂x1

∂ξ

∂2x1

∂ξ2
+
∂x2

∂ξ

∂2x2

∂ξ2

)
(19)

其中

|m1| =
√(

∂x1

∂ξ

)2

+

(
∂x2

∂ξ

)2

(20)

为了在投影线上积分，由式 (13)可得到局部坐标 x′1
用 ρ来表达的关系式为

x′1 = x′p1 + ρ,1ρ (21)

将式 (21)代入到式 (14)中则可得到曲线上的 y′与 ρ

的变化关系式为

y′ = y′p + q(y′, ρ)ρ (22)

式中

q(y′, ρ) = q1(y′) + a2(y′)ρ (23)

q1(y′) = [a1(y′) + 2a2(y′)x′p1 ]ρ,1 (24)

同理可以导出等参坐标的表达式

ξ = ξp + q(ξ, ρ)ρ (25)

其他量的展开式为
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xi = xp
i + (bi + ciρ)ρ (26)

r =

√
(xi − xp

i )(xi − xp
i ) = g(ρ)ρ (27)

r ,i =
∂r
∂xi

=
xi − xp

i

r
=

bi + ciρ

g(ρ)
(28)

式中

bi = L1iρ,1 + L2iq1(y′, ρ) (29)

ci = L2ia2(y′) (30)

g(ρ) =
√

1 + q2(y′, ρ) =
√

G0 + G1ρ + G2ρ2 (31)

这里，G0 = bibi , G1 = 2bici , G2 = cici .

投影线上的微线段长度与实际曲线上的微线段

长度间的关系为

dρ = dΓn0
i ni (32)

式中，n0
i 和 ni 分别为局部坐标系原点和场点的外法

线方向余弦.

利用上述公式，则可将曲线上的几何量表示成

投影线上的几何量，然后采用解析的方法消除积分

奇异性.

4 超奇异线积分计算公式

将式 (32)和式 (27)代入式 (1)的第 e个线单元

中，则可将沿曲线的积分转换成沿直线的积分

Ie(xp) = lim
ε→0

∫ ρE

ρε

F̄(ρ)
ρβ

dρ (33)

Je(xp) = lim
ε→0

∫ ρE

ρε

F̄(ρ) ln ρ
ρβ

dρ+

lim
ε→0

∫ ρE

ρε

F̄′(ρ)
ρβ

dρ (34)

其中，积分上限 ρE为切线内源点到单元一端点的距

离，ρε为切线上的无穷小距离，F̄和 F̄′为正则部分，

有

F̄(ρ) =
f̄ (xp, x)

gβ (ρ)n0
i ni

(35)

F̄′(ρ) =
f̄ (xp, x) ln[g(ρ)]

gβ(ρ)n0
i ni

(36)

为了对式 (33)和式 (34)进行求积，将 F̄和 F̄′展

开成 ρ的幂级数

F̄(ρ) =

N∑

n=0

B(n)ρn , F̄′(ρ) =

N∑

n=0

C(n)ρn (37)

其中，N 为幂级数阶数，通常在 2到 9之间取值，

依赖于 ρE 的大小；B(n) 和 C(n) 为待定系数，可通过

在积分区间 (0, ρE)布置 N+1个点 (0, ρ1, · · · , ρN)来确

定.第 1个点 (n = 0)的系数为

B(0) = F̄(0) , C(0) = F̄′(0) (38)

其他系数可由如下矩阵方程解得

RB = Y , RC = Y′ (39)

其中，R为 N阶方阵.

R =



ρ1, ρ2
1, · · · ρN

1

ρ1 ρ2
2, · · · ρN

2

...
... · · · ...

ρ1, ρ2
N, · · · ρN

N



(40)

B和 Y为如下向量

B =



B1

B2

...

BN



, Y =



Y1

Y2

...

YN



(41)

式中，Yn = F̄(ρn)− B(0). C和 Y′有类似于式 (41)的形

式，不过有 Y′n = F̄′(ρn) −C(0).

系数 B确定后，则将式 (39)代入式 (33)，得

Ie(xp) = lim
ε→0

∫ ρE

ρε

F̄(ρ)
ρβ

dρ =

N∑

n=0

B(n) lim
ε→0

∫ ρE

ρε

ρn−βdρ =

N∑

n=0

B(n)En (42)

式中

En =



1
n + 1− β

(
ρ

n+1−β
E − lim

ε→0
ρ

n+1−β
ε

)
,

n , β − 1

ln ρE − lim
ε→0

ln ρε , n = β − 1

(43)

对于确定的物理问题，上述积分结果应该是一

有限值，也就是说，当考虑源点 xp周围所有单元的

结果后，式 (43)中与无穷小项相关的项最终贡献应

该为 0. 然而，要消除该发散项，要求源点周围的单
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元都采用相同的无穷小尺度 ε，为此需要将局部尺度

ρε转化为全局尺度 ε.转化后得结果为 [1-3]

lim
ε→0

ln ρε = ln H0 + Infinite terms (44)

lim
ε→0

1

ρ
β−n−1
ε

= Hβ−n−1 + Infinite terms (45)

其中

H0 =
1√
G0

, H1 =
G1

2G0
(46a)

H2 =
G2

G0
− G2

1

2G2
0

(46b)

更高阶的 Hm的推导见文献 [1].

于是有

En =



−1
β − n− 1

1

ρ
β−n−1
E

− Hβ−n−1 , 0 6 n 6 β − 2

ln ρE − ln H0 , n = β − 1

1
n + 1− βρ

n+1−β
E , n > β − 1

(47)

用同样的处理方式，可由式 (34)得到如下的计

算式

Je(xp) =

N∑

n=0

C(n)En +

N∑

n=0

B(n)Tn (48)

其中，En的表达式同上，Tn的表达式如下

Tn =



−[(β − n− 1) lnρE + 1]

(β − n− 1)2ρβ−n−1
E

+

1
(β − n− 1)2

Hβ−n−1+

1
β − n− 1

Wβ−n−1 , 0 6 n 6 β − 2

1
2

ln2 ρE − 1
2

W0 , n = β − 1

(n + 1− β) ln ρE − 1
(n + 1− β)2

ρ
n+1−β
E , n > β − 1

(49)

其中 Hn由式 (46)计算，Wn的表达式如下

W0 = ln2
( 1√

G0

)
=

1
4

ln2 G0 (50a)

W1 = ln
( 1√

G0

) G1

2G0
+
√

G0 ln
(
− G1

2G2
0

)
(50b)

W2 = ln
( 1√

G0

)2G0G2 −G2
1

2G2
0

+
G1√
G0

ln
(
− G1

2G2
0

)
+

G0 ln
(5G2

1 − 4G2G0

8G3
0

√
G0

)
(52c)

式 (47)和式 (49)中的 ρE 为源点到单元端点的

距离，不会为 0，也就没有奇异性.用式 (42)和式 (47)

以及式 (48)和式 (49)可计算任意阶次的超奇异线积

分.

5 算例分析

使用本文导出的公式，编制了相应的计算机程

序，并对一些奇异线积分进行了计算分析.

5.1 算例 1

第 1个算例是计算积分 J =

∫

Γ

ln(r)dΓ. 在二维

弹性力学问题的边界元分析中，和位移基本解相对

应的边界积分中会出现这一类的奇异积分问题 [13].

积分区域如图 4所示.积分区间 Γ被划分一个三节点

二次单元，节点全局坐标分别为 1(x = 0.0, y = 0.0)，

2(x = 2.0, y = 0.0)，3(x = 1.0, y = 0.5)，源点位于节点

3. 对于该积分，可以使用对数高斯积分公式进行精

确计算，得到的结果为 J = −2.005 26.

为了检验积分结果和式 (45)中幂级数阶数 N的

依赖关系，表 1给出了 N取不同值时的计算结果.从

表中可以看出，当 N大于 5时便可得到非常精确的

结果.

图 4 曲线边界单元

Fig. 4 Curve boundary element

表 1 N取不同值时的计算结果 (精确值为 J = −2.005 26)

Table 1 Computed results for various values ofN

(accurate result isJ = −2.005 26)

N 3 4 5 7 9

J −2.004 98 −2.005 14 −2.005 25 −2.005 26 −2.005 26

5.2 算例 2

第 2个算例是计算如下的积分

∫

Γ

r ,i
r

dΓ ,
∫

Γ

r ,i
r2

dΓ ,
∫

Γ

r ,i
r3

dΓ

∫

Γ

r ,i ln(r)
r

dΓ ,
∫

Γ

r ,i ln(r)

r2
dΓ

∫

Γ

r ,i ln(r)

r3
dΓ
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其中 r ,i = ∂r/∂xi . 积分区域是长度为 3的直线，倾角

为 30◦(见图 5).源点位于直线长度的 1/3位置处.

图 5 线性边界单元

Fig. 5 Linear boundary element

将直线划分为两个线性单元，r ,i 是固定不变的.

对于由单元 1 (节点 1, 2组成)，r ,1 = r ,x = − cos 30◦，

r ,2 = r ,y = − sin 30◦. 对于单元 2(节点 2,3组成)，

r ,1 = cos 30◦, r ,2 = sin 30◦. 对于此问题，解析结果

可以得到，例如第 1个积分式为∫

Γ

r ,1
r

dΓ = cos 30◦ ln(rb/ra) = 0.600 28

∫

Γ

r ,2
r

dΓ = sin 30◦ ln(rb/ra) = 0.346 57

表 2和表 3分别列出 2个分量的计算结果 (N =

7)，并给出了解析结果作为比较.从表 2和表 3可以

看出，2种结果几乎相同.

表 2 I1(xp)的计算结果

Table 2 Computed results forI1(xp)
∫

Γ
(r,1/r

2)dΓ
∫

Γ
(r,1/r

3)dΓ
∫

Γ
(r,1 ln r/r)dΓ

∫

Γ
(r,1 ln r/r2)dΓ

∫

Γ
r,1 ln(r)/r3dΓ

analytical 0.433 013 0.324 760 0.208 042 0.132 871 87.344 4×10−3

current 0.433 013 0.324 760 0.208 042 0.132 871 87.344 4×10−3

表 3 I2(xp)的计算结果

Table 3 Computed results forI2(xp)
∫

Γ
(r,2/r

2)dΓ
∫

Γ
(r,2/r

3)dΓ
∫

Γ
(r,2 ln r/r)dΓ

∫

Γ
(r,2 ln r/r2)dΓ

∫

Γ
(r,2 ln r/r3)dΓ

analytical 0.250 000 0.187 500 0.120 113 76.7132×10−3 50.4283×10−3

current 0.250 000 0.187 500 0.120 113 76.713 2×10−3 50.428 3×10−3

5.3 算例 3

第 3个算例考虑的积分是 I (xp) =

∫

Γ

Ti j dΓ，式

中 Ti j 是弹性力学问题中的面力基本解 (β = 1) [13]

Ti j =
−1

4π(1− υ)rβ
[
(1− 2υ)(nir , j − n jr ,i)+

(2r ,ir , j + (1− 2υ)δi j )
∂r
∂n

]

计算区域是一段圆弧 (见图 6)，圆弧被划分为

一个三节点二次单元，节点坐标分别为 1(1, 0)，

2(0.535 53, 0.535 53)，3(0, 1).计算源点 a，b，c在等参

坐标系下的坐标分别为 ξ = −0.3，ξ = 0.0和 ξ = 0.3.

表 4给出了 β取 1时的计算结果.为了检验当前

结果的正确性，表中也给出了文献 [1]对此问题的计

算结果.

从表格中可以看出本文的计算结果与文献 [1]

计算结果非常接近，证明了本文所述方法的正确性.

为了考察本文所述方法的稳定性，还对 β = 1和

β = 5时，N取不同值的情况进行了计算.

图 6 曲线边界单元

Fig. 6 Curve boundary element

表 5和表 6列出了用 3种不同奇异性处理方法

对 I11在 b点的计算结果.

从表 4和表 6可以看出，基于总体尺度的计算

方法 (本文和文献 [7])的结果几乎相等，而且对幂级

数的阶次 N的依赖较小；而基于等参坐标系下操作

的奇异性处理方法 (文献 [1]) 对低价奇异积分的计

算结果比较稳定，对高阶奇异积分的结果对 N的大
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表 4 N取不同值时 I11的计算结果 (β = 1)

Table 4 Computed results forI11 with various values ofN (β = 1)

N 2 4 6 7 8

Ref.[1] −22.327 6×10−3 −22.400 6×10−3 −22.442 0×10−3 −22.455 9×10−3 −22.467 0×10−3

Ref.[7] −22.606 8×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3

current −22.593 1×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3 −22.583 6×10−3

表 5 3个不同源点的奇异积分计算结果 (N = 8)

Table 5 Computed results for 3 source points (N = 8)

Point a Point b Point c

Ref.[1] current Ref.[1] current Ref.[1] current

I11 −21.783 9×10−3 −21.892 0×10−3 −22.467 0×10−3 −22.583 6×10−3 −23.132 9×10−3 −23.254 9×10−3

I12 −12.040 3×10−3 −11.957 0×10−3 15.993 8×10−3 16.077 1×10−3 43.987 41×10−3 44.067 90×10−3

I21 43.987 4×10−3 44.067 9×10−3 15.993 8×10−3 16.077 1×10−3 −12.040 3×10−3 −11.957 0×10−3

I22 −23.132 9×10−3 −23.254 9×10−3 −22.467 0×10−3 −22.583 6×10−3 −21.783 9×10−3 −21.892 0×10−3

表 6 N取不同值的时候 I11的计算结果 (β = 5)

Table 6 Computed results forI11 with various values ofN (β = 5)

N 2 4 6 7 8

Ref.[1] 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3

Ref.[7] 28.778 2×10−3 28.778 2×10−3 28.776 9×10−3 28.777 3×10−3 28.777 3×10−3

current 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3 28.827 7×10−3

小很敏感. 相对文献 [7] 的总体尺度方法而言，本文

方法在投影线 (切线) 上操作，直观明了，容易推广

到对高阶奇异面积分的处理.

6 结 论

本文提出了一种新的计算二维问题高阶奇异

边界积分的直接法，通过在投影线上对几何量的操

作，克服了传统方法在等参坐标系下消除积分奇异

性时繁琐的强奇异系数提取过程，导出的公式可处

理任意高阶的奇异边界积分. 论文导出的等参坐标

对局部正交坐标的一阶和二阶偏导数公式，为曲线

上的复杂几何量展开成投影线参数的表达式提供了

基础. 几何量在局部坐标系原点 (而不是在源点) 展

开成泰勒级数，保证了高阶的计算精度.计算表明，

基于总体尺度的奇异性处理方法要比等参坐标系下

的处理方法更稳定.
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A DIRECT METHOD FOR EVALUATING LINE INTEGRALS WITH ARBITRARY HIGH

ORDER OF SINGULARITIES 1)

Gao Xiaowei Feng Weizhe Yang Kai2)

(State Key Laboratory of Structural Analysis for Industrial Equipment，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China)

Abstract This paper presents a new direct method for evaluating arbitrary singular boundary integrals appearing in 2D

boundary element analysis. Firstly, geometry quantities on a curved line element are expressed using those projected on a

tangential line. Then, singularities involved in the integrals are analytically removed by expressing the non-singular part

of the integration kernel as power series. A set of formulations for computing the first and second derivatives of intrinsic

coordinates with respect to local orthogonal coordinates are also presented in the paper for the first time. Since the

coordinate transformation is at the real spatial scale, the operation is straightforward and convenient, and can be applied

to treat arbitrary high order of singular integrals. Finally, some examples are given to verify the correctness and stability

of the presented method.
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