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研究论文

一类含时滞的半主动悬架系统的动力学分析
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摘要 对一类采用有限相对位移控制的含时滞单自由度半主动悬架系统进行了动力学分析.首先通过平均法得

到了该系统的一阶近似解，然后基于 Lyapunov理论建立了系统的稳定性条件，结果表明近似解的稳态幅值和稳

定性条件都是时滞量的周期函数，并且和外激励具有相同周期.通过对数值解和解析解的幅频曲线进行比较，

验证了一阶近似解析解的准确性，并且解释了半主动控制中的高频颤振现象.研究了被动悬架系统并且和半主

动悬架系统进行了比较，证实了半主动悬架系统的优越性.最后，探讨了一些关键的系统参数，如控制间隙、时

滞量、最小阻尼比等对半主动悬架系统稳态幅值的影响.
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引 言

现代汽车正朝着安全、智能化和清洁化的方向

发展.悬架是保证汽车安全性的重要装置，其主要功

能是缓和路面不平引起的冲击和振动，改善车辆行

驶的平顺性，以及保持轮胎与地面的附着力，提高

车辆操纵的稳定性. 传统的被动悬架系统由于参数

不可实时调节，因此很难达到多个目标的同时最优.

半主动悬架 [1-7] 由可控阻尼和弹性元件组成，其中

可控阻尼系数能够在一定的范围内调节，从而获得

接近于主动悬架的减振效果.由于半主动悬架结构简

单，工作时几乎不消耗车辆动力，而且可靠性优于复

杂的主动悬架系统，故有较好的应用前景.

半主动悬架系统内存在无法避免的时滞因素，

包括测量信号从传感器到控制计算机的传输时滞、

计算控制方法引起的计算时滞、控制信号从计算机

传到作动器的传输时滞、作动器的时滞等.一方面，

时滞可能会导致振动控制系统的失稳，出现对安全

不利的分岔现象，严重影响振动控制系统的操纵稳

定性能；另一方面，合理设计的时滞可以有效地提

高控制效果. 很多学者研究了时滞对振动控制系统

的影响. Rohman等 [8] 发现，时滞能够提高吊桥的临

界风速，从而可以改善不含时滞时吊桥可能在正常

风速下摇摆的情况. Lee等 [9] 提出了一种时滞补偿

策略来改善时滞振动系统的控制性能. Park等 [10]应

用 Lyapunov鲁棒控制在一个含有不确定参数和时滞

的可控座椅系统的半主动振动控制中，结果表明鲁

棒控制能够有效地抑制座椅的振动.赵艳影等 [11-12]

研究了利用时滞反馈来抑制扭转系统的振动，以及

通过调节反馈增益系数和时滞量改善饱和控制减振

频带的分布.文献 [13-16]的研究表明，时滞可以明

显改善动力吸振器的控制性能，但是不恰当的时滞

可能导致系统失稳. 因此时滞在振动控制系统中非

常重要.

由于半主动控制系统中存在着阻尼的快速切

换，并且切换条件与系统状态有关，因此半主动控

制系统属于强非线性系统，已有的研究大多采用数

值方法分析其控制效果，关于半主动控制系统的解

析研究并不多见. Shen等 [17] 对 4种半主动吸振器

进行了解析研究，证明了 2种新的半主动吸振器的

优良控制性能. Shen等 [18]解析研究了一个单自由度

半主动振子，并且利用实验对所得结果进行了比较.

Eslaminasab等 [19] 解析研究了一个半主动相对控制

的单自由度悬架系统，分析了半主动悬架的控制效

果. Shen等 [20]解析研究了一个含时滞的半主动相对

控制振子，发现通过选择或者设计适当的时滞可改
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善半主动系统的控制性能.

本文研究了一种采用有限相对位移控制策略的

含时滞单自由度半主动汽车悬架系统，控制目的是

限制悬架系统车体和轮胎之间的相对位移，从而保

证悬架系统的工作空间. 首先给出该策略的控制规

律和系统的数学模型，然后采用平均法建立了系统

的近似解析解，并且通过 Lyapunov稳定性定理得到

了稳定性条件.通过数值解和解析解的比较，验证了

解析结果的正确性和准确性；通过半主动控制系统

和被动系统的比较，证实了该策略的控制效果.最后

分析了一些重要系统参数对控制效果的影响.

1 含时滞的半主动控制系统的近似解析解

1.1 数学模型的建立及无量纲化

本文采用半主动悬架系统的模型如图 1所示，

其中 ms, ks, cs, xs, y分别为系统质量、悬架刚度、可

调阻尼系数、系统的绝对位移及路面位移激励.

图 1 单自由度半主动系统模型

Fig. 1 Model for SDOF semi-active system

根据牛顿第二运动定律，建立系统的运动方程

msẍs + ks (xs − y) + cs (ẋs − ẏ) = 0 (1)

在有限相对位移控制策略中，可调阻尼系数的变化

规律为

cs =


cmax , |xs − y| > δ

cmin , |xs − y| < δ
(2)

其中 δ 为控制间隙. 这个控制策略的主要目的是减

小车体和轮胎之间的相对位移，保证悬架的工作空

间，从而使得汽车悬架部分布局更加紧凑. 设激振

力为 y = y0 cos(ωt)，ω为激振力频率，引入相对位移

xr = xs− y，并考虑到在测量、计算、实施过程中可控

阻尼器引入的时滞 τ，式 (1)转化为

msẍr + ksxr + csẋr(t − τ) = msy0ω
2 cos(ω t) (3)

引入时间尺度 T及长度尺度 L

T =

√
ms

ks
, L = δ

以及

t1 =
t
T
, τ1 =

τ

T
, z =

xr

L
(4)

对式 (3)进行无量纲化得到

d2z

dt21
+ z+ 2ξ

dz(t1 − τ1)
dt1

= f cos(Ωt1) (5)

其中阻尼比变化规律为

ξ =



ξmax =
cmax

2
√

msks
, |z| > 1

ξmin =
cmin

2
√

msks
, |z| < 1

(6)

为了表述方便，后面用 t和 τ代替 t1和 τ1，这种替换

并不影响分析结果.因此式 (5)可以表示为

z̈+ z+ 2ξ ż(t − τ) = f cos(Ωt) (7)

其中

f =
msy0ω

2

ksL
=
Ω2y0

L
, Ω = ωT

1.2 一阶近似解

设式 (7)的解为

z = acosφ (8a)

ż = −aΩ sinφ (8b)

ż(t − τ) = −aΩ sin(φ − Ωτ) (8c)

其中 φ = Ωt + θ.对式 (8a)微分可得

ż = ȧcosφ − a(Ω + θ̇) sinφ

将上式与式 (8b)结合得到

ȧcosφ − aθ̇ sinφ = 0 (9)

对式 (8b)进行微分得到

z̈ = −ȧΩ sinφ − aΩ(Ω + θ̇) cosφ

将上式与式 (7)结合，得到

ȧsinφ + aθ̇ cosφ =
1
Ω

F(a, θ, τ) (10)

其中

F(a, θ, τ) = − f cos(φ − θ) + a(1− Ω2) cosφ−

2aξΩ sin(φ − Ωτ)

由式 (9)和式 (10)可得
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ȧ =
1
Ω

F(a, θ, τ) sinφ

aθ̇ =
1
Ω

F(a, θ, τ) cosφ


(11)

根据平均法，可知振幅和相位的近似解满足下式

ȧ =
1

2πΩ

∫ 2π

0
F(a, θ, τ) sinφdφ

aθ̇ =
1

2πΩ

∫ 2π

0
F(a, θ, τ) cosφdφ


(12)

根据式 (6)和式 (8)可得到

ξ =



ξmax , 0 < ϕ 6 β

ξmin , β < ϕ 6 π − β

ξmax , π − β < ϕ 6 π + β

ξmin , π + β < ϕ 6 2π − β

ξmax , 2π − β < ϕ < 2π

(13)

其中

β = arccos(1/a)

对式 (12)进行积分运算并化简可得

ȧ =
1

2πΩ

[−aΩAcos (Ωτ) − π f sinθ
]

aθ̇ =
1

2πΩ
[aΩBsin (Ωτ) + aπ

(
1− Ω2

)
− π f cosθ]


(14)

其中

A = 2ξmax[2β − sin(2β)] + 2ξmin[π − 2β + sin(2β)]

B = 2ξmax[2β + sin(2β)] + 2ξmin[π − 2β − sin(2β)]

这样就得到了一阶近似解，形式如下

z = acosφ = acos(Ωt + θ) (15)

在许多工程问题中，稳态解更有意义.在式 (14)

中令 ȧ = 0和 θ̇ = 0，可得到关于稳态振幅 ā的幅频

曲线方程

ā2Ω2A2 cos2 (Ωτ) +

ā2
[
π − πΩ2 + ΩBsin (Ωτ)

]2
= π2 f 2 (16)

解得稳态幅值为

ā =
π f√

Ω2A2 cos2 (Ωτ) +
[
π − πΩ2 + ΩBsin (Ωτ)

]2 (17)

稳态相位为

θ̄ = arctan

[ −ΩAcos (Ωτ)
ΩBsin (Ωτ) + π

(
1− Ω2

)
]

(18)

可见稳态解幅值是时滞量的周期函数，其周期等于

外激励周期.

1.3 近似解的稳定性判据

接下来利用 Lyapunov理论研究稳态解的稳定

性. 令 a = ā + ∆a及 θ = θ̄ + ∆θ，并且将它们代入

式 (14),可得

d∆a
dt

=
1

2πΩ

[
−ΩAcos(Ωτ)∆a− π f cosθ̄∆θ

]

d∆θ

dt
=

1
2πΩ

(
π f sinθ̄

ā
∆θ +

π f cosθ̄
ā2

∆a

)


(19)

利用式 (18)，可以消去式 (19)中的 θ̄，且得到特征行

列式如下

det



−ΩAcos(Ωτ) − λ
ΩBsin(Ωτ) + π(1− Ω2)

ā

−āΩBsin(Ωτ) − āπ(1− Ω2)

−ΩAcos(Ωτ) − λ

 (20)

将上式展开，得到特征方程

[λ + ΩAcos(Ωτ)]2 +

[
ΩBsin(Ωτ) + π(1− Ω2)

]2
= 0 (21)

解得特征值为

λ1,2 = −ΩAcos(Ωτ)±

i
[
ΩBsin(Ωτ) + π(1− Ω2)

]
(22)

从而得到稳定性条件为

cos (Ωτ) > 0 (23)

即

(
2n− 1

2

)
π

Ω
6 τ 6

(
2n +

1
2

)
π

Ω
, n = 0,1, · · · (24)

从上式可以发现时滞 τ对一阶近似解稳定性的

影响是具有周期性的，且等于激励周期.同时可看出

使得系统保持稳定的时滞量范围是和激励频率密切

相关的.

1.4 特例

(1)无时滞半主动悬架控制系统
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令 τ = 0，此时系统是不含时滞的半主动悬架控

制系统，由式 (17)可得此时的稳态幅值是

ā =
π f√

Ω2A2 +
(
π − πΩ2

)2
(25)

稳定性条件是

cos (Ωτ) = 1 > 0 (26)

由于上式恒成立，因此无时滞半主动悬架系统是无

条件稳定的.

进一步研究最简单的情况 ξmin = 0.这时

A = 2ξmax[2β − sin(2β)]

B = 2ξmax[2β + sin(2β)]

此时稳态幅值是

ā =
π f√

Ω2A2 +
(
π − πΩ2

)2
=

π f√
4Ω2ξ2

max[2β − sin(2β)]2 +
(
π − πΩ2

)2
(27)

稳定性条件仍然是

cos (Ωτ) = 1 > 0 (28)

(2)被动悬架控制系统

当 ξmin = ξmax时，式 (5)表示的是一个含时滞的

被动悬架控制系统，由式 (17)可得此时系统的稳态

幅值是

ā =
π f√

Ω2A2 cos2 (Ωτ) +
[
π − πΩ2 + ΩBsin (Ωτ)

]2

(29)

其中

A = 2ξmax[2β − sin(2β)] + 2ξmin[π − 2β + sin(2β)] =

2πξmax

B = 2ξmax[2β + sin(2β)] + 2ξmin[π − 2β − sin(2β)] =

2πξmax

稳定性条件类似于式 (23)和式 (24)，即

(
2n− 1

2

)
π

Ω
6 τ 6

(
2n +

1
2

)
π

Ω
,n = 0,1, · · · (30)

即含时滞被动悬架系统的稳定性条件也是周期变化

的.

接下来如果令 τ = 0，得到一个不含时滞的被动

悬架系统.系统的稳态振幅为

ā =
π f√

Ω2A2 +
(
π − πΩ2

)2
(31)

其中 A = 2πξmax，而稳定的条件是

cos (Ωτ) = 1 > 0 (32)

2 数值仿真

为了验证以上近似解析解的准确性，对式 (5)进

行数值仿真.本文中系统仿真参数如下所示：悬架质

量 ms = 240 kg,弹簧刚度 ks = 16 kN·m−1,最大阻尼系

数 cmax = 1 kN·s·m−1, y0 = 0.01 m,δ = 0.5y0.

2.1 半主动系统近似解析解和数值解的比较

研究式 (5)所示的半主动控制系统幅值的解析

解及数值解，其中解析结果由以上的平均法求得，

含时滞的数值结果由 Matlab软件中的 dde工具箱得

到，不含时滞的数值解用 Matlab软件中的 ode45函

数求取.所得结果如图 2 ∼图 5所示，它们分别对应

无时滞半主动控制系统并且 ξmin = 0，系统无时滞且

ξmin = 0.05ξmax，系统含时滞并且 ξmin = 0，以及系统

含时滞且 ξmin = 0.05ξmax的 4种情况. 其中图 2和图

3中 (a)是整个频段上的幅频曲线比较结果，(b)是特

定激励频率下响应的频谱.

(a)解析解和数值解的比较

(a) Comparison of the analytical solutions and numerical solutions

图 2 无时滞半主动系统在 ξmin = 0时的响应

Fig.2 Response of the semi-active system without time delay

andξmin = 0
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(b)Ω = 7.5时稳态响应的频谱

(b) Frequency spectrum of the steady-state response forΩ = 7.5

图 2 无时滞半主动系统在 ξmin = 0时的响应 (续)

Fig.2 Response of the semi-active system without time delay

andξmin = 0 (continued)

(a)解析解和数值解的比较

(a) Comparison of the analytical solutions and numerical solutions

(b)Ω = 7.5时稳态响应的频谱

(b) Frequency spectrum of the steady-state response forΩ = 7.5

图 3 无时滞半主动系统在 ξmin = 0.05ξmax时的响应

Fig.3 Response of the semi-active system without time delay

andξmin = 0.05ξmax

从图 2(a)和图 3(a)可以看出稳态幅值的数值解

与用平均法求得的解析解在低频区和共振区吻合得

比较好，从而验证了近似解析解的准确性.但是二者

在高频区有较大的差别，从图 2(b)和图 3(b)可以看

出此时系统响应中存在高阶奇次谐波成分 (半主动

控制中称为颤振现象).半主动系统响应中存在许多

高阶奇次谐波成分已经由 Ahmadian等 [7] 用数值方

法和实验方法进行了证实.

从图 4和图 5中可以看出含时滞的半主动控制

系统稳态幅值的数值解与用平均法求得的解析解吻

合得较好，验证了一阶近似解析解的准确性.这主要

是由于时滞在一定程度上可以起到阻尼的作用，可

以抑制高阶奇次谐波，从而改善了系统的性能.

从以上的数值解和解析解的比较可以证明通过

平均法得到的近似解析解具有较高的准确性. 所

以，下面用近似解析解做进一步分析.

图 4 τ = 0.02且 ξmin = 0时的幅频曲线比较

Fig. 4 Comparison of the amplitude-frequency curves forτ = 0.02

andξmin = 0

图 5 τ = 0.02且 ξmin = 0.05ξmax时的幅频曲线比较

Fig. 5 Comparison of the amplitude-frequency curves forτ = 0.02

andξmin = 0.05ξmax

2.2 半主动控制系统与被动控制系统的比较

利用前面的参数，可以得到半主动系统和被动

系统的幅频曲线如图 6和图 7所示. 从图中可清楚

地看出无论半主动系统是否含有时滞，在共振区半
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主动控制系统的幅值都要远远小于被动系统，而在

低频区和高频区二者并无明显差别，因此半主动系

统的控制效果远远优于被动控制.

鉴于半主动控制系统的优越性，下面分析一些

关键参数对半主动系统控制效果的影响.

图 6无时滞的半主动控制系统与被动控制系统的比较

Fig. 6 Comparison of the semi-active system and passive system

without time delay

图 7 含时滞的半主动控制系统与被动控制系统的比较

Fig. 7 Comparison of the semi-active system and passive system with

time delay

2.3 一些关键参数对半主动控制效果的影响

(1) δ对半主动控制效果的影响

通过式 (17)可以得到稳态幅值随着 δ改变时的

变化情况，如图 8所示.可以看出随着控制间隙的增

加稳态幅值逐渐减小，但是间隙到达一定的数值后

稳态幅值就不再变化了，这说明间隙大到一定程度

半主动控制就不起作用了.实际上此时式 (2)控制率

中的相对位移恒小于间隙，系统已经不是半主动系

统而是被动系统了.

选取不同 δ 时的幅频曲线如图 9所示. 可以看

出当 δ减小时，稳态幅值变大，这也间接验证了图 8

图 8 δ对含时滞的半主动控制系统的稳态振幅的影响

Fig. 8 Effect ofδ on the steady-state amplitude of the semi-active

control system with time delay

图 9 δ取不同值时的幅频曲线比较图

Fig. 9 Comparisons of the amplitude-frequency curves for differentδ

的结论.

(2)时滞 τ对半主动控制效果的影响

根据式 (17)和式 (23)，可得到系统稳态幅值和

稳定性条件函数随着 τ 的变化趋势 (如图 10所示).

由式 (23)结合图 10可知，可以选择合适的时滞量

τ，不仅能够使得系统保持稳定，并且可以使得响应

的幅值最小，从而提高半主动控制的效果.以第一个

周期为例，当 τ 6 0.285或 0.8556 τ 6 1.425时幅值

是稳定的，在区间 τ ∈ [0.855, 1.425]内选取合适的 τ

可以使得稳态振幅最小.

(3) ξmin对半主动控制效果的影响

稳态幅值随着最小阻尼比的变化情况如图 11所

示. 从图中可以看出稳态幅值随着最小阻尼值的增

大而减小. 当最小阻尼取 0和取为最大阻尼值的幅

频曲线如图 12所示，可以看出 ξmin对稳态幅值的共

振区附近有一些影响，但是对非共振区的影响很小.
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图 10 时滞 τ对半主动控制系统的稳态幅值和稳定性条件的影响

Fig. 10 Effects of time delayτ on the steady-state amplitude and the

stability condition

图 11 ξmin对半主动控制效果的影响

Fig.11 Effect ofξmin on the control performance of the semi-active

control system

图 12 ξmin取不同值时的幅频曲线比较

Fig.12 Comparison of the amplitude-frequency curves for differentξmin

3 结 论

研究了基于有限相对位移控制的单自由度含时

滞半主动悬架控制系统，不仅得到了半主动控制系

统的一阶近似解析解和稳定性条件，还分析了被动

控制系统的近似解和稳定性条件.通过幅频曲线比较

了解析解和数值解，证实了近似解析解的可靠性与

准确性.接着通过半主动控制与被动控制的比较，验

证了半主动控制的优越性. 最后探讨了系统重要参

数 δ, τ及 ξmin 对半主动控制效果的影响，这些结论

可以为半主动控制系统的设计和分析提供有益的参

考.
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DYNAMICAL ANALYSIS ON A KIND OF SEMI-ACTIVE SUSPENSION WITH

TIME DELAY 1)

Shen Yongjun∗,2) Zhao Yongxiang∗,† Tian Jiayu∗ Yang Shaopu∗
∗(Department of Mechanical Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang050043，China)

†(China Railway 24th Bureau Group Anhui Engineering Company Limited, Hefei230011, China)

Abstract The dynamical analysis on a single degree-of-freedom semi-active suspension system with time delay is

completed in this paper, where the limited relative displacement control is adopted in this system. The first-order approx-

imately analytical solution is obtained by the averaging method, and the stability condition is set up based on Lyapunov

theory. The results show that the steady-state amplitude of the approximate solution and the stability conditions are

all periodic functions of time delay, and have the same period as the excitation one. Through the comparison of the

amplitude-frequency curves obtained by the approximate solution and the numerical method, the correctness and satis-

factory precision of the approximate solution are verified. The chattering phenomenon of semi-active control existing in

high frequency is also explained. Moreover, the passive suspension is also researched analytically and compared with

the semi-active one, and the results confirm the superiority of semi-active suspension. Finally, the effects of some key

system parameters on control performance, including the control clearance, time delay and minimum damping ratio, are

discussed.

Key words semi-active suspension, time delay, averaging method, vibration control
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